Resumos de CDI-II

1. Topologia e Continuidade de Funcoes em R"

1. A bola aberta de centro em a € R" e raio r > 0 é o conjunto
B.(a)={xeR":|x—al <r}.

2. Seja A C R™ um conjunto. Um ponto a € A diz-se:
(i) interior se existe r > 0 tal que B,(a) C 4;
(ii) exterior se existe 7 > 0 tal que B,(a) N A = &;
(iii) fronteiro se n3o é interior nem exterior.

O conjunto int A dos pontos interiores de A diz-se o interior de A. O conjunto ext A dos
pontos exteriores de A diz-se o exterior de A. O conjunto 0A dos pontos fronteiros de A
diz-se a fronteira de A. O conjunto A = int AU OA diz-se o fecho de A. O conjunto A
diz-se aberto se A = int A, e diz-se fechado se A = A.

3. Uma sucessdao em R" é uma fun¢do x : N — R". Escrevemos x;, = x(k).

4. Dizemos que uma sucessdo xj converge para a € R" (e escrevemos limx; = a, ou

Xp — a) se
Vesodnen : k> N = xi, € Br(a)
<:>\V/T‘>OE|N€N k>N = ka — a|| <r
< ||xi —al| = 0.
5. Uma sucessdo xi = ((x1), ..., (2n)x) converge para um ponto a = (ay,...,ay) sse cada
sucessdo (x;)i converge para a; (i =1,...,n).

6. Propriedades dos limites de sucess6es: Se xj,y; sdo sucessGes convergentes em R” e

ap, € uma sucessiao convergente em R ent3o:
(i) limxy é dnico;

(ii) lim (x + yx) = limxg + lim yy;

(i) lim (aryr) = (limag) (lim yy);

7. Um conjunto A C R"™ é fechado sse toda a sucessdo convergente de termos em A tem
limite em A.

8. Um conjunto A C R" diz-se limitado se existe algum r > 0 tal que A C B,(0). Um
conjunto A C R"™ diz-se compacto se é limitado e fechado.

9. Teorema de Bolzano-Weierstrass: Um conjunto A C R™ é compacto sse toda a sucessdo
de termos em A admite uma subsucessdo convergente para um ponto de A.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Uma funcdo f : R” — R diz-se um campo escalar. Uma funcdo F : R” — R" diz-se um
campo vectorial. Uma funcdo g : R — R"” continua diz-se um caminho.

O grafico de uma fungdo f : R™ — R™ é o conjunto
Graf(f) = {(x,y) € R™™™ .y = f(x)} C R"""™.
O conjunto de nivel da fung¢do f correspondente ao valor ¢ € R™ é o conjunto
flc)={xeR":f(x) =c} CR"

Dizemos que b € R™ é o limite de uma funcdo f : R — R™ quando x tende para a € R"
(e escrevemos limy_,, f(x) = b) se

V;>03e>0 : X € Be(a) = f(x) € B,(b)
& Vrs0des0 1 [x —al| <e = [[f(x) —b|| <7
& Vsucessso xj, Xk —> @ = f(xr) — b.

Propriedades dos limites de fungoes: Se f,g : R — R e ¢ : R® — R s3o funcdes
com limite no ponto a € R" ent3o:

(i) limy_,a f(x) € Unico;

(i) limyx_a f(x) = (limx—a f1(X),. .., limxa fin(X));

(iii) limx—a (f(x) + g(x)) = limyx_,a f(x) + limx_a g(X);

(iV) limy a (Lp(X)f(X)) = (th—>a ‘P(X)) (hmx—mf(x));

(v) limx_,a (f(x),g(x)) = (limx—a £(x),limx s g(x)).
Diz-se que f : R™ — R™ ¢ continua no ponto a € R” se limy_,, f(x) = f(a). A fungdo f
diz-se continua se é continua em todos os pontos do seu dominio.

Propriedades das fungdes continuas: Se f,g : R”" - R™, ¢ : R" - Reh: R™ - R?
sdo funcoes e a € R entdo:

X

(ii) Se f e g sdo continuas em a entdo f + g é continua em a;

f=(f1,...,fm) é continua em a sse f1,..., f;, sdo continuas em a;

)
)
(iii) Se ¢ e f sdo continuas em a entdo ¢f é continua em a;
(iv) Se f e g sdo continuas em a entdo (f,g) é continua em a;
(v) Se f é continua em a e h é continua em f(a) entdo h o f é continua em a;
(vi) Se p(x1,...,2,) = x; (com i =1,...,n) entdo ¢ é continua.
Teorema Weierstrass: Se A C R™ é compacto e f : A — R é continua entdo f tem
maximo e minimo em A.

2. Calculo Diferencial em R"

1.

2.

A derivada de f : R" — R™ segundo o vector v € R" no ponto a € R" é

of . .. fla+hv)—f(a)
8_v(a) = Oyf(a) = }llliﬁl) . .

A i-ésima derivada parcial da funcdo f : R" — R™ no ponto a € R" é

ofF _of
S () = 0 () = ().




A funcdo f : R” — R™ diz-se diferencidvel em a € R" se existe uma transformacdo linear
Df(a) : R — R™ (representada por uma matriz m x n) tal que

lim f(a+h)—f(a)— Df(a)-h
h—0 |hl

=0,

ou, equivalentemente,
f(a+h) =f(a)+ Df(a)-h+o(||h|).

Se f : R™ — R™ é diferencidvel em a € R" entdo f é continua em a.

. Sef:R" — R™ & diferencidavel em a € R"™ entdo

of

6_v(a) = Df(a) - v.

Em particular, Df é representada na base candnica pela matriz Jacobiana

oft of

o1 te OTn
Df =

Ofm Ofm

Ox1 e OTn

. A funcio f : R® — R™ diz-se de classe C' se todas as suas derivadas parciais %
J

(¢=1,...,m;7=1,...,n) sdo fungdes continuas.

7. Se f : R® — R™ é de classe C'lentdo f é diferencidvel em todos os pontos do seu dominio.

8. Se f : R” — R™ é diferencidvel em a € R"” e g : R™ — RP ¢ diferencidvel em f(a) € R™,

10.

11.

entdo gof : R™ — RP é diferencidvel em a e
D(gof)(a) = Dg(f(a))Df(a).

Em coordenadas (z1,...,2,) em R" e (y1,...,ym) em R tem-se

99~ 0g; Ofy,
8.%']‘ N kzl ayk 8.%']‘
(regra da cadeia).

Um vector v € R™ diz-se tangente a um conjunto M C R™ no ponto a € M se existe um
caminho diferencidvel g : R — M tal que g(0) = a e g’(0) = v. Um vector v € R" diz-se
ortogonal a M no ponto a se é ortogonal a todos os vectores tangentes a M no ponto a.

Se f: R® — R é um campo escalar diferencidvel o seu gradiente é o campo vectorial

V§:R" = R” definido por
([ of of
Vf_<ax1,...,axn>

O gradiente de um campo escalar é ortogonal aos seus conjuntos de nivel.



3. Férmula de Taylor e Extremos

1. Derivadas parciais de ordem superior: Dada uma funcdo f : R” — R define-se

0*f 0 af
Or;0r;  Om; \Ox;) "
A funcdo f diz-se de classe C? se todas as suas derivadas parciais de segunda ordem s3o
funcdes continuas.

2. Lema de Schwarz: Se f: R" — R é de classe C? entio

Pf  0°f
Or;0r;  Ox;j0x;

3. Férmula de Taylor de segunda ordem: Se f : R" — R é de classe C? ent3o

flath) = f(2) + Dffa) b+ gh'- Hf(a) -t of ]?)

onde
92 f A2 f
012 ttt O110x
Hf =
0% f 0 f
OrnOx1 Oxn2

é a matriz Hessiana. Pelo Lema de Schwarz, esta matriz é simétrica.

4. Diz-se que f : R — R tem um maximo local em a € R"™ se existe r > 0 tal que
f(a) > f(x) para todo o x € B,(a). O méximo diz-se global se f(a) > f(x) para todo o
x € R™. As definicoes de minimo local e minimo global sido anilogas.

5. Se o campo escalar diferencidvel f : R® — R tem um extremo local em a € R™ entdo

Vf(a)=0.

6. Seja f : R — R um campo escalar diferencidvel. Os pontos a € R" para os quais
Vf(a) = 0 dizem-se pontos criticos (ou pontos de estacionaridade) de f. Os pontos
criticos que ndo sao extremos locais chamam-se pontos de sela.

7. Seja f : R® — R um campo escalar de classe C? e a € R™ um ponto critico de f. Se
Hf(a) é
(i) definida positiva (todos os v.p. > 0) entdo a é um ponto de minimo local;
(ii) definida negativa (todos os v.p. < 0) entdo a é um ponto de maximo local;
(iii) indefinida (existem v.p. > 0 e v.p. < 0) entdo a é um ponto de sela.

4. Célculo Integral em R"

1. I C R" é um intervalo se I = I} x ... x I,, onde cada I;, é um intervalo de R. [
é limitado/aberto/fechado sse cada I é limitado/aberto/fechado. Se I é um intervalo
compacto com I = [ag, by|, o seu volume n-dimensional é

Vn(I) = (bl - al)(bQ — CLQ) e (bn — an).



Se I é um intervalo limitado, define-se V,,(I) =V}, (f) Uma particao do intervalo com-
pacto I C R é um conjunto finito P = P; X ... X P,, onde cada P, é uma parti¢ao
do intervalo I = [ag,bx] (i-e., P é um subconjunto finito de I} contendo ay,bx). Uma
particdo de I subdivide I num nimero finito de subintervalos J,. Uma fun¢do s : I — R
diz-se uma fung¢do em escada se existe uma partigdo P de I tal que s é constante (igual
a S,) no interior de cada subintervalo J,, sendo o seu integral o nimero real

/Is = Ea;savn(Ja)

. Seja I C R™ um intervalo compacto e f : I — R uma funcdo limitada. O integral
superior de f em I é o niimero real

7f:inf{/t:téemescadaet(x)zf(x) VXEI}.
I I

O integral inferior de f em [ é o nimero real
/f:sup{/s:séem escada e s(x) < f(x) VXEI}.
JI I

A funcdo f diz-se integravel a Riemann em [ se os seus integrais superior e inferior
coincidem, e nesse caso define-se o seu integral como sendo

ﬂfzéf:Zf

As seguintes notacdes sdo também utilizadas para o integral de f:

/f /de /f x)dV, ( /fml,..., )dzy ... dz,.

. Se f e g sdo fungdes integrdveis a Riemann no intervalo compacto I C R" e o € R entdo
f+ g e af sdo também integraveis a Riemannem [ e

(i) /I(f+g):/lf+/jg:
() [@n=ar

. Teorema de Fubini: Sejam I C R" e J C R™ intervalos compactose f: I xJ — R uma
funcdo integravel a Riemann. Se cada uma das fungdes fx : J — R e fy : I — R definidas
por fx(y) = fy(x) = f(x,y) sdo integrdveis a Riemann entdo

I /(/fxyﬂ’>>“’ /(/fxymf>)wmw

. Diz-se que A C R™ tem conteudo nulo se para todo o ¢ > 0 existe uma familia finita de
intervalos limitados {I3,...,In} tal que

N N
AC Ufk e Zvn(lk <e
k=1

k=1



10.

11.

12.

13.

Propriedades de conjuntos de conteido nulo:
(i) Um subconjunto de um conjunto de contetido nulo tem contetddo nulo.
(ii) A unido de uma familia finita de conjuntos de contetido nulo tem contetido nulo.

(iii) O gréfico de uma fung¢do continua f : I — R (onde I C R™ é um intervalo compacto)
tem contetido nulo em R™*™,

. Seja I C R™ um intervalo compacto e f : I — R uma fun¢do limitada. Se o conjunto dos

pontos de descontinuidade de f tem conteiido nulo entdo f é integravel a Riemann em 1.

Seja I C R™ um intervalo. A funcdo caracteristica do conjunto A C I é a funcio
x4 : I — R definida por

lsexe A
Osex¢g A

xa(x) =

. Seja I C R™ um intervalo compacto. O volume n-dimensional de A é

Va(4) = /I »

Se f: I — R é integravel a Riemann em I, define-se
[ 1= [
A I
(portanto V,,(A4) = [, 1).

Uma transformaciao de coordenadas é uma fungdo g : U — V (com U,V C R™ conjuntos
abertos)

(i) bijectiva;
(i) de classe C;
(iii) tal que det Dg(x) # 0 para todo o x € U.

Teorema de mudanca de variaveis: Sejam U,V C R"™ conjuntos abertos limitados,
g : U — V uma tranformac¢do de coordenadas e f : V' — R integravel a Riemann. Entdo

/Vf=/U(fog)!deth!-

Coordenadas polares em R?: S3o as coordenadas (r,0) € 0, 4+oo[ x ]0, 27| relacionadas
com as coordenadas Cartesianas usuais (x,y) pela a mudanga de coordenadas

(z,y) = g(r,0) = (rcosf,rsenb).
O Jacobiano desta transformacdo é
det Dg(r,0) = r.

Coordenadas cilindricas em R3: S3o as coordenadas (p,¢,2) € |0, 4o x ]0,27[ x R
relacionadas com as coordenadas Cartesianas usuais (z, y, z) pela a mudanca de coordenadas

(z,y,2) = g(p,0,2z) = (pcosb,psend, z).
O Jacobiano desta transformacgio é

det Dg(p, 0, 2) = p.



14. Coordenadas esféricas em R3: S3o as coordenadas (7,6, ¢) € ]0,+oo| x ]0,27[ x ]0, 7|
relacionadas com as coordenadas Cartesianas usuais (z, y, z) pela a mudanca de coordenadas

(z,y,2) = g(r,0,p) = (rsenpcosf,rsenpsend,rcosp).
O Jacobiano desta transformacio é
det Dg(r,0, ) = 2 sen .

15. Se x4 e uma funcdo densidade de massa p: A — R sdo integraveis 3 Riemann em A4,
define-se:

(i) O volume n-dimensional de A:

V = Vi(A) :/ Ldv,.
A

(i) A massa de A:

M:/pan.
A

(iii) A coordenada k do centro de massa de A:

1

k

- v,
M/A'”’“ Vi

(iv) A coordenada k do centréide de A:

1
T = v/Axden

(v) O momento de inércia de A em relagdo ao eixo Rey;:

itk

Kl

16. Regra de Leibnitz: Seja I C R™ um intervalo compacto e f : I x Ja,b] — R uma fungdo
continua tal que 0,11 f existe e é continua. Ent3o a fungdo F': |a,b] — R definida por

F(t) = /I F(x,£)dV; (x)

é de classe C! e

F'(t) = /I Ot £ (%, £)dVpy ().

5. Funcao Inversa e Funcao Implicita

1. Teorema da Funcdo Inversa: Seja f : R” — R™ uma funcdo de classe C! e a € R" tal
que det Df(a) # 0. Entdo existem conjuntos abertos U > aeV > f(a) taisquef : U — V
é bijectiva e f~1 : V — U é de classe C''. Além disso, para todo o x € U

DfY(f(x)) = [Df(x)] .



2.

Teorema da Funcao Implicita: Seja F : R™™ — R™ uma funcdo de classe C! e
(a,b) € R""™ tal que F(a,b) = 0 e det g—g(a, b) # 0. Entdo existem conjuntos abertos
U>aeV b, euma funcio f: U — V de classe C', tais que

{(x,y) eUxV:F(x,y) =0} ={(x,y) e UxV:y=~£f(x)}

Além disso, .
OF " OF
Df(a) = — [g(a, b)] 8_x(a’ b).

6. Variedades Diferenciaveis e Extremos Condicionados

1.

Um conjunto M C R™ é uma variedade diferenciavel de dimensao m € {1,...,n—1} se
para qualquer ponto a € M existe um conjunto aberto U 3 a e uma fungdo f : R™ — R"™™
de classe C'! tais que

MNU = Graf(f)nU

para alguma ordenacdo das coordenadas Cartesianas de R".

. M C R"™ é uma variedade diferencidvel de dimensio m sse para qualquer ponto a € M

existe um conjunto aberto U 3 a e uma fungdo F : U — R ™ de classe C'! tais que

(i) MNU ={xeU :F(x) =0},

(ii) car DF(a) =n —m.
Se M C R™ é uma variedade de dimensdo m, o conjunto T,M de todos os vectores
tangentes a M no ponto a € M é um espaco vectorial de dimensao m, dito o espaco

tangente a M no ponto a. O seu complemento ortogonal T;-M é um espaco vectorial de
dimensdo n — m, dito o espaco normal a M no ponto a.

. Sejam M C R"™ uma variedade de dimensio m, a € M, U > a abertoe F: U — R*™™

taisque M NU = {x € U : F(x) = 0} com car DF(a) = n — m. Entdo

TEiM = L{VF\(a),...,VF,_n(a)}.

. Teorema dos Extremos Condicionados: Sejam f : R™ — R uma fun¢do diferencidvel e

M C R™ uma variedade de dimens3o m. Se a restricdo de f a M tem um extremo local
em a € M entio Vf(a) € Ty M.

Regra dos Multiplicadores de Lagrange: Nas condi¢des do teorema anterior, se U > a
é um conjunto aberto e F : U — R"™™ é tal que M NU = {x € U : F(x) = 0} com
car DF(a) = n — m, existem constantes Aq,..., A\,—,m € R (ditas os multiplicadores de
Lagrange) tais que

V(f + M+ + )\n,an,m)(a) =0.

7. Integrais em Variedades

1.

Uma parametrizagdo de uma variedade-m M C R™ é uma aplicagdo g : U — M (com
U C R™ aberto)

(i) injectiva;
(i) de classe C;



(iii) tal que car Dg = m paratodoot € U.

2. Seg:U CR™ — M é uma parametrizacdo da variedade-m M entdo

og og
ToyM =L — s .
&(®) {8751 (€)oo Ot (t)}

3. Se M C R™ é uma variedade-m e a € M ent3o existe um conjunto aberto V' 3 a tal que
M NV éaimagem de uma parametrizacdo g: U C R™ — M.

4. Se M C R™ é uma variedade-m, g : U C R™ — M é uma parametrizagdo cuja imagem ¢é
M excepto um nimero finito de variedades de dimensdo inferior am, e f : R™ — R é uma
funcdo continua entdo

L/fz/f@@hﬁﬁﬂkmwﬁyuﬁm
M U

5. (i) Se M é uma variedade-1 e g : ]Ja,b] — R é uma parametrizagdo entdo

b
/Mf:/ 1) [lg'®)]] dt.

(i) Se M é uma variedade-2 em R3 e g : T C R? — M é uma parametrizagdo entdo

| 1= [ 1) (Dig(®) x Dagle))] at.
M T

6. Se M C R"™ é uma variedade de dimens3o m orientdvel e é dada uma funcao densidade
de massa por unidade de volume m-dimensional o : R® — R, define-se:

(i) O volume m-dimensional de M:
V = V(M) :/ Ldv,,.
M
(i) A massa de M:

M= o dV,,.
M

(iii) A coordenada k do centro de massa de M:

1
T = M /MO'SdeVm.

(iv) A coordenada k do centréide de M:

1
T = V/ T dVi,.
M

(v) O momento de inércia de A em relagdo ao eixo Rey;:

I, = /M o Z(:UZ)Q dVp,.

itk



8. Integrais de Linha, Campos Gradientes e Campos Fechados

1.

Se F : R” — R" é um campo vectorial continuo e C' é uma variedade-1 (curva) com
parametriza¢do g : [a,b] — R™ entdo o integral de linha de F ao longo de C' no sentido
de g é

b
/C F.dg = / F(g(t)) - (1) dt.

. O integral de linha depende apenas do sentido em que a parametrizagdo percorre a curva:

inverter o sentido corresponde a mudar o sinal.

Em Fisica, / F - dg representa o trabalho realizado pela forca F ao longo de C, ou seja,

C
a energia transferida pela forca F para uma particula que percorre a curva C.

. Teorema Fundamental do Calculo para Integrais de Linha: Se ¢ : R — R é um

campo escalar de classe C! e C é uma curva parametrizada por g : [a,b] — R™ entdo

/C Vo - dg = ¢(g(h) — b(g(a)).

. Em Fisica, uma forca da forma F = V¢ diz-se conservativa, e o campo escalar ¢ diz-se

um potencial para F.

Se ¢ : R™ — R é um campo escalar de classe C' e C' é uma curva fechada ent3o

j{ V¢ -dg =0.
C
Um campo vectorial F : R” — R" de classe C! diz-se fechado se
OF, OF, .
= - 1 PR
oz, O, (i,j=1,....,n)

(ou seja, se DF é simétrica).

8. Se F = V¢ para algum campo escalar ¢ : R* — R de classe C? entdo F é fechado.

9. Um conjunto A C R"™ diz-se conexo por arcos se dados dois pontos a,b € A existe um

10.

11.

12.

caminho g : [0,1] — A tal que g(0) =a e g(1) =b.
Seja U C R™ um conjunto aberto conexo por arcos. Um campo vectorial F : U — R"™ é
um campo gradiente em U sse
j{ F-dg=0
c

para qualquer curva fechada C C U.

Seja A C R™ um conjunto ndo vazio. Diz-se que dois caminhos fechados g, h : [a,b] — A
sdo caminhos homotdpicos em A se existe uma fun¢do continua H : [a,b] x [0,1] — A
(dita uma homotopia) tal que H(¢,0) = g(t) e H(¢,1) = h(t) para todo o t € [a,b] e
H(a,s) = H(b, s) para todo o s € [0, 1].

Seja U C R™ um conjunto aberto, C,C5 C D curvas fechadas com parametrizacdes
homotépicas em U, e F : U — R™ um campo fechado. Entdo

j{ F-dg:j{ F-dg.
Cq Co

10



13.

14.

Diz-se que A C R™ é simplesmente conexo se A é conexo por arcos e qualquer caminho
fechado g : [a,b] — A é homotdpico em A a um caminho constante.

Seja U C R™ um aberto simplesmente conexo e F : U — R"™ um campo fechado. Entdo F
é um campo gradiente.

9. Teorema de Green, Teorema da Divergéncia e Teorema de Stokes

1.

Um dominio regular é um conjunto aberto limitado U C R"™ cuja fronteira é uma unido
de finitas variedades de dimensdo n — 1 com vector normal unitario exterior n : U — R"
bem definido. Se n = 2 ent3o a orientacao candnica ¢é o sentido que resulta de rodar o
vector normal unitdrio exterior 90° no sentido directo.

. Teorema de Green: Seja U C R? um dominio regular e F = (P, Q) : R? — R? um campo

vectorial de classe C!. Entdo

j{ F-dgz% Pd:ﬂ%—Qdy:/(@—a—P)d:vdy.
ou ouU v\9z Oy

Uma variedade de dimensdo n — 1 (hipersuperficie) M C R” diz-se orientavel se existe
um vector normal unitdrio continuo n : M — R" (portanto n(x) € Tx M e |n(x)|| =1
para todo o x € M).

Seja M C R™ uma hipersuperficie orientavel com vector normal unitdrio n : M — R" e
F : R"™ — R™ um campo vectorial continuo. O fluxo de F através de M no sentido de n

é dado por
/ F-n.
M

. Se M C R? é uma superficie orientivel e g : T C R? — R"™ é uma parametrizacdo ento

| Fon= [ (o) (Dig) x Daslt) at.
M T

. No caso em que F = pv, onde p e v sdo a densidade e velocidade de um fluido, / F-n

M
¢ a massa de fluido que atravessa M por unidade de tempo no sentido de n.

Se F : R® — R™ é um campo vectorial de classe C'!, a sua divergéncia é o campo escalar

divFEV-F:@+,,.+%.
8$1 8$n

Teorema da Divergéncia: Se F : R” — R™ é um campo vectorial de classe C' e U ¢ R"

é um dominio regular entdo
/ divF = 7{ F-n,
U ou

onde n é a normal unitdria exterior.

. Se F: R3 — R3 é um campo vectorial de classe C!, o seu rotacional é o campo vectorial

e} ey e3

At F =V« F — 8@ BQ 8@ :<8F3_8F2 O0F, 0Fs; 0F 8F1>‘
T y z

F Fy, Fj

oy 0z 0z Ox  Ox oy
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Teorema de Stokes: Se F : R? — R3 é um campo vectorial de classe C' e M é uma
superficie com bordo orientdvel, entdo

/ rotF-n:jI{ F-dg,
M oM

onde o bordo OM deve ser percorrido no sentido tal que o produto externo do vector
tangente ao bordo pela normal unitdria n aponte para fora da superficie.

Regra da Mao Direita: Uma maneira simples de recordar a relacdo entre as orientacdes
da superficie e do seu bordo no Teorema de Stokes é a seguinte: desenhando um pequeno
quadrado na superficie tal que um dos seus lados é um pedaco do bordo, a orientacio
correcta do bordo é a que induz a circulagdo ao longo dos lados do quadrado que fornece a
normal unitdria n por aplicagdo da regra da m3o direita (fechando a m&o direita no sentido
da circulagdo no quadrado, o polegar aponta na direc¢do da normal).

Se ¢ : R?* — R é um campo escalar de classe C?, entdo
rot(V¢) = 0.
Se F : R? — R3? é um campo vectorial de classe C?, entdo

divrotF = 0.

A C R"™ diz-se em estrela se existe um ponto a € A tal que [a,x] C A para todo o x € A,
onde [a, x| designa o segmento de recta de extremos a e x.

Seja U C R? um conjunto aberto em estrela e F : U — R3 um campo vectorial de classe
C'. Se divF = 0 entdo F = rot A para algum campo vectorial A : U — R? (dito um
potencial vector para F).
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