Resumo dos resumos de CDI-II

1. Topologia e Continuidade de Funcoes em R"

1. Limites direccionais: Se

lim f(x, mz)
z—0

nao existe, ou existe mas depende de m, entdo
lim T
(2,9)~(0,0) fay)
nao existe.
2. Produto de uma funcao limitada por um infinitésimo:

2

lim  ——2- =0
(e0)=(0,0) 22 +y

porque y — 0 e
2

X
1E2 + y2
3. Teorema Weierstrass: Se A C R" é compacto e f : A — R é continua entdo f tem
maximo e minimo em A.

<1.

2. Calculo Diferencial em R"

1. Derivada de f : R® — R" segundo o vector v € R" no ponto a € R"™:

of , .. fla+hv)—f(a)
ov (a) = flzli% h '
2. Derivada parcial:
)= L)
Oz; = Oe; &

3. f:R®™ — R™ é diferenciavel em a se
lim f(a+h)—f(a) — Df(a)-h
h—0 |Ih|

=0,

onde Df(a) é a matriz Jacobiana:

of1 of

ox1 Tt Oxzp
Df(a) =

Ofm Ofm

o0z T OTn



4. f diferencidvel em a = f continua em a.
5. f diferencidvel em a = af( )=Df(a)-v
: .. Ofi . o ,
6. f: R® — R™ é de classe C'! se todas as suas derivadas parciais a—fl sdo funcdes continuas.
L
7. £ C! = f diferencidvel.

8. Derivada da composta:
D(gof)(a) = Dg(f(a))Df(a).

9. Regra da cadeia:

glof Z dg; 8fk

Gacj ayk Gacj
10. Gradiente: of of

3. Férmula de Taylor e Extremos

1. Lema de Schwarz: Se f: R" — R é de classe C? entdo

02 f 82 f

Or;0r;  Ox;j0x;

ou seja, a matriz Hessiana

92f 92f
81'12 e afl'lafl'n
Hf = .
_2f 0’f
Oxndry " Oxn?

é simétrica.

2. Se f: R™ — R tem um extremo local em a € R" entdo D f(a) = 0 (a é um ponto critico,
ou ponto de estacionaridade).

3. f:R" — R de classe C2, a € R um ponto critico de f. Se H f(a) é

(i) definida positiva (todos os v.p. > 0) entdo a é um ponto de minimo local;
(ii) definida negativa (todos os v.p. < 0) entdo a é um ponto de maximo local;
(iii) indefinida (existem v.p. > 0 e v.p. < 0) entdo a é um ponto de sela.

4. Calculo Integral em R"

1. Teorema de Fubini:

/I><J /(/fxde )) /(/fxde ))de(y).



2. Teorema de mudanca de variaveis:

/g(U)f:/U(fog)ldethL

3. Coordenadas polares: g : |0, +oo[ x |0, 27[ — R?

= 0
{x reos , det Dg(r,0) = r.
y =rsent

4. Coordenadas cilindricas: g : |0, +oo[ x ]0,27[ x R — R3

x = pcosb
y=psenf det Dg(p, 0, z) = p.
2=z

5. Coordenadas esféricas: g : |0, +oo[ x |0, 27| x |0, 7[ — R?

T = rsenpcosf
y=rsenpsent det Dg(r, 0, ¢) = r’sen .

Z=17Cos

6. Dada uma funcao densidade de massa p: A C R? — Rt define-se:

(i) O volume de A:
V3(A) = /Al.

M:/p.
A

(iii) A coordenada z do centro de massa de A:

_ 1/
T=— x
M J,"

(analogamente para g, z; fazendo p = constante obtém-se o centréide).

(i) A massa de A:

(iv) O momento de inércia de A em relagdo ao eixo dos zz:

Izz/p(:ﬂzﬂf)
A

(analogamente para I, I)).

7. Regra de Leibnitz:

< /1 1) dViy(x) = /1 & ety V).



5. Funcao Inversa e Funcao Implicita

1. Teorema da Funcédo Inversa: f : R" — R" C!, det Df(a) # 0. Entdo f é invertivel
numa vizinhanca de a, com inversa C''. Além disso, nessa vizinhanca

DfY(f(x)) = [Df(x)] .
2. Teorema da Fungdo Implicita: F : R"™™ — R™ C!, F(a,b) = 0, det 95 (a,b) # 0.

Ent3o existe uma fungdo f : R” — R™ tal que F(x,y) = 0 < y = f(x) numa vizinhan¢a
de (a,b). Além disso,

6. Variedades Diferencidveis e Extremos Condicionados

1. Se M = {x € R": F(x) = 0} e car DF(x) = n — m para todo o x € M entdo M é uma
variedade diferencidvel de dimensdo m.

2. O espaco normal a M em x é
TIM = L{VF\(x),...,VE,_nm(x)}.
O espaco tangente a M em x é
LN
TM = (TX M) :
3. Regra dos Multiplicadores de Lagrange: Os extremos de f : R™ — R restrita a M s3o

solucdes do sistema

V(f + MR+ + )\n,an,m)(X) =0
F(x)=0

7. Integrais em Variedades

1. Se C' é uma curva parametrizada por g : [a,b] — R entdo

b
/C f= / f(e) || dt.
2. Se S é uma superficie parametrizada por g : T C R? — M ent3o
/S f= /T f(g(t))v/det(Dg' Dg) dt
- /T F(&(6) [|(Dag(t) x Dag(t))] dt



8. Integrais de Linha, Campos Gradientes e Campos Fechados

1. Integral de linha de F ao longo da curva C' (depende do sentido):

b
AE@:LF@mgmw

2. Teorema Fundamental do Calculo para Integrais de Linha:

Lév¢w@=¢@w»—@@m»

3. F é gradiente sse j{ F - dg = 0 para qualquer curva fechada C.
C

oF;  OF;
axj N axz
5. F gradiente = F fechado.

4. F é fechado se (ou seja, se DF é simétrica).

6. Duas curvas fechadas dizem-se homotdpicas se podem ser continuamente deformadas uma
na outra.

7. F fechado, C'1, C> homotdpicas = F.-dg= j{ F.dg.
Cl 02

8. A C R" é simplesmente conexo se qualquer curva fechada em A é homotdpica em A a
um ponto.

9. F fechado, dominio simplesmente conexo = F' gradiente.

9. Teorema de Green, Teorema da Divergéncia e Teorema de Stokes

1. Teorema de Green:

P
jé F.dg= de—i—Qdy:/ <@—a—>dmdy
aD aD p\0z Oy

2. Fluxo de F através da superficie S (depende do sentido):

[ Fon= [ Pl) - (Digt) x Dag(t) de
S T

3. Divergéncia:
dwF=v.p=281 90
8561 8£Cn

/diVF:j{ F-n,
\% oV

onde n é a normal unitaria exterior.

4. Teorema da Divergéncia:

5. Rotacional:

rtF=VxF=| 2 98 94 |=

OF3 _ 0Fy 0F, O0F3; 0Fy, OF;
oy 0z 0z Oxr ' Oz oy )



. Teorema de Stokes:

/rotF-n:j{ F -dg,
S oS

onde 0S deve ser percorrido no sentido indicado por n através da regra da m3o direita.

. F rotacional = divF = 0.

8. A C R™ é em estrela se existe um ponto a € A tal que [a,x] C A para todo o x € A,

onde [a, x| é segmento de recta de extremos a e x.

. divF = 0, dominio em estrela = F rotacional.



