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(1) Considere a regido V' C R? definida por
V={(z,y,2) eR*:2? +¢y*<2<1, >0,y >0}

(3 val.) a) Escreva uma expressdo para o volume de V' da forma [“([ ([ dz)dy)dz.
Resolucao. Os cortes de V' com = = const, 0 < x < 1, s3o os seguintes conjuntos

Ay ={(y,2) ER* 1y > 0;2° +y* <2 < 1},

A expressao para o volume de V' é entdo

)= ([T, ) o) e

(3 val.) b) Calcule o volume de V.
Resolucao. E conveniente calcular o volume de V' em coordenadas cilindricas.

x = pcos(h)
y = psen(0)
z = z.

Temosentdoque 2°+y° < 2 <1 p?*<z<l,andz>0,y>00<60< T,

pelo que
ool
vol(V') = /// 1d:cdydz:/ / / p dzdpdf =
1% o Jo Jp2
o
= 3
(2) Seja
z )
h = .
(z,y) (x2+y2+y,x2+y2+r>
: 22 2 : :
(2 val.) a) Calcule o trabalho de % ao longo da elipse %~ + - = 1, orientada no sentido

horario.



Resolucao.

b)
Resolucao.

Vemos que h = G + F', onde

x Y
G = ,
e = (s ats)
Flz,y) = (y,2)
O campo G é central, logo conservativo pelo que fE G-dg=0. O campo F é
de classe C! em R?. Verifiquemos se é fechado:

ory, 0k

ox oy
Como F' é fechado e o seu dominio é simplesmente conexo concluimos que é
conservativo pelo que também, fE F-dg =0 e portanto

fh-dg:jg G-dg+j{ F-dg=0.
E E E

(1 ,t3),t€[ 1]
=@ =1(2,1). G é central da

& 1=1.

Calcule o trabalho de % ao longo do caminho (t) =
O caminho n3o é fechado, ¢g(0) = P = (1,0) e g(1)
forma .
Ty

¢= r<r 7*)
onde r = /22 +y2 Os potenciais escalares de G sdo dados por ¢i(z,y) =
[ Ldr=log(r)+c= 3log(z? + y*) 4+ c. Vamos escolher ¢ = 0. Para encontrar
um potencial de F' resolvemos o sistema

8@2 _ F _
v 2. = =y
F x 1

Da primeira equagdo obtemos s = yx + ¢;(y). Substituindo na segunda fica

Cilcyl = 0 pelo que podemos escolher ¢; = 0 e um potencial de F' é py = zy. Um

potencial de h é entdo

1
0 =1+ = §1og(w2 + ) + zy.

Aplicando o Teorema Fundamental do Célculo para Integrais de Linha obtemos

1
[ onedr= [ Vordr=p21) - ol1,0) = S log(s) + 2.
C C

(3) Considere a superficie S C R? dada por

S={(v,y,2) eER®: 2 =22 —9> 0< z < 1},

orientada com a normal n tal que n, < 0.

a)

Calcule a massa total de .S sabendo que a densidade de massa é dada por

a(z,y,z) = /1 + 4a? + 4y2.

(2 val.)

(2 val.)



Resolucao. Uma parametrizacdo de S é dada por

x = pcos(f)
g : y = psen(d) , 0<0<2m, 1<p<2
z = 2—p°
Temos que
dg 0 i j k
a—i X a—‘g =det | cos(6) sen() —2p | = (2p°cos(0),2p%sen(d), p).

—psen(f) pcos(d) 0

Para a massa obtemos

am V2 0 0
g g
Mg = = — X —=|| dp db =
5 //S ¢ /0 /1 Oé||ap a@H P

2 V2 pQ
= / / V14 4p2\/p? + 4ptdpdh = 2m (5 + pIIY? = 7r.
0 1

(2 val.) b) Utilizando o teorema da divergéncia, calcule o fluxo do campo f(z,y, z) = (z,y, —22)
através de S no sentido de n.
Resolucgdo. div(f) = 0. Escolhemos o aberto

D={(r,y,2) €R® : 2<2—-2*—3y*0<2z<1},
para o qual 0D = S UT; UT;, onde as “tampas” sao
T, = {(z,y,2) €R® : 2?2 +¢y*< 2,2 =0}
T, = {(z,9,2) €R® : 22 +¢*<1,2=1}.

Temos

///D diV(f)dl’ddeI//S f'(—n)Jr/T1 f.n1+/T2 - na,

onde o sinal no termo do fluxo através de S se deve ao facto da normal unitaria
n coincidir com a normal unitdria interior a D. O integral no 1° membro anula-se
porque divf = 0 pelo que

Lsn= o ff

Em T} temos z = 0 e n; = (0,0, —1) pelo que a fungdo integranda é, f-n; =0e

/T1 f-ni=0.

Em T, temos z = 1 e ny = (0,0, 1) pelo que a fungdo integranda é, f-ny, = —2 e

/ [+ ng = —2area(Ty) = —2m.
T5



Temos entao

//Sf-n:/T1 f-n1+/T2 fng=—2m.

c) Utilizando o teorema de Stokes, calcule o fluxo de rot i através de S no sentido (3 val.)
de n, onde h(zx,y,z) = (—y, z, 2).
Resolucao. Pelo teorema de Stokes

// rot(h)-n:% h-dgzj(I{ h~dgl+J<1{ h - dgs
S oS Cy Ca

onde 9S = CLUCy e
C, = {(z,y,2) €R® : 22 +¢y*=2,2=0}
Cy = {(z,y,2) €R® : 2* +y*=1,2=1}.
Parametrizagdes de C; e (5, ja tendo em conta a orientagdo induzida por n, sdo

= V/2cos(s) r = cos(s)

g1 : y = —V2sen(s) ,0<s<2m, go: y = sen(s) ,0<s<2m.
z =0 z =1
Temos

// rot(h) -n = f h-dg:j{ h-dgl+j{ h-dg, =
S oS C1 Cs

— /02” (v2sen(s), V2 cos(s), 0) - (—v/2sen(s), —v/2 cos(s), 0)ds +

+/0 ' (—sen(s),cos(s), 1) - (—sen(s), cos(s),0)ds = —2.

(4) Seja ¢ : R* — R um campo escalar de classe C* harménico, ou seja, tal que (3 val.)
divV¢ = 0. Para ¢ € R, considere o conjunto de nivel de ¢

Se={(z,y,2) €R*: §(z,y,2) = c}.

Supondo que S, é uma variedade-2 compacta e orientavel e fronteira de um conjunto

aberto em R?, mostre que Jp € S, tal que Vo(p) = 0.
Resolugdo. Vamos mostrar por redugdo ao absurdo, i.e. vamos supor que V¢(p) é diferente
de zero para todos os pontos p da superficie S., que assumimos conexa. Entdo

Vo
//Cw-nextz

Negt = T 1oor
/AT

[IVell”

0= /// divVe dxdydz
D



onde D é o aberto tal que 9D = S.. Como a fun¢do integranda no dltimo integral
é positiva em todos os pontos o integral nao pode ser igual a zero. Da contradicdo
obtida concluimos que V¢ nao pode ser diferente de zero para todos os pontos de
Se.



