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Apresente e justifique todos os calculos

Resolucao Abreviada

(3.5val.) 1. Use um integral iterado da forma [([ ([ dz)dx)dy para calcular a carga eléctrica do sélido
B:{(x,y,z)€R3 : 0<z<3—y,0<y<3—x2},

supondo que a densidade de carga de B é dada pela fungdo o(z,y,z) = —3.

Resolucao:
A carga eléctrica de B é, Qp = [[[; 0. Em B temos 0 < y < 3. Os cortes de B com

y = const sao rectangulos dados, no plano Oxz, por

Ay:{(x,z)e]R2 0<z2<3—y, —\/3—y<x<\/3—y}.

Temos ent3o
3 3—y 3—y
—3/ / (/ 1dz) de | dy =
0 —/3—y 0

3 V3-y
= —3/ / (3—y) dx dy =
0 J—=v3—y

3 3 12 s
= —6/ (3—1y)2 dy:_€32'
0

Qs

(4 val.) 2. Usando uma mudanca de coordenadas apropriada, calcule a massa do sélido
A={(z,y,2) eR*: 2>+ +2° <5, 0<y <2},

com densidade de massa dada pela fun¢do f(x,y,2) =2 —y.

Resolucao:
O sdlido tem simetria de rotagdo em torno do eixo Oy pelo que usamos coordenadas
cilindricas adaptadas ao problema g : = = pcos(d), y = y, z = psen(f). Nes-

tas coordenadas g1 (A) : PP+ <5 0 <y<2e0 <O < 2w onde A =
A\ {(z,y,2) €R® : 2=0, x > 0}. Ent3o,

My = ///A(2—3/):/0%/02/0\/@(2—y)pdpdy=?7r-



(3.5 val.) 3. Calcule o trabalho realizado pelo campo
Fla,y,2) = (= cos(z2) , y, weos(az))
ao longo da curva
2
3 . 2 2
C—{(x,y,Z)GR F gty =1, 2=0 y=>0, xZO},
do ponto (3,0,0) ao ponto (0,1,0).

Resolucao:
O campo F é de classe C' em R®. Verifiquemos que é fechado:

2R = 2K & 0 =20
8@F3 = = F & cos(rz) — zasen(rz) = cos(xz) — zwsen(zz)
a—ng = EFQ = 0 = 0.

Como o dominio de F' é R? e R? é simplesmente conexo, concluimos que F é gradiente no
seu dominio. Encontremos um potencial escalar para F', ¢ : F' = V. Temos

g—i = zcos(zz) & ¢ =sen(zz) + c1(y, 2).
g—j =y a%(sen(xZHcl(y,Z)) =y e %—Cyl =y
Y y?
=+ c2(z) = ¢ = sen(xz) + 5+ ca(2).

Portanto, ,

0 Y _ L
5 (sen(azz) +5+ cz(z)) =z cos(rz) & 0= 0.

Escolhemos ¢y = 0, pelo que um potencial de F' é dado por

2

o(x,y, z) = sen(xz) + %

Aplicando o teorema fundamental do célculo para integrais de linha obtemos

1
/F:/ Vo= (0,1,0) — (3,0,0) = ~.
C C 2

4. Considere a superficie

S:{(:p,y,z)GRgz\/x2+y2:2—22,x2—|—y2>1},

orientada com a normal unitdria, ng, tal que ng(2,0,0) = (—1,0,0).



(3 val.)

(3 val.)

a) Calcule o fluxo do campo F(z,y,z) = (z +sen(y® + 2%),y,2 + 1) através de S no

b)

sentido de ng.

Resolucao:

Em coordenadas cilindricas temos p = 2 — 2% e 1 < p < 2, pelo que a superficie S pode
ser obtida rodando a pardbola {(z,y,2) e R® , x =2 — 2%y =0, 1 <x < 2} em torno
do eixo Oz. Apliquemos o teorema da divergéncia. Seja

D:{(:U,y,z)eR3 : \/:U2+y2<2—z2,—1<z<1}.

Temos que 0D = S UT; UT5, onde as “tampas” 17 e T sao

Tl = {(:B?yaZ)GRg : 22_17 l»2+y2§1}
T = {(wy2)eR : z=1 2" +y* <1}

Do teorema da divergéncia obtemos

///DdivF — _//S F.ns+//T1F.nl+//T2F,n2 -
@//S Feng = —///D divF+//T1F.n1+//T2F.n2,

onde n; e mg sdo as normais unitarias de 77 e 75 exteriores a D, n; = (0,0,—1) e
ny = (0,0, 1), e o sinal de menos no fluxo por S deve-se ao facto da normal unitaria ng
estar apontada para o interior de D.

Em coordenadas cilindricas, g7'(D): —1<2<1,0<p<2—22 0<6 < 2. Como
divF' = 3, temos

2 pl 2—22 1 36
/// divF = 3/ / / p dpdzdf = 37r/ (2 —2%)? dz = —7.
D o J-1Jo -1 5

Em T3, a funcdo integranda é, ' - n; = 0 pelo que fle F-n =0 EmT, F-ny=2,

pelo que o fluxo &,
// F -ny = 2 area(Ty) = 2.
T

O fluxo através de S é entao

86 76
//S F-ng= —€7r—|—27rz—€7r.

Calcule, usando o teorema de Stokes e o teorema da divergéncia, o trabalho realizado
pelo campo G(z,y,2) = (2y,z,y), ao longo do bordo 0S de S, orientado no sentido
induzido por ng.



(3 val.)

Resolucao:
Temos, pelo teorema de Stokes,

51{ G :// rotG - ng
s S

(0 0 0 0 (0 0
rot G = 1 (a—ng, a G2> <8 Gl ang) —+ k (%GQ - 8_yG1) ==
= (1,0,—1).

Vamos agora usar o teorema da divergéncia para calcular ffs rotGG - ng. Analogamente

a alinea anterior
// rot G-nsz// rot G-n1+// rot G - no,
S T T

uma vez que div(rot G) = 0. Temos rot G -n; = 1 e rot G - ny = —1 e portanto

§£ e // rot G- ng = area(Ty) — area(Ty) =7 — 7 = 0.
as

5. Usando o teorema de Green, prove o teorema de divergéncia para um dominio regular D C R?

e para um campo vectorial, f = (f1, f2), de classe C' num aberto que contém o fecho de

D, ou seja // é?f 8f
1 2

onde n é a normal unitéria a 8D que aponta para o exterlor de D.
Resolugdo: Vamos supor que a fronteira D tem sé uma componente conexa (é facil
adaptar o raciocinio ao caso geral). Seja g(t) = (z(t), y(t)), t €]a, b uma parametriza¢do de
0D (excluindo um ponto) com orientagdo positiva (antihoraria). Sendo ¢'(t) = (2/(t), y'(t))
tangente a D em cada ponto, um vector normal unitdrio a 9D é dado por
W0, -

V(=Y (1) + (/(1))?
Esta normal aponta para o exterior de D, porque o produto externo (y'(t), —a'(t),0) x
(2'(t),y'(t),0) tem 32 componente positiva. Assim temos

[ G0 ) e
/ J0) T o VP P

- / fg(®) - (' (t), =2'(t)) di

b
= / (=f2(g(®)), filg(1)) - (2'(8), o' (2)) dt

// ofi (9fz

onde na ultima passagem aphcamos o teorema de Green ao campo (— fa, f1).

oD



