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Resolucao abreviada

(2 val.) 1. Calcule ou mostre que nao existe o limite

b+ y5
1m —_—
(2,y)—(0,0) x4 + y*

Resolugao: Comecamos por ver que os limites direccionais na origem, segundo rectas
y = mx sao todos iguais a 0:

4y 2+ mb® | x4+ mda
= = lim =7
z—0 1+ m

lim =0.

Y i
@un—00 x* +y* =0 4 + miat

y=maz
Logo se existir limite, ele terd que ser zero. Uma vez que

at|z] + vty
— 1.4 +y4

m5+y5
x4+ yt

< el + Jyl < 2[[(, y)ll;

podemos concluir que o limite existe e é igual a 0.
(3 val.) 2. Sejam f:R — R3 e g:R? — R as funcdes
ft) =1 +t314+sent log(l+1t)) e gz, yz)=e¥ —1.

Calcule D(go f)(0) e D(f og)(1,1,0).

Resolugao: Sendo f diferencidvel no ponto 0 = ¢(1,1,0) e g diferencidvel no ponto
(1,1,0) = f(0), temos, pelo regra da derivagao da fungao composta:

D(go f)(0) = Dg(f(0))Df(0)

D(fog)(l,l,()) - Df(g(l,l,O))Dg(l,l,O)



(3 val.)

(2 val.)

(2 val.)

3. Determine e classifique os pontos de estacionaridade do campo escalar h : R — R

definido por

h(z,y,z) = 2z — 6y + 62 — 2% — 2y% — 2yz — 222

Resolugao: Os pontos de estacionaridade de f satisfazem:
Vh(z,y,z) = (2 —2x,—6 — 4y — 22,6 — 2y — 42) = (0,0,0).

Obtemos a solugao (z,y,z) = (1,—3,3). A matriz Hessiana de h é dada por

-2 0 0
Hy,(1,-3,3)=| 0 -4 —2 |,
0 -2 —4
donde podemos conluir de imediato que A = —2 é um valor préprio da matriz. Podemos
considerar a submatriz
g [ -4 -2 ]
-2 —4

e uma vez que det A =12 > 0 e o trago de A é —8 < 0 podemos concluir que os valores
préprios da matriz A sdo ambos negativos e portanto os valores proprios de Hp (1, —3,3)
sao todos negativos. Logo o ponto (1,—3,3) é um ponto de maximo relativo.

4. Considere o conjunto

L={(z,y,2) ER®:2? + > =22 +1 e 2+ 22 =1}.

(a) Mostre que L é uma variedade e indique a sua dimensao.
Resolucao: A funcao F : R? — R? dada por F(z,y, 2) = (2?+y?—22—1,2+22—1)
é de classe C, e a sua matriz jacobiana é

2¢ 2 —2z
DRy = Y ]

Esta matriz possui caracteristica inferior a 2 nos pontos (x,y, z) tais que
(2z,2y, —2z) = t(1,0,2)

para algum t € R, ou seja, nos pontos da forma (z,y,z) = (%,O, —t). Mas estes
pontos nao pertencem a L, porque nao satisfazem a primeira equacao. Logo L é
uma variedade diferenciavel de dimensao 3 —2 = 1.

(b) Determine uma base para o espaco tangente a L no ponto (—1,1,1).
Resolugao: O espago normal a L no ponto (—1,1,1) é dado por

T(L—Ll,l)L = [’{VFl(—l, 17 1)7 VFQ(_lv 17 1)} = 5{(—2, 27 _2)7 (17 07 2)}
O espaco tangente a L no ponto (—1,1,1) serd entao
T(—l,l,l)L = {(a’ b, C) eR’: (_2727 _2) ’ (aaba C) =0e (1707 2) ’ ((l, b, C) = 0}

= {(a,b,¢) eR3: —a+b—c=0ea+2c=0}
={(—2¢,—c,c) :ce R} = L{(-2,-1,1)}.



(3 val.)

(2 val.)

()

Determine o ponto de L mais afastado da origem.

Resolugao: Devemos maximizar a funcao
fz,y,2) = 2® + > + 22
(quadrado da distancia a origem) sobre L. Para tal consideramos a fungao auxiliar
fHMF+ R =02 4+ + 22+ M@+ 22— 1)+ Xz +22-1)

e resolvemos o sistema de equagoes

2r + 2 Mz + X =0
2y +2My =0

V(f + M P+ )\QFQ) =0 4 1y

S22 -2 Mz +2X =0

F =1(0,0) 9 9 9
e +y-—22—1=0
z+22—-1=0

Da segunda equacao vemos que y = 0 ou \; = —1. Se A\; = —1 entao da primeira

equagao vem Ay = 0, e da terceira z = 0, pelo que as duas tultimas equagoes
implicam z =1 e y = 0. Se y = 0 entao as duas tltimas equacoes implicam z = (
exr=1ouz= % exr = —%. Deste modo obtemos dois pontos de estacionaridade,
(1,0,0) e (—3,0, %) Uma vez que L é compacta e f é continua, o Teorema de
Weierstrass garante que um destes pontos serd o maximo e o outro o minimo de
f em L. Dado que f(1,0,0) =1e f(—%,O7 %) = %1, concluimos que o ponto mais
afastado da origem ¢ o ponto (—3,0, 3).

Mostre que L é o gréfico de uma fungao (x,y) = f(z) numa vizinhanga do ponto
(—1,1,1) e calcule f'(1).
Resolucao: Consideramos de novo a funcio F : R? — R? dada por

F(z,y,z) = ($2+y2—z2 —1l,z+2z-1).
Esta funcdo é de classe C! e satisfaz F(—1,1,1) = (0,0) e

2¢ 2y
1

-2 2

det =28 (_11,1) = [ — det { ; o} _ 92

o(z,y)

l=1,1,1)

Pelo Teorema da Funcgao Implicita, sabemos entao que L é o grafico de uma fungao
(z,y) = f(z) numa vizinhanga do ponto (—1,1,1). Além disso,

o=~ (itgan) =[]

e |

|(—1,1,1)



(3 val.)

5. Seja M C R™ um conjunto fechado e x € R™ \ M. Mostre que existe um ponto y € M

cuja distancia a x é minima. Mostre ainda que se M é uma variedade entao a recta que
contém x e y é normal a M em y.

Resolugao: O conjunto de ntimeros reais positivos
D={llx—z|:ze M}

possui {nfimo d > 0. Seja z;, uma sucessao de pontos em M tal que ||z — z;|| — d. Entao
a sucessao zj € limitada, e portanto pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass admite uma
subsucessao yp convergente. Seja y o limite desta sucessdao. Como M é um conjunto
fechado, y € M. Por outro lado,

lz =yl = |z = limy|| = lim ||z — yi|| = d,

e portanto ||z — y|| < ||z — z|| para todo o z € M.

Uma vez que y é um ponto de minimo da funcdo f(z) = ||z — z||? sobre M, sabemos
que se M é uma variedade entao V f(y) € T;M. Mas ¢é facil ver que Vf(z) = 2(z — ),
pelo que y — x € TyJ-M, e portanto a recta que une z a y é normal a M em y.



