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Resolução abreviada

1. Calcule ou mostre que não existe(3 val.)

lim
(x,y)→(0,0)

2x2 − y3

x3 + 3y2
.

Resolução:

Os limites direccionais na origem segundo rectas, y = mx, são diferentes para diferentes
valores de m:

lim
(x,y)→(0,0)

y=mx

2x2 − y3

x3 + 3y2
= lim

x→0

2x2 −m3x3

x3 + 3m2x2
= lim

x→0

2−m3x

x + 3m2
=

2
3m3

.

Logo não existe o limite da função na origem.

2. Seja h : R3 → R uma função de classe C1 tal que ∇h(e, 0, 1) = (2, 0, 1) e seja(3 val.)

g(x, y) = (ex+y, x2y, cos(xy)).

Calcule a derivada de h ◦ g no ponto (1, 0) segundo o vector v = (1, 1).

Resolução:

Dv(h ◦ g)(1, 0) = D(h ◦ g)(1, 0) · v
= ∇h(g(1, 0))Dg(1, 0) · v
= ∇h(e, 0, 1)Dg(1, 0) · v

= [ 2 0 1 ]

 e e
0 1
0 0

 · [ 1
1

]
= 4e.

3. Determine e classifique os pontos de estacionaridade da função f(x, y) = x3 − y2 + xy.(3 val.)

Resolução: Os pontos de estacionaridade de f satisfazem:

∇f(x, y) = (3x2 + y,−2y + x) = (0, 0).

Obtemos as soluções (0, 0) e (−1
6 ,− 1

12). A matriz Hessiana de f nestes pontos é dada
por

Hf (0, 0) =
[

0 1
1 −2

]
e Hf (−1

6
,− 1

12
) =

[
−1 1
1 −2

]
.



Como o detHf (0, 0) = −1 < 0 concluimos que os valores próprios de Hf (0, 0) têm
sinais contrários e portanto o ponto (0, 0) é um ponto de sela. No ponto (−1

6 ,− 1
12)

temos detHf (−1
6 ,− 1

12) = 1 > 0, logo os valores próprios desta matriz têm o mesmo
sinal. Como o traço da matriz é −3 < 0 são ambos negativos, e portanto este ponto é
um ponto de máximo relativo.

4. Considere a variedade E ⊂ R3 definida por

E = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + 4y2 + 3z2 − 8 = 0}.

a) Determine o espaço tangente a E no ponto (1, 1, 1).(3 val.)
Resolução:
Seja F (x, y, z) = x2 + 4y2 + 3z2 − 8. O vector ∇F (1, 1, 1) = (2, 8, 6) gera o espaço
normal a E no ponto (1, 1, 1). Logo, o espaço tangente é dado por,

T(1,1,1)E = {a(−4, 1, 0) + b(0, 3,−4), a, b ∈ R}.

b) Justifique que, numa vizinhança do ponto (1, 1, 1) ∈ E, é posśıvel descrever E(3 val.)
como o gráfico de uma função de classe C1 da forma y = φ(x, z). Calcule Dφ(1, 1).
Resolução:
Temos

∂F

∂y
(1, 1, 1) = 8 6= 0.

Logo, pelo teorema da função impĺıcita existe uma função de classe C1, φ(x, z)
definida numa vizinhança aberta V de (1, 1) tal que φ(1, 1) = 1 e F (x, φ(x, z), z) =
0 em V .
Temos então

∂F

∂x
(1, 1, 1) +

∂F

∂y
(1, 1, 1)

∂φ

∂x
(1, 1) = 2 + 8

∂φ

∂x
(1, 1) = 0,

ou seja ∂φ
∂x (1, 1) = −1

4 . Analogamente, ∂φ
∂z (1, 1) = −3

4 .

5. De todas as latas ciĺındricas (com fundo e com tampa) com volume 1m3, determine a(2 val.)
que tem área mı́nima.

Resolução:

Seja x o raio da lata e y a sua altura. Então a área é

f(x, y) = 2πx2 + 2πxy,

e o volume é
F (x, y) = πx2y.

Para minimizar a área sobre todas as latas de volume 1 devemos resolver o sistema{
∇(f + λF ) = 0
F = 1

⇔


4πx + 2πy + 2λπxy = 0
2πx + λπx2 = 0
πx2y = 1



Como x não pode ser zero, vem
2x− y = 0
λx = −2
2πx3 = 1

⇒ y = 2x = 2
(

1
2π

) 1
3

.

6. Demonstre o Teorema da Função Inversa a partir do Teorema da Função Impĺıcita.(3 val.)

Resolução:

Seja f : Rn → Rn uma função de classe C1 e a ∈ Rn tal que det Df(a) 6= 0. Queremos
mostrar que existe uma vizinhança U 3 a na qual f é injectiva e a sua inversa local é
de classe C1. Para tal, considere-se a função F : Rn × Rn → Rn dada por

F (x, y) = f(x)− y.

O conjunto de ńıvel F−1(0) ⊂ Rn × Rn é exactamente o gráfico de f . Seja b = f(a);
então F (a, b) = 0 e

det
∂F

∂x
(a, b) = det Df(a) 6= 0.

Logo pelo Teorema da Função Impĺıcita existem vizinhanças U 3 a e V 3 b e uma
função de classe C1 g : V → U tal que para (x, y) ∈ U × V se tem

F (x, y) = 0 ⇔ x = g(y),

isto é,
y = f(x) ⇔ x = g(y).

Portanto f é invert́ıvel e a sua inversa local g é de classe C1.


