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Apresente e justifique todos os cálculos

(1) (a) Mostre que a região(2 val.)

M = {(x, y, z) ∈ R3 :
x2

4
+ y2 + z2 = 1},

é uma variedade e determine a sua dimensão.

(b) Determine um vector tangente (não nulo) a M no ponto (1, 1
2
,
√

2
2

).(2 val.)
(c) Determine, caso existam, os extremos da função f(x, y, z) = x + y na variedade(2 val.)

M .

(2) Seja

D = {(x, y, z) ∈ R3 :
√
x2 + y2 ≤ z ≤

√
4− 3(x2 + y2), x ≥ 0, y ≥ 0}.

(a) Escreva uma expressão para o volume de D na forma
∫ (∫ (∫

. . . dx
)
dy
)
dz(2 val.)

(b) Calcule a massa de D, supondo que a densidade de massa é σ(x, y, z) = z.(2 val.)

(3) Considere os seguintes campos vectoriais: H(x, y) = (4xex2+3y, 6ex2+3y) e

G(x, y) =
(

y−1
(x−1)2+(y−1)2

, ( −(x−1)
(x−1)2+(y−1)2

)
e seja C o quadrado com vértices

(0, 0), (2, 0), (2, 2), (0, 2), percorrido no sentido horário.
(a) Calcule

∮
C
H · dg.(1 val.)

(b) Calcule
∮

C
G · dg.(1 val.)

(4) Considere a superf́ıcie

S = {(x, y, z) ∈ R3 : z = 1 + (x2 + y2)2, z < 2},
orientada com normal unitária, nS, com terceira componente positiva.
(a) Calcule o fluxo do campo F (x, y, z) = (ey2

, ex2+3z, 2) através de S.(3 val.)
(b) Calcule, usando o teorema de Stokes, o trabalho do campo G = (y, 0, 0) pela(2 val.)

fronteira (bordo) ∂S de S, percorrida no sentido induzido por nS.

(5) Seja D ⊂ R3 um conjunto regular e ϕ, ψ : R3 → R duas funções de classe C2 em(3 val.)
R3. Mostre, usando o teorema da divergência, a seguinte identidade∫∫∫

D

(ϕ 4ψ − ψ 4ϕ) dxdydz =

∫∫
∂D

(ϕ
∂ψ

∂n
− ψ ∂ϕ

∂n
),

onde n é a normal unitária exterior de ∂D e 4f = ∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2 + ∂2f
∂z2 .


