Integrais de Linha e de Superficie (Resolu¢do Sumadria)

19 de Maio de 2009

1. Calcule a area da superficie curva de um cone circular recto de altura h > 0 e raio da base
a > 0.

Resolugdo: Uma parametrizacio desta superficie é por exemplo g :]0, a[x]0, 27[— R? dada
por

h
g(r,0) = (r cos@,rsenf, —r | .
a
O elemento de drea correspondente a esta parametrizacdo é

Vdet G(r, ),

onde G é a matriz 2 x 2 dada por

2
Gllz%-a—g: cos&,sen@,ﬁ . cosG,senﬁ,ﬁ :1+h—;
or Or a a a?

B _ Og OJg h .
G2 = Go = 5 90— (cos@,sen@, a) (—rsenf,rcosf,0) =0;
Goo = 98 08 = (—rsenf,rcosf,0) - (—rsend,rcosf,0) = r

2790 96 ’ ’ ’ : '

Portanto

1+5 0 2
det G(r,0) = a® L= r? (1 + hQ)
a

e a area da superficie é

12 a 27 2 h2
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2. Escreva a area do elipséide de semieixos a,b,c € RT como um integral iterado.

Resolugdo: Uma parametrizacio desta superficie é por exemplo g :]0, [ x]0, 27[— R? dada
por
g(0,¢) = (asenf cos p,bsen fsen p, ccosh).

O elemento de drea correspondente a esta parametrizacio é

det G(0, ¢),



onde GG é a matriz 2 x 2 dada por

Jg 0
1= a—? . 8—? = (acos @ cos p,bcosfsen p, —csenf) - (acosb cosp,bcosfsen p, —csenb)
= a? cos? 6 cos? @ + b? cos® fsen” p + ¢ sen? 6
8g g
Gia = Go = 20 9y = (acosfcosg,bcosfsen p, —csenf) - (—asenfsen p,bsen b cos p,0)
= (b* — a®) sen 6 cos @ sen @ cos ;
Jdg Jg
Gy = — = (—asenfsen p,bsenf cosp,0) - (—asenfsen g, bsend cos p,0)
oy 590
= a%sen’ fsen?  + b? sen? 0 cos® .
Portanto
a® cos? 0 cos? p + b% cos? Osen? o + c?sen? 6 (b? — a?) senf cosfsen p cos p
det G(r,0) =
(b? — a?) sen 0 cos f sen @ cos @ a® sen? O sen? ¢ + b? sen? f cos?
= a®b? sen? 0 cos® 0 + a®c? sen O sen? o + b2c? sen O cos?

e a drea da superficie é

2
/ / sen 01/a2b? cos? 0 + a2¢2 sen? 0 sen? o + b2c2 sen? 0 cos? pdpdb.
o Jo

. Prove o Segundo Teorema de Pappus: a drea de uma superficie de revolucdo gerada por uma
curva plana é igual a 2wdL, onde L é o comprimento da curva plana e d é a distdncia do
seu centrdide ao eixo de rotacdo. Aproveite este resultado para calcular a drea da superficie

do toro
T:{(m,y, )yER?: (Va2 +y2 — R)? + 22 <r}
(0<r<R).

Resolugdo: Se a curva é parametrizada por c :]0, 1[— R2,

uma parametrizacdo da superficie de revolucdo gerada pela curva é g :]0, 1[x]0, 27[— R3
dada por

g(t, ) = (u(t) cos O, u(t) send,v(t)).

O elemento de area correspondente a esta parametrizacdo é

det G(t,0),
onde (G é a matriz 2 x 2 dada por
G = gf g% (u' cos@,u senB,v') - (v’ cos§,u'senB,v') = (u)* + (V)%
_ g 08 £0.0) = 0:
G2 =Go = 2% 90 = (u'cos0,u'sen6,v’) - (—usenf,ucosb,0) = 0;
og 3g 2
Gog = 20 90 = (—usenf,ucosh,0) - (—usenb,ucosb,0) =u”.



Portanto
det G(r,60) = =u? (W) + (v)?)

e a area da superficie é
1 271 1
/ U (u/)Q + (v’)Qdet — 27T/ m (u’)2 4 (U/)th.
0o Jo 0

Ora o elemento de comprimento correspondente a parametrizacdo c é

dc dc
at ue N2 N2
pr vV (W)? + (V)

e a coordenada u do seu centrdide é portanto

1
uc =d= i/ uy/ (u')? + (v')3dt.
0

Concluimos que a drea da superficie é 2wdL. No caso do toro, d = R e L = 2xr, pelo que a
area da superficie do toro é 47%rR. E também facil ver que a superficie cénica do exercicio
1 se pode obter por rotagdo do segmento de recta unindo os pontos (0,0) e (a, h), pelo que
d= 4§ e L =+a?+ h?, vindo a drea do cone 275V a? + h? (em conformidade com o que
ja haviamos obtido).

. Seja S a superficie
S = {(;U,y,z) eR3:z=22+4%2< 1}.
Calcule:
(a) A drea de S;
Resolucdo: Uma parametrizacio desta superficie é por exemplo g :]0, 1[x]0, 27r[— R3

dada por
g(r,0) = (rcosf,rsenf, r?).

O elemento de drea correspondente a esta parametrizacdo é

Vdet G(r,0),

onde G é a matriz 2 x 2 dada por

_0g Og _ _ 2.
G = o (cosf,send,2r) - (cosf,send,2r) =1+ 4r=;
_q, 98 08 _ ‘ ‘ 6.0 = 0:
G2 =Go = 5 90— (cos@,send,2r) - (—rsend,rcosd,0) =0;
Gog = % : % = (—rsenf,rcosf,0) - (—rsenf,rcosf,0) = r2.
Portanto
1+4r% 0
det G(r,0) = =r? (1 + 4r?)
0 r?



e a area da superficie é

1 2 1
1@@:/1:/ r1+wwm2%[1U+Wﬁ}: @%4)
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(b) O centrdide de S.
Resolugao: Por simetria o centrdide situa-se no eixo dos 2z, i.e., o = yo = 0. Como

1 p2n 1
d
/z:/ / r3\/1+4r2d0d7‘:27r/ U 1—|—4u?u
s o Jo 0

1 51t 11 3 m_3 1 510
:W[u6(1+4u)2}0—w/0 6(1—1—4u)2du:652—7r[60(1+4u)2}0
T_3 1 5 1 T _3 T
=I5 (5) e = 58—
6> "0 T T 122 T oo
temos , ,
3 1:3 | 1
2o = 1 /Z_ %52"‘%:552_“@
; .
Va(S) Js %(5%_1 55— 1

5. Calcule o trabalho realizado pela forca
F(z,y,2) = (y+z,2+z2+y)
ao longo da curva
C={(x,y,2) €R3: 2z =cosh,y =senb,z=20,0 < <2r}

percorrida no sentido dos valores de z decrescentes.

Resolucdo: Uma parametrizacio desta curva é por exemplo g :]0, 27[— R? dada por
g(0) = (cosf,sen b, 20),

que no entanto corresponde as orientacdo inversa da pretendida. O integral de linha de F
ao longo da curva com esta orientagao é

/ (y+ 2)dz + (x + 2)dy + (z + y)dz
C
2m
= / (sen@ + 26, cos 6 + 26, cos 0 + senf) - (—sen#b, cosb,2)db
0
2m
= / (—sen? § — 20 sen 6 + cos® 6 + 26 cos 0 + 2 cos ) + 2sen )df
0
2
= / cos(260)df + [20 cos 0 + 20 sen 0]2" = 4,
0

pelo que o trabalho realizado é entdo —4.

6. O campo de velocidades de um fluido é descrito pelo campo vectorial

V= (957% —22).



Supondo que o fluido possui densidade constante igual a 1, calcule a massa de fluido que
atravessa a superficie

S={(z,y,2) €R’: z = wy,a® +y* <1}
por unidade de tempo no sentido dos valores de z decrescentes.

Resolugdo: Uma parametrizagio de S é por exemplo g :]0, 1[x]0, 27r[— R3 dada por

g(r,0) = ('r cos 6, rsen 6, 2 sen f cos 9) )

Uma vez que

e €9 €3
Jg 0Og

or X 20 = cosf sen 6 2r sen f cos 0

—rsen® rcosf r%(cos?f — sen?0)

= (—7"2 senf, —r? cos b, r)

aponta para cima, concluimos que o fluxo de v no sentido dos valores de z decrescentes é

[von-
S

1 2
= —/ / (rcosﬁ,rsene, —2r? Seanose) . (_712 sen 6, 2 Cosﬁ,r) dodr
0 Jo

1 27
= / / 473 sen 0 cos 0dOdr = 0.
0o Jo



