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Teorema de Fubini. Calculo de volumes

1 Teorema de Fubini

O teorema de Fubini (cf. [II, 2, B]) permite relacionar o integral em R" n > 1, com o
integral em R. Dado um intervalo I C R™ e uma fungao integravel, o integral f] f pode ser
calculado por integracoes sucessivas numa variavel estando as restantes fixas.

Teorema 1 Sejam A CR™ e B C RP, com m + p = n, intervalos tais que [ = A X B e
designemos cada ponto de I por (z,y) € Ax B. Seja f: Ax B — R uma fungdo integrdvel
em A x B. Entao:

fua? = L) e= [ | s

/17

Os integrais da forma / {/ f(z, y)dy] dz ou / [/ f(z, y)daz] dy sao designados por
Al/B B LJa

integrais iterados. No primeiro integral, fixa-se x € A e procede-se ao cdlculo do integral
de f como funcao de y em B, obtendo-se, assim, uma funcao de = a qual, de seguida, é
integrada em A. No segundo integral procede-se do mesmo modo trocando os papéis das
variaveis x e y. Portanto, o integral de f em I obtém-se por sucessivas integracoes numa
variavel mantendo as restantes fixas.

2 Exemplos

Nestes exemplos iremos aplicar o teorema de Fubini ao calculo de volumes de subconjuntos
abertos e limitados de R" cuja fronteira pode ser descrita por graficos de funcoes continuas.

Seja S C R™ um aberto limitado e seja I C R™ um intervalo compacto tal que S C I e
consideremos a funcao caracteristica de S definida por

[ 1, se (x,y,2) €S
Xs“”’y’z)—{ 0, se (r,y,2) €1\ S

A funcao yg é integravel em [ e o respectivo integral representa o volume de dimensao n

de S
Voln(S):/XS:/l
I S



22yt =1 sz—kyzfl
/, AN
: \ c /
i \ /
7 N——
ay T by x T T

Figura 1: Cortes no conjunto definido por 2 + 4% < 1; y > 2

2.1 Um subconjunto de R?
Consideremos o conjunto definido por
S={(z,y) eR*: 2 +y* < 1;y> 2%}

representado na figura [
Note-se que a circunferéncia e a parabola intersectam-se nos pontos cujas coordenadas

sao determinadas resolvendo o sistema

2 2 2
+y2=1 +y—1=0
{x y ¢>{y y

y = y =27,

ou seja, sao os pontos (ay, c), (by, c) em que

ay = — —\/52_1
by = /Y5t

tal como se ilustra na figura [

e Para o integral da forma [ ( Ik dy) dx, fixamos a; < x = a < ay e o respectivo corte
sera dado por

Sn{r=a}={(a,y) a1 <a<b;a®<y<V1—a2

as Vi—z?
voly(S) = / (/ dy) dr.

Portanto,



e Para o integral da forma [ ( i d:zc) dy, fixamos 0 < y = b < 1 e devemos notar que

teremos
V- <a< Ty
{—\/ﬂ <z <y
Assim, teremos dois casos a considerar:
a) Se 0 <y=0b<c entao —\/y <z < /¥
b) Sec<y=b<1,entdo —/1 —y2 <z < /1y

tal como se ilustra na figura [l

Volg(S):/OC (/_de) dy+/c1 </_\/11___y:2d:1:> dy.

2.2 Uma Piramide triangular

Portanto,

Consideremos o conjunto
S={(z,y,2)eER*:x+y+2<1;2>0;y>0;2>0}
representado na figura 2(a).

e Para o integral iterado da forma [([([ dz)dy)dz, fixamos 0 < z = ¢ < 1 e obtemos
a interseccao de S com o plano z = ¢

Sn{z=c} = {(zv,y,0):x+y<l—c;z>0;y>0}
= {(z,y,0):0<y<l—c;0<z<1l—c—y}

que se encontra representada na figura Bi(b).

voly(S) = /0 1 ( /0 - ( /0 o d:c) dy) dz

e Para o integral iterado da forma [( [ ([ dz)dy)dz, fixamos 0 < x = a < 1 e obtemos
a interseccao de S com o plano x = a

Portanto,

SN{z=a} = {(a,y,2):y+2<1l—a;y>0;2>0}
{(a,y,2):0<z<l—a—-y;0<y<1—a}

que se encontra representada na figura Bl e de onde resulta

voly(S) = /0 1 ( /0 o ( /0 o dz) dy) iz
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Figura 2: Interseccao com o plano horizontal z = ¢
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Figura 3: Interseccao com o plano vertical z = a
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Figura 4: Interseccao com o plano = = a

2.3 Uma Piramide quadrangular

Consideremos o subconjunto de R* definido por
S:{(:c,y,z)e]R3:0<a:<1;§<y<x;0<z<x}

e Para o integral iterado da forma [([([ dz)dy)dz, fixamos 0 < z = a < 1. Na figura
Bl representa-se o conjunto S e a interseccao de S com o plano x = a que se pode
descrever da forma seguinte

Sﬂ{x:a}:{(a,y,z):g<y<a;0<z<a}

donde se conclui que

wh(s) = [ ( [ ([ ) dy) i

2

e Para o integral iterado da forma [([([dz)dz)dy, devemos fixar 0 < y = b < 1.
Dado que § <y < z, teremos b < x < 20 e como 0 < z < 1 devem ocorrer dois
casos. Ou 2b < 1, ou seja, 0 < b < % ou 2b < 1, ou seja, % < b < 1, tal como se
representa na figura

1

Para 0 <y =0b< 3,

a interseccao de S co o plano y = b é dada por
SN{y=0b} ={(z,b,2) :y<zx<2y:0<z<ux}
e para %<y:b<1 temos,

SN{y=b} ={(z,b,2):y<x<1l:0<z<uzx}
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Figura 5: Interseccao com o plano y = b
0 que nos permite escrever o volume de S como a soma de dois integrais iterados

V013<s>:/0% (/ (/d)d:c)dy+/ (/ (/d)d:c)dy

Para o integral da forma [([([ dx)dz)dy, teremos as inequagoes

I<z<z<l
y<ax<2y.

Portanto, para 0 <y =b < % teremos

O<z<u
y<x<2y,
e deveremos fixar z em dois intervalos: ou 0 < z <y, ouy < z < 2y.

Para % <y =1>b<1 teremos

I<z<z<l
y<uw,

e deveremos fixar z em dois intervalos: ou 0 < z < y,ouy < z < 1.

Assim, o volume de S serd dado pela soma de quatro integrais iterados

wol($) = / (['( / ) ) ay + / ( / ( / )iy s
L)oo [ ([ ) o) o

¥
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Figura 6: Interseccao com o plano z = ¢

e Para o integral iterado da forma [([([dz)dy)dz, fixamos z = ¢ e, tal como se

representa na figuralll devem ocorrer dois casos, ou 0 < z = ¢ < % ou % <z=c<l

Em qualquer dos casos, a interseccao de S com o plano z = ¢ dada por

Sﬂ{z:c}:{(x,y,c):z<:c<1;§<y<x}

De seguida devemos fixar y = b e, de acordo com a figura [, para cada um dos casos
obtemos trés regioes de integracao na variavel x.

Note-se que das inequacoes de definicao de S obtemos

0<z<l
y<x<2y
z<x <2y

e, portanto,
<<l
s<y<mw<2y.

Isto quer dizer que depois de fixar z e y teremos x < 1 se 2y > 1, ou seja, se y > %,
ou teremos x < 2y se y < % Por outro lado, teremos z > 2z se y < z ou x > y se
y > 2.

Podemos concluir que, depois de fixar z, para fixar y teremos de considerar os valores

2,2z, % e, portanto, teremos duas situagoes distintas (ver figura [).

a) Para0 < z=c¢< %, a coordenada y serd fixada em trés intervalos: ou |3, c[, ou
1 1
]Cv 5[ ou ]57 1[
b) Para 3 < z=c <1, a coordenada y serd fixada em trés intervalos: ou ]

]%,c[ ou |e, 1].

[, ou

N[

c
29



Figura 7: Corte no cilindro segundo o plano horizontal z = ¢

Assim, o volume de S sera dado pela soma de seis integrais iterados

Vol(S) = /O Z(/jydx)dy>dz

2.4 Um Cilindro

Consideremos o cilindro vertical de raio um e altura dois dado por
S={(r,y,2) eER*: 2 +y* < 1;0 < 2z < 2}

e Para o integral iterado da forma [([([ dx)dy)dz, fixamos 0 < z = ¢ < 2 e obtemos
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Figura 8: Corte no cilindro segundo o plano vertical x = a

a interseccao de S com o plano z = ¢ que se representa na figura [

Sn{z=c} = {(z,y,¢): 2> +y* <1}

= {(z,y,0): —1<y<l; —v/1—-y?<z<+1-9y?}

w(s) = [ ( [ ( / Fd) dy) "

e Para o integral iterado da forma [( [([ dz)dy)dz, fixamos —1 < x = a < 1 e obtemos

e, portanto,

Sn{r=a} = {(a,y,2):°<1—a*;0<2z<2}

= {(a,y,2): —V1—-a®<y<v1—-a?;0<z<2}

que se representa na figura§ e, portanto,

1 2 Vi—z?
vols(S) = / (/ (/ dy) dz) dz
-1 0 /122
2.5 Um Cone

Consideremos o cone

S={(z,y,2) ER*: Va2 +y2<z<1}



Figura 9: Interseccao com o plano z = ¢

e Para o integral iterado da forma [([( [ dz)dy)dz, fixamos 0 < z = ¢ < 1 e obtemos

Sn{z=c} = {(z,y.0):a’+y* <}
= {(z,y,0): —c<y<c; /A2 —y? <z <\c—y?}

que se representa na figura @ donde se conclui que
1 c \/ 22—y2
vols(S) = / / / dr | dy | dz
0 —e \J /222

e Para o integral iterado da forma [( [( [ dz)dxz)dy, fixamos —1 < y = b < 1 e obtemos

Sn{y=>b} = {(z,b,2): 2> +b <2* <1}
= {(z,b,2): —V1I-R <z <VI-b0; Va2 + b <z <1}

tal como se apresenta na figura [[ e, portanto,

wi(s) = [ ( / ij; ( [ dz) dx) "

2.6 Um Hiperboloide

Consideremos o conjunto

S={(z,y,2) eR®: 2* +9° <22+ 1;2>0;,y>0; 0< 2z <1}

Trata-se de um subconjunto aberto de R? limitado pelos planos * = 0;y = 0; 2 =
0; z = 1 e pela superficie 2% + y? = 2% + 1.

10
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Figura 11: Interseccao com o plano z = ¢

e Usando o integral iterado da forma [([([dz)dy)dz, fixamos 0 < z = ¢ < 1 e,
portanto
Sn{z=c}={(z,y,0) : *+y* <+ 1; > 0; y >0}

ou seja, SN{z = ¢} é um quarto de circulo centrado na origem e de raio v/c2 + 1 tal
como se representa na figura [l

De seguida fixamos y = b, com 0 < b < v/c?> + 1, e obtemos,
0<z2<l;0<y<Vi+2z50<x<y1+22—y?

wis) - [ ( /ﬁ ( /ﬁ dx) dy) "

11

Assim,
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Figura 12: Interseccao com o plano z = a
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Figura 13: Interseccao com o plano z = a

e Consideremos o integral iterado da forma [([([ dy)dz)dz. Neste caso fixamos 0 <
r < /2 e obtemos

Sn{r=a}={(a,y,2) > <2 —a*>+1;,y>0, 0<z<1}

Portanto, devemos ter 22 — a? +1 > 0, ou seja 2% > 22 — 1.
Assim,sexz =a<lentao z>0e0<y< 2?2 —22+1.
Sexr=a>1lentao z>Va?—1lel0<y<vz?—a?+1.

Nas figuras [[2 e [[3 apresentam-se as intersecgoes de S com o plano z = a para os
dois casos acima descritos: 0 <a <1 e 1 <a < V2.

Destas figuras obtemos

s - [ ( [ ( /ﬁd) dz) Gt
T /1ﬁ</¢;j</omdy>dz>d:c

12



Figura 14: Interseccao com o plano z = a

e Para o integral iterado da forma [( [([ dz)dy)dz, fixamos 0 < 2 = a < /2 e obtemos
Sn{r=a}={(a,y,2): 2> >a*+y*— 1, y>0;, 0 <z < 1}
ou seja,
— Se 22+ y? < 1 entdao z > 0.

— Sel<a2?+y?<2entdoz > /a2 +y2— 1.

tal como se apresenta na figura [[4l

Assim, temos

—Sex?+y’<l,entao0<az<l;y<vl—a2e0<z<l.

—Sea?+y!>lel0<z<lentaioVl—a2<y<v2—a? e/a2+y2—-1<

z < 1.
—Ser’+y!>lel<z<v2entio 0<y<v2—2aZe 22+y2—-1<z<1.

Portanto,

volz(S) =

s~

(7 (L))
(2 (L) )
(77 (o))

- -
—

13
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Figura 15: Corte horizontal z = ¢ numa bola

2.7 Uma Bola

Seja S a bola de raio um e centro na origem em R3,
S={(z,y,2) eR*: 2> + > + 2> < 1}

Devido a simetria esférica de S basta considerar o integral iterado da forma

/ ( / ( /5 dz)dy)dz.

Fixando —1 < z = ¢ < 1 obtemos, em z,y, um circulo centrado na origem e com raio
igual a v/1 — ¢? tal como se representa na figura [[Q

Sni{z=c} = {(zy0):a’+y’ <1-c"}

= {(xvyac) : |y| < m; |1‘| < m}

o= [ (17 [ is) ) o

2.8 Um Toro

e, portanto,

Neste exemplo vamos considerar o sélido em R? limitado por um quarto do toro de raios
R =3er=1c¢e pelos planos x = 0 e y = 0 tal como se representa na figura [[G

S={(z,y,2) ER’: (\/a2+ 42 —3)°+2°<1l;2>0;y>0}

14



Figura 16: Parte do Toro de raios R=3er =1
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Figura 17: Corte no Toro com um plano z = ¢

e Para o integral iterado da forma [( [ ([ dz)dy)dz, fixamos —1 < z = ¢ < 1 e obtemos

Sn{z=c} = {(@y.0):—VI-<a2+y2-3<VI-c;2>0;y>0}
= {(x7y7c):3_\/1_02<\/x2+y2<3+\/1—02;$>0;y>0}

tal como se representa na figura[[l De seguida devemos fixar a variavel y. Da figura
[[7 fica claro que, devemos fixar 0 <y =b <3 —+V1—c?2 ou 3—vV1—-c2 <y<
3+v1—c2

Portanto, o volume de S sera expresso pela soma de dois integrais

1 3-v1-22 (3+V1=22)2—y2
volz(S) = / (/ (/ dx) dy) dz
-1 0 (3—V1—22)2—y2
1 3+v1—22 (3+V1-22)2—y2
+ / (/ (/ dx) dy) dz
-1 \/3-v1-22 0

15
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Figura 18: Corte no Toro com um plano y = b

e Para o integral iterado da forma [([( [ dz)dz)dy, fixamos em primeiro lugar 0 < y =
b<4.

Note-se que para x = 0 temos
(y—3)°+22<1

e, portanto 2 < y < 4.

Assim, devemos fixar 0 < y = b < 2o0u?2 < y = b < 4 como se representa na figura[[8
Note-se que o caso 2 < y = b < 4 se apresenta subdividido em dois: 2 <y =0b< 3
e 3 <y =>b< 4. Esta subdivisao é relevante para o cdlculo do integral iterado da
forma [([( [ dxz)dz)dy que nao serd considerado nestas notas, mas ficard ao cuidado
do leitor.

Para 0 <y = b < 2, obtemos

V=02 <z < V16 =2

1- (VTP -8 <2< \/1- (VT B2 —3)2
Para 2 <y = b < 4, obtemos

0<z< V16— b?

16



e, tal como anteriormente,

—\/1—(\/:62—1—1)2—3)2 <z < \/1—(\/x2+b2—3)2
Portanto,

2 V16—y? 1 (/22442 —3)?
volz(S) = / / / dz | dz | dy +
0 Va—y? —\/1=(y/224y2—3)?
4 \/16—y? 1—(y/224y2-3)2

VAV

2 0 -

dz | dx | dy
1—(y/2?+y?-3)?
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