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Considere a superficie
S={(r,y,2) eR*:x=2—9y*—2% 2>0,2>1},
e o campo vectorial F: R?® — R? dado por
F(z,y,2z) = (—2z,y, 2).

Calcule o fluxo fSF - v segundo o sentido da normal v que tem a primeira componente positiva, de
trés formas distintas:

(a) pela defini¢do de fluxo;
(b) utilizando o Teorema da Divergéncia;

(c) utilizando o Teorema de Stokes.

Resolucao

(a) A superficie S é uma superficie de revolucdo em torno do eixo 0x. Em coordenadas cilindricas
apropriadas (p, 0, x), S é definida por x = 2 — p? comx > 1e z > 0, logo S é parte de um
paraboldide, que se pode ver na figura seguinte:

Figura 1: A superficie S

Uma parametrizacido para S é dada por

g(p,0) = (2 —p* pcosh,psend), 0<fh<m 0<p<l.

Temos
€1 €2 €3
% X % =| —2p cosf senf | = (p,2p°cosf,2p®senb).
0 —psenf pcosh



. dg 0Og , . .
A primeira componente de kP X 20 é positiva, portanto este vector tem o sentido da normal
P

pedida a superficie. Conclui-se que
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(b) F é um campo de classe C'! em R? logo podemos aplicar o Teorema da Divergéncia a regio

(=)

20(2 — p?) + 2p* dp df
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D={(z,y,2) eR*:x <2 —y* 2% x>1,2>0}
A fronteira de D é formada por S, por metade de um disco
S ={(z,y,2) ER3: 92+ 22 <1, 2=1,2>0}
e pela superficie no plano z =0
Sy ={(2,y,2) ER? 10 <2 -9 2=0, 2> 1}.

Uma vez que a normal a S dada, n, é a normal exterior a D, o teorema da divergéncia diz que
/didewdydz:/F-ndS+ F-nidS+ F-nydS
D S Sl S2

onde ny = (—1,0,0) e ng = (0,0, —1) sdo as normais as superficies S; e Sq, respectivamente.
Como
divF=2-1-1=0

conclui-se que
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= —/ 22 dS — —zdS
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= —/ 2dS — 0dS
S1 Sa

= —2drea(5;) = —2% = —.

(c) Uma vez que F é solenoidal (isto é, div F' = 0) e o dominio de F' é R?, que é um conjunto em
estrela, concluimos que F' € um rotacional. Para achar um potencial vector A temos de resolver

o sistema
€ €z €3
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rotA=F | 5 oy 9z | = (—2z,y,2)
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Fazendo, por exemplo, A; = 0 obtemos,

BAs _ Ay _ A5 _ DAy _
8_%:_8—22_—23: By T o =

Thag = As(z,y,2) = —yz + Cs(y, 2)
=2 As(2,y,2) = 22+ Ca(y, 2)

Substituindo na primeira equacido obtemos

0Cs 0C,
— _ — _— = —2
T+ 9 (y,2) —x Ep (y, 2) T

pelo que podemos fazer Ca(y, z) = Cs(y,z) = 0. Conclui-se que um potencial vector para F' é
dado por
A($7 Y, Z) = (Oa 2T, —ny)

Pelo Teorema de Stokes,

/F-ndS:/rotA-ndS: A - dn.
s s as

O bordo de S é a unido das seguintes curvas:

Fl:{(x7yaz)€R3:y2+22:1,3):1,2’>0}

FZ:{(Z’,Z/J')ERB3$=2—y2,z:0,x>1}.

De acordo com a regra da m3o direita, I'y deve ser percorrida do ponto (1,1,0) para o ponto
(1,—1,0) e 'y deve ser percorrida no sentido contrério, ou seja, do ponto (1, —1,0) para o ponto
(1,1,0).

Uma parametrizacdo de I'; é

~v1(t) = (1,cost,sent), 0 <t<m
e uma parametrizacao para I's é

Yo(t) = (2 —1%,1,0), —1<t<]1,

que percorrem as curvas no sentido desejado. Assim,

/F-ndS = A-dy + A drys
S 1N I

/ (0,sent, —cost) - (0, —sent, cost) dt
0

+ /1 (0,0, —#(2 — %)) - (~2t,1,0) dt
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/ —1dt+0= —m.
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