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Resolucao
1. Considere o conjunto

V=A{(z,y,2) €R’: s +y<2<2;2+y<1;2>0;y>0}.

(2) a) Escreva uma expressio para o volume de V em termos de integrais iterados da forma
J(J ([ dz) dy) da.
(2) b) Escreva uma expressao para o volume de V' em termos de integrais iterados da forma
J(J ([ dz) dy) dz.
1
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RESOLUCAO:
(a) Da definigao de V, fixando z no intervalo [0, 1], vem imediatamente

r+y<z<2;0<y<l-—u

vol(V) = /01 (/01_1- (/iy dz) dy) dz

(b) Da definigao de V, fixando z no intervalo [0, 2], obtemos

Portanto,

r+y<z;jrz+y<l

e, portanto, devemos considerar dois casos.
Se0< z<1,entao teremos x +y < z2.Se 1 <z<2 entao x+y < 1.
Assim, o volume serd dado pela soma de dois integrais iterados

vol(V):/Ol (/0 (/Ozydx>dy>dz+/12 (/O (/Olyda:>dy>dz

(c) Note-se que a fungdo integranda ndo depende de z. Por outro lado os extremos de
integracdo em z para o integral iterado da forma [ [ [ dzdydx sao 2 e x +y. Portanto,
serd mais vantajoso usar esta ordem de integracgao e teremos
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. Considere o sélido

A={(z,y,2) eR*: 2’ + 9 +2° <4; 1 <a® +4°; y > 0}

Calcule a massa de A sabendo que a densidade de massa é dada por
o(z,y,2) = /4 — (2% +9?).

RESOLUCAO:

O s6lido é constituido pelos pontos interiores a esfera de raio 2 e exteriores ao cilindro de
raio 1. Temos entao,

M(A)/OW </12 </i/;pﬂd> dp> d02w/12p(4p2)dp9§.

Note que 0 < § < 7 pois tem-se y > 0.

Alternativamente, podemos também escrever,

M(A) :/07r </_+¢;g ([@pMdp> dz> do.

. Considere os campos vectoriais F' e H definidos por

F(z,y,2) = (y2* 22° 2zyz2)

y z—1
H = |- '
(z,v, 2) ( (x — 1)2 + 492’ (x—1)2+492’0)

a) Mostre que F' é um gradiente no seu dominio e calcule / F -dg, onde C é a curva
c
descrita pelo caminho g(t) = (cost,sint,et), com ¢ € [0, 7/4].

b) Usando a definigdo, calcule o integral de linha de H ao longo da elipse
(r—1)2+4y% = 1, z = 0, percorrida no sentido anti-horério quando observada do ponto
(1,0,5).

¢) Calcule [ (F + H)-da onde « é o caminho fechado que descreve a linha quadrada no

plano z = 0 que une os pontos (0,—1,0),(2,—1,0),(2,1,0),(0,1,0) e percorrida por
esta ordem.

RESOLUCAO:

(a) O dominio de F é R® que é um conjunto simplesmente conexo, logo para mostrar que
F é um gradiente basta mostrar que é fechado:

0F, 0F;
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Para calcular o integral de linha de F' ao longo de C' podemos usar o Teorema Funda-
mental do Célculo, usando o potencial ¢(z,y, z) = xyz?. Assim obtemos

b (*f ?,e”/‘*) — $(1,0,1) =

eTr/Q

/ Fodg— / V6 - dg = dg(n/4)) — 6(g(0)) =



(b) Uma parametrizacao da elipse é dada por
t
h(t) = (1 + cost, —Se; ,O) , 0<t<2nm.

Usando a definigao para integrais de linha de campos vectoriais temos

/H~dh = 2ﬂH(h(t))-h'(t)dt:
E 0

21
/ (—Sent,costO) . (—sent, COSt,o) dt = m.
0 2 2
/(F+H)~da:/F-da+/H-da.

O primeiro integral é zero, pois F' é um campo gradiente e o caminho « é fechado. Para
o segundo integral notamos que o campo H ¢é fechado, e o losango e a elipse da alinea
anterior sdo curvas fechadas e homotdpicas no dominio deste campo, portanto podemos

concluir que
E

/(F+H)-da:7r.

(¢) Por linearidade temos

Por fim obtemos

. Considere o conjunto

U={(z1,22,...,0,) ER": 0< 2y <25 <-+- <, < 1}

Mostre que para qualquer fungéo continua f : [0,1] — R, se tem

/Uf(xl)f(xg)~-~f(xn)dx1dx2~~-dxn _ {/01 f(t)dt]n.

ol

RESOLUCAO:

Dado uma fungao continua f : [0,1] — R, defina-se F': [0,1] — R por
1
F(t) = [ 1z da. 1)
t

Obtém-se F(0) = folf(t) dt, F(1) =0, e, pelo teorema fundamental de cdlculo,

F'(t) = = f(t). (2)
Dado um inteiro n > 1 e um ponto ¢ € [0, 1] designe-se

Un(t) ={(x1,22,...,2p) ER" 1t <7 < < -+ <, < 1} (3)



Tem-se entdo da equacao (1) que fUl w (z1)dzy = F(t). Aplicando o teorema de Fubini,
obtém-se

f 951 552 //f $1 $2 d$2d$1
Uz (t) z1

_ /t F@)F () day

1
= f/F'(xl)F(xl) dry, da equacio (2),
t

1d F(I1)2

Ora seja n > 2 e suponha por indugao que

J s s = G0 (W

Segue-se

/Un(t)f(xl)...f(zn) _ /1 </Un l(il()xl)f(m) 'f(%)) d,

(n—1)!
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