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1. Considere conjunto
L = f(x; y; z) 2 R3 : exy + log(z + x) = 1g:

(a) Prove que existe uma vizinhan�ca U 2 R3 do ponto (0; 1; 1), uma vizinhan�ca V � R
2 do

ponto (1; 1) e uma fun�c~ao f : V ! R tal que

L \ U = f(f(y; z); y; z) : (y; z) 2 V g:

(b) Calcule
@f

@z
(1; 1).

2. Considere a fun�c~ao de�nida por

f(x; y) = (x ; cos(x+ y))

(a) Determine os pontos em que f �e localmente invert��vel.

(b) Sabendo que f(0; �
2
) = (0; 0); determine a derivada de f�1 no ponto (0; 0):

3. Considere o seguinte conjunto

C =
�
(x; y; z) 2 R3 : z = 2� x2 � y2 ; z � y = 0

	
:

Determine, usando o m�etodo dos multiplicadores de Lagrange, o ponto (ou os pontos) de C que
est�a a maior distância da origem. Diga, justi�cando, se esse ponto tem de existir.

Resolu�c~ao

1. (a) Seja F (x; y; z) = exy + log(z + x) � 1: Note-se que F : R3 ! R �e de classe C1 e
F (0; 1; 1) = 0: Para al�em disso temos

@F

@x
(0; 1; 1) = 2 6= 0

Portanto, pelo teorema da fun�c~ao impl��cita existe uma vizinhan�ca do ponto (0; 1; 1) em que
x se pode exprimir como fun�c~ao de y; z para os pontos em que F (x; y; z) = 0:

(b) Fazendo x = f(y; z) e derivando a equa�c~ao F (f(y; z); y; z) = 0 em ordem a z obtemos

@F

@x
(0; 1; 1)

@f

@z
(1; 1) +

@F

@z
(0; 1; 1) = 0

e, portanto
@f

@z
(1; 1) = �1
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2. (a) Note-se que f �e de classe C1: Pelo teorema da fun�c~ao inversa, f �e localmente invert��vel
nos pontos em que a derivada de f �e representada por uma matriz n~ao singular. A derivada
de f �e dada por

Df(x; y) =

�
1 0

� sen(x+ y) � sen(x+ y)

�

Assim, f ser�a localmente invert��vel nos pontos que veri�carem a desigualdade

detDf(x; y) = � sen(x+ y) 6= 0

ou seja, no conjunto dado por

R
2 n

[
k2Z

f(x; y) : x+ y = k�g

No conjunto de pontos em que sen(x+ y) = 0; ou seja, no conjunto

[
k2Z

f(x; y) 2 R2 : x+ y = k�g

o teorema da fun�c~ao inversa nada garante. Neste conjunto de pontos deveremos analisar
directamente a fun�c~ao f quanto �a sua injectividade.

Da igualdade f(x; y) = f(u; v); obtemos,

u = x ; v = y + 2k� ; k 2 Z

Assim, dois pontos ter~ao a mesma imagem atrav�es de f se a diferen�ca entre as respectivas
ordenadas for 2k� com k 2 Z: Portanto, para cada ponto existe uma vizinhan�ca em que f
�e injectiva.

Note-se que esta an�alise �e v�alida em R
2 e, portanto, poder��amos n~ao ter usado o teorema

da fun�c~ao inversa para determinar a invertibilidade local de f:

(b) Sendo f(0; �
2
) = (0; 0); temos

Df�1(0; 0) =
h
Df(0;

�

2
)
i�1

Portanto,

Df�1(0; 0) =

�
1 0
�1 �1

��1
=

�
1 0
�1 �1

�

3. O conjunto C �e fechado porque �e o conjunto de n��vel de uma fun�c~ao cont��nua. Por outro lado
as coordenadas x e y dos pontos da curva satisfazem a equa�c~ao

x2 +

�
y +

1

2

�2

=
9

4

pelo que satisfazem tamb�em as seguintes desigualdades �obvias,

jxj � 3

2
; jzj = jyj � 2;

que mostram que C �e limitado. Assim, a variedade C �e compacta pelo que qualquer fun�c~ao
cont��nua tem em C (pelo menos) um m��nimo e um m�aximo (diferentes caso a fun�c~ao n~ao seja
constante). Interessa-nos a restri�c~ao a C da fun�c~ao cont��nua f , correspondente ao quadrado da
distância �a origem, f(x; y; z) = x2+y2+z2 (esta fun�c~ao tem os mesmos extremos condicionados
que a fun�c~ao distância e �e signi�cativamente mais simples).
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Pelo m�etodo dos multiplicadores de Lagrange, consideramos a fun�c~ao escalar g em R
5 dada por

g(x; y; z; �; �) = x2 + y2 + z2 + �
�
x2 + y2 + z � 2

�
+ � (z � y) :

As equa�c~oes para os pontos de estacionaridade (condi�c~oes necess�arias de extremos) desta fun�c~ao
s~ao 8>>>><

>>>>:

x2 + y2 + z � 2 = 0
z = y

2x+ 2x� = 0 , 2x(1 + �) = 0
2y + 2y�� � = 0 , 2y(1 + �)� � = 0

2z + �+ � = 0:

Temos que x = 0 ou � = �1.

Se x = 0 obtemos, das equa�c~oes que de�nem C, o sistema

�
z + y2 � 2 = 0

z = y

e portanto
y2 + y � 2 = 0 , y = 1 ou y = �2

ou seja obtemos os dois pontos de C, P1 = (0; 1; 1) e P2 = (0;�2;�2).

Se � = �1 ent~ao � = 0; z = y = 1=2 e x = �p5=2. Obtemos os dois pontos P3 =
(
p
5=2; 1=2; 1=2) e P4 = (�p5=2; 1=2; 1=2).

Os valores de f nos quatro pontos s~ao f(P1) = 2, f(P2) = 8 e f(P3) = f(P4) = 7=4 pelo que
o ponto de C a maior distância da origem �e P2 = (0;�2;�2). A distância deste ponto �a origem
�e d =

p
f(P2) = 2

p
2.
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