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Apresente e justifique todos os cdlculos

1. Seja F uma funcdo real definida em R? por

2 se (z,y) # (0,0)

Fla.y) = { A

Estude F' quanto a continuidade no ponto (0,0).

2. Considere a funcao f : R? — R? definida por f(z,y) = (sen(zy?),e¥,log(1 + z2)) e seja
g :R?® — R uma funcio diferencidvel em R3 tal que

Dg(0,e,0) =[e —1 e].
Calcule a derivada direccional da fun¢ao g o f no ponto (0,1) na direccao do vector

v=(1,-1).

3. Determine a recta tangente & linha {(z,y,2) € R® : 22+ 1 =92 +2%; 2 =y +2} no
ponto (1,—1,1).

4. Considere a funcio h(z,y) = 22 — y?> + 2.

(a) Determine e classifique os pontos de estacionaridade de h na regido 2 + y? < 1.

(b) Justifique que h tem extremos absolutos na regido z2 + y? < 1 e determine-os.

5. Considere o sistema
z+log(y? + 2%2) = 1
y—xr =1

(a) Mostre que este sistema define y e z como funcoes de = em torno do ponto (0,1,1).
(b) Calcule as derivadas %(0) e %(0).

6. Seja f : R¥ — R™ uma funcdo de classe C* (isto é, f tem derivadas parciais continuas
até ordem k). Assumindo que f(0) = 0 e todas as derivadas parciais de f de ordem
menor ou igual a £ — 1 se anulam na origem, mostre que

3 v < C|lz|k.
0 sem) If(z)]] < Clz]]



Resolucao indicativa

1
1. Fazendo y = 2, temos F(z,y) = F(z,2%) = 3 © portanto, o limite  lim  F(z,y)
T

(z,9)—(0,0)

nao existe. Dado que F(0,0) = 0 concluimos que F' nao é continua na origem.

v

Dy(go f)(0,1) = Dg(f(0,1))Df(0,1)

o]

3. A recta tangente pode ser definida pelas equagoOes cartesianas:

4. (a)

(x—1ly+1,2—1)-(-2,2,2) =0 o z+y—z+1=0
(x—1,y+1,2—1)-(0,-1,1) =0 r=y+2

2
Fazendo Vh(z,y) = 0 obtemos os pontos de estacionaridade (0,0) e (—g, 0). Anal-

isando as matrizes Hessianas de h nestes pontos,

o= . mo-[2 )

2
concluimos que (0,0) é um ponto de sela e (—g, 0) é um ponto de miximo de h.

Seja D = {(x,y) € R? : 22+y? < 1}. Sendo h uma func¢io continua e D um comjunto
compacto, pelo Teorema de Weierstrass, h tem maximo e minimo em D. Da alinea
anterior, a fun¢do h tem apenas um extremo no interior de D. Os extremos de h na
fronteira de D, ou seja, no conjunto definido pela equacio z% + y? = 1, podem ser
determinados recorrendo ao método dos multiplicadores de Lagrange.

Assim, definindo H(x,y) = 22 + 32 — 1, teremos

D(h+AH)(z,y) =0 yA—1)=0

{ 20+ 322+ 20z =0
H(x,y) =0
() 24+ y? = 1.

As solucoes deste sistema, sdao os pontos
(_170) ’ (17 O) ) (07 _1) ’ (07 1)7
ou seja, os extremos da funcao h em D sdo os pontos
2
(_170) 9 (17 0) ) (07 _1) ’ (07 1) ) (_570)

Calculando os valores de h em cada um destes pontos, concluimos que h atinge o
méximo no ponto (1,0) e o minimo nos pontos (0, —1) e (0, 1).



5. (a) Seja F:R3 — R? a funcio de classe C'! definida por
F(z,y,2) = (2 +10g(y2 +w22) —l,y—xz—1).

Note-se que F(0,1,1) = (0,0) e que

DF(O,l,l):[O 2 1]

-1 1 0|

Portanto,

det D, . F(0,1,1) = det ﬁ (1)] =—1+£0

e, pelo Teorema da Funcao Implicita, o sistema dado define y e z como funcoes de
classe C!' de z em alguma vizinhanca do ponto (0,1,1).

(b) Da alinea anterior, fazendo y = y(x) e z = z(x) e derivando a fungao F(x,y(z), z(x))
em x = 0, obtemos

{zjg(())+g;(0):o - {g;(()):_g

W(0)=1 Bo)y=1

6. Para cada uma das fungoes componentes f; : RF - R,j = 1,...n, pela férmula de
Taylor, existem pontos a;j,j = 1,...n, no segmento de recta com extremos na origem e
no ponto = € B1(0) e constantes A; > 0,5 =1,...n, tais que

1 A
fi@)] = |5 D f(ay)e|
k k k
H i1:1 i2:1 ikzl 11 19 * - - ik
< Ajllz]

Portanto, existe uma constante C' > 0 tal que

k
IF @)l <D Ifi(@)] < Cllall.
j=1



