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Resolucao abreviada

1. Para cada « real considere a matriz dada por

1 0 2
Ay = |la 3 1
2 01
(1 val.) (a) Mostre que (4,1 — o, —4) é um vector préprio de A, e diga qual é o valor préprio
associado.
Resolucdo: Seja v = (4,1 — a, —4). Temos
1 0 2 4 —4
Aw=|la 3 1| |l—-a| = |la—1| =—v.
2 01 —4 4

Donde concluimos que v é vetor préprio associado ao valor préprio -1.

(2 val.) (b) Determine os valores préprios de A, e as respectivas multiplicidades algébricas.
Resolucao: Os valores préprios de A, sdo as raizes do polindmio caracteristico

P = det(Aa — AI) = (3= A)((1— N2 —4) = —(3— N2(A+ 1),

ou seja, os valores préprios sdo —1 e 3, com multiplicidades algébricas 1 e 2, respecti-
vamente.

(2 val.) (c) Diga, justificadamente, se A_; é diagonalizdvel.
Resolucao: O espaco préprio do valor préprio 3 é o nicleo da matriz A_y —3I. Temos

—2 0 2
A,—3I=|-1 0 1],
2 0 -2

logo
E(3) ={(a,0,a),(0,b,0); a,b € R}

e uma base pode ser dada por

Bpe) = {(1,0,1),(0,1,0)}.

Como a multiplicidade geométrica do valor préprio 3 é 2, concluimos que existe uma
base de R3 formada por vetores préprios e por isso A_; é diagonalizavel.



(3 val.)

(d) Determine uma forma candnica de Jordan para Aj, indicando a correspondente base

de R? para qual A; fica nessa forma candnica.

Resolucdao: Tendo em conta as multiplicidades algébricas dos valores préprios, uma
forma candnica de Jordan para A; é dada por

3 1 0
J=1(0 3 0
0 0 -1
Seja T' a transformacdo linear que é representada na base candnica pela matriz A;.
Se B = (v1,v2,v3) é uma base de R? para a qual a representacio de T' é dada por J,

entdo temos
Tvy =3v;, (T'—3Nve=v; e Tvz3=—uv3.

Logo vy é vetor préprio associado ao valor préprio 3, v ndo é vetor préprio, mas é
vetor préprio generalizado associado ao valor préprio 3 e v é vetor préprio associado
ao valor préprio —1.

Uma vez que E9(3) = N((A; —31)?) e

8§ 0 -8
(A, =30)2*=10 0 0],
-8 0 8

concluimos que
Bpey = {(1,0,1),(0,1,0)}.

Escolhendo v = (1,0, 1) obtemos

20 211 0
(A, —3Dve=|1 0 1] |0o|=|2],
2 0 -2| 1 0

portanto v; = (0,2,0). E ficil de verificar que facto este vetor é vetor préprio, pois
(A1 — 3I)v; = 0. Para terminar falta apenas determinar um vetor préprio associado
ao valor préprio —1. Para isso é suficiente escolher um vetor ndo nulo do nicleo da
matriz

A+T=

N =N
o O O
[NOR i )

Temos
E(-1) ={(a,b,c) eR®: a+¢c=0; b=0} = {(a,0,—a): a € R},
logo v3 pode ser, por exemplo, (1,0, —1) e obtemos a base ordenada

B = ((0,2,0),(1,0,1),(1,0,—1)).



(2 val.)

(1 val.)

(3 val.)

2. Considere em R? o produto interno definido por

()

(c)

((z1,22,23), (1,92, ¥3)) = 2191 + T1Y2 + T2y1 + 222y2 + T3Y3.
Determine a matriz da métrica deste produto interno com respeito a base candnica de
R3, B. = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).
Resolucao: As entradas da matriz da métrica sdo dadas pelos produtos internos dos

vetores da base B.. A simetria do produto interno implica que a matriz é simétrica.
Usando este produto interno obtemos

H(17070)H2 =1, H(Ov 170)”2 =2, H(0,0, 1)”2 =1,

((1,0,0),(0,1,0)) =1, ((1,0,0),(0,0,1)) = ((0,1,0),(0,0,1)) =0,
logo a matriz da métrica é dada por

110
Gg. =1 2 0
00 1

Determine o angulo entre (1,0,0) e (0,1,0).
Resolugao: O coseno do angulo 6 pedido é dado por

((1,0,0),(0,1,0)) 1

H(LO,O)HH((;,LO)H V2o

LT
é —.

cosf =

| S

Logo o angulo entre (1,0,0) e (0,1,0)

Determine o ponto do plano U = L({(1,0,0),(1,1,1)}) mais préximo de (0,0, 1).
Resolugdo: Seja v = (0,0,1). O ponto de U mais préximo de v é dado pela projec¢io
ortogonal de v sobre U, Py(v). Para calcular a projecdo ortogonal precisamos de
uma base ortogonal de U. Para obter uma base ortogonal usamos o processo de
ortogonolizagdo de Gram-Schmidt aplicado aos vetores v; = (1,0,0) e vo = (1,1,1).
Assim obtemos u; = v1 e

. u
Ug = Vg — Proj,, Ve = Vg — <u1,v2>W =(1,1,1) — (2,0,0) = (—1,1,1).
Assim a base de U dada por By = {uy,ua} é ortogonal e obtemos

1
204 (-1,1,1),

+<u27V>Hu2H2 92

) . uy
Py (v) = proj,, v + proj,,v = (ul,v>m

111
ou seja, o ponto de U mais préximo de v é <—2, 2 2> .



(3 val.)

(3 val.)

3.

4.

Determine se existe uma matriz anti-hermitiana com vetores préprios (1,0,—1), (1,0,1),
(0,1,0) associados aos valores préprios i, —i,2i, respectivamente, e em caso afirmativo
determine uma.

Resolucgao: Os vetores sdo ortogonais e os valores préprios sdo imaginarios puros, portanto
existe uma matriz A anti-hermitiana que satisfaz as condicbes. Pelo Teorema Espectral é
diagonalizivel, por uma base ortonormada formada por vetores préprios. Logo A = SDS~!
onde S é uma matriz unitdria (SS* = I), ou seja, as suas colunas formam uma base
ortonormada de vetores préprios, e a matriz diagonal D tem na diagonal os valores préprios
correspondentes.

1 1 . 1 1
A=SDS" = : (1) (1) X —01 20 7 0 G| = 0. 202 8
2 2 L 0 1 0 —?

E facil de verificar que de facto A + A* = 0, ou seja, A é anti-hermitiana.

Seja A € My, xn(R) uma matriz diagonalizdvel com valores préprios iguais a 0 ou 1. Mostre
que A = A, para todo k > 1.

Resolucdo: Sendo A diagonalizivel existem matrizes S e D tais que A = SDS~! onde
D é uma matriz diagonal com os valores préprios na diagonal (0 ou 1) e S tem com como
colunas vetores préprios associados aos valores préprios (matriz mudanca de base da base
dos vetores préprios para a base canénica). Como os valores préprios sdo A\ = 0 ou Ay =1
temos A\¥ = \; e A5 = A\ e portanto DF = D, para todo k > 1. Assim obtemos

AF = (SDS™HF = (SDS1)(SDS™Y)...SDS™! = SD*S 1 = SDS~! = A.



