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Resolução abreviada

1. Para cada α real considere a matriz dada por

Aα =

1 0 2
α 3 1
2 0 1

 .
(a) Mostre que (4, 1 − α,−4) é um vector próprio de Aα e diga qual é o valor próprio(1 val.)

associado.

Resolução: Seja v = (4, 1− α,−4). Temos

Aαv =

1 0 2
α 3 1
2 0 1

 4
1− α
−4

 =

 −4α− 1
4

 = −v.

Donde concluimos que v é vetor próprio associado ao valor próprio -1.

(b) Determine os valores próprios de Aα e as respectivas multiplicidades algébricas.(2 val.)

Resolução: Os valores próprios de Aα são as ráızes do polinómio caracteŕıstico

p(λ) = det(Aα − λI) = (3− λ)((1− λ)2 − 4) = −(3− λ)2(λ+ 1),

ou seja, os valores próprios são −1 e 3, com multiplicidades algébricas 1 e 2, respecti-
vamente.

(c) Diga, justificadamente, se A−1 é diagonalizável.(2 val.)

Resolução: O espaço próprio do valor próprio 3 é o núcleo da matriz A−1−3I. Temos

A−1 − 3I =

−2 0 2
−1 0 1
2 0 −2

 ,
logo

E(3) = {(a, 0, a), (0, b, 0); a, b ∈ R}
e uma base pode ser dada por

BE(3) = {(1, 0, 1), (0, 1, 0)}.

Como a multiplicidade geométrica do valor próprio 3 é 2, concluimos que existe uma
base de R3 formada por vetores próprios e por isso A−1 é diagonalizável.
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(d) Determine uma forma canónica de Jordan para A1, indicando a correspondente base(3 val.)
de R3 para qual A1 fica nessa forma canónica.

Resolução: Tendo em conta as multiplicidades algébricas dos valores próprios, uma
forma canónica de Jordan para A1 é dada por

J =

3 1 0
0 3 0
0 0 −1

 .
Seja T a transformação linear que é representada na base canónica pela matriz A1.
Se B = (v1, v2, v3) é uma base de R3 para a qual a representação de T é dada por J ,
então temos

Tv1 = 3v1, (T − 3I)v2 = v1 e Tv3 = −v3.

Logo v1 é vetor próprio associado ao valor próprio 3, v2 não é vetor próprio, mas é
vetor próprio generalizado associado ao valor próprio 3 e v3 é vetor próprio associado
ao valor próprio −1.

Uma vez que Eg(3) = N((A1 − 3I)2) e

(A1 − 3I)2 =

 8 0 −8
0 0 0
−8 0 8

 ,
concluimos que

BEg(3) = {(1, 0, 1), (0, 1, 0)}.

Escolhendo v2 = (1, 0, 1) obtemos

(A1 − 3I)v2 =

−2 0 2
1 0 1
2 0 −2

10
1

 =

02
0

 ,
portanto v1 = (0, 2, 0). É fácil de verificar que facto este vetor é vetor próprio, pois
(A1 − 3I)v1 = 0. Para terminar falta apenas determinar um vetor próprio associado
ao valor próprio −1. Para isso é suficiente escolher um vetor não nulo do núcleo da
matriz

A+ I =

2 0 2
1 0 1
2 0 2

 .
Temos

E(−1) = {(a, b, c) ∈ R3 : a+ c = 0; b = 0} = {(a, 0,−a) : a ∈ R},

logo v3 pode ser, por exemplo, (1, 0,−1) e obtemos a base ordenada

B = ((0, 2, 0), (1, 0, 1), (1, 0,−1)).
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2. Considere em R3 o produto interno definido por

〈(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)〉 = x1y1 + x1y2 + x2y1 + 2x2y2 + x3y3.

(a) Determine a matriz da métrica deste produto interno com respeito à base canónica de(2 val.)
R3, Bc = ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)).

Resolução: As entradas da matriz da métrica são dadas pelos produtos internos dos
vetores da base Bc. A simetria do produto interno implica que a matriz é simétrica.
Usando este produto interno obtemos

‖(1, 0, 0)‖2 = 1, ‖(0, 1, 0)‖2 = 2, ‖(0, 0, 1)‖2 = 1,

e
〈(1, 0, 0), (0, 1, 0)〉 = 1, 〈(1, 0, 0), (0, 0, 1)〉 = 〈(0, 1, 0), (0, 0, 1)〉 = 0,

logo a matriz da métrica é dada por

GBc =

1 1 0
1 2 0
0 0 1

 .
(b) Determine o ângulo entre (1, 0, 0) e (0, 1, 0).(1 val.)

Resolução: O coseno do ângulo θ pedido é dado por

cos θ =
〈(1, 0, 0), (0, 1, 0)〉
‖(1, 0, 0)‖‖(0, 1, 0)‖

=
1√
2
=

√
2

2
.

Logo o ângulo entre (1, 0, 0) e (0, 1, 0) é
π

4
.

(c) Determine o ponto do plano U = L({(1, 0, 0), (1, 1, 1)}) mais próximo de (0, 0, 1).(3 val.)

Resolução: Seja v = (0, 0, 1). O ponto de U mais próximo de v é dado pela projecção
ortogonal de v sobre U , PU (v). Para calcular a projeção ortogonal precisamos de
uma base ortogonal de U . Para obter uma base ortogonal usamos o processo de
ortogonolização de Gram-Schmidt aplicado aos vetores v1 = (1, 0, 0) e v2 = (1, 1, 1).
Assim obtemos u1 = v1 e

u2 = v2 − proju1v2 = v2 − 〈u1, v2〉
u1
‖u1‖2

= (1, 1, 1)− (2, 0, 0) = (−1, 1, 1).

Assim a base de U dada por BU = {u1, u2} é ortogonal e obtemos

PU (v) = proju1v + proju2v = 〈u1, v〉
u1
‖u1‖2

+ 〈u2, v〉
u2
‖u2‖2

= 0 +
1

2
(−1, 1, 1),

ou seja, o ponto de U mais próximo de v é

(
−1

2
,
1

2
,
1

2

)
.
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3. Determine se existe uma matriz anti-hermitiana com vetores próprios (1, 0,−1), (1, 0, 1),(3 val.)
(0, 1, 0) associados aos valores próprios i,−i, 2i, respectivamente, e em caso afirmativo
determine uma.

Resolução: Os vetores são ortogonais e os valores próprios são imaginários puros, portanto
existe uma matriz A anti-hermitiana que satisfaz as condições. Pelo Teorema Espectral é
diagonalizável, por uma base ortonormada formada por vetores próprios. Logo A = SDS−1

onde S é uma matriz unitária (SS∗ = I), ou seja, as suas colunas formam uma base
ortonormada de vetores próprios, e a matriz diagonal D tem na diagonal os valores próprios
correspondentes.

A = SDS∗ =


1√
2

1√
2

0

0 0 1
− 1√

2
1√
2

0


i 0 0
0 −i 0
0 0 2i




1√
2

0 − 1√
2

1√
2

0 1√
2

0 1 0

 =

 0 0 −i
0 2i 0
−i 0 0


É fácil de verificar que de facto A+A∗ = 0, ou seja, A é anti-hermitiana.

4. Seja A ∈Mn×n(R) uma matriz diagonalizável com valores próprios iguais a 0 ou 1. Mostre(3 val.)
que Ak = A, para todo k ≥ 1.

Resolução: Sendo A diagonalizável existem matrizes S e D tais que A = SDS−1 onde
D é uma matriz diagonal com os valores próprios na diagonal (0 ou 1) e S tem com como
colunas vetores próprios associados aos valores próprios (matriz mudança de base da base
dos vetores próprios para a base canónica). Como os valores próprios são λ1 = 0 ou λ2 = 1
temos λk1 = λ1 e λk2 = λ2 e portanto Dk = D, para todo k ≥ 1. Assim obtemos

Ak = (SDS−1)k = (SDS−1)(SDS−1) . . . SDS−1 = SDkS−1 = SDS−1 = A.
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