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1. Seja oo um parametro real e considere o sistema linear cuja a matriz aumentada é dada por

(a)

11 1| -2
a —ao* 1 | =2
A= 1 -1 a | 2«
2 2 2| -4

(3 val.) Determine em fun¢do de av quando é que o sistema é impossivel, possivel, determinado ou
indeterminado.

Resolucao: Aplicando o método de eliminacdo de Gauss obtém-se

-1 1 1| =2 -1 1 1 | —2
a —a® 1 | =2 |0 a—a® a+l | —2a—2
1 -1 a | 2« 0 0 at+1l | —2a—2
-2 2 2| -4 0 0 0 | 0
Donde concluimos que o sistema € possivel e indeterminado se &« = —1,0, 1 e possivel determinado
caso contrario. Nunca é impossivel.
(1 val.) Para a = —1, calcule a caracteristica e a dimensdo do niicleo de A.
Resolugdo: Para a = —1 a caracteristica é 1 e dimN(A) = 3, pois a matriz tem 4 colunas e tem

apenas 1 pivot (uma linha n3o nula apés a eliminagcdo de Gauss).

(2 val.) Para a = 0, determine o conjunto de solu¢des do sistema.
Resolucao: Para a = 0 obtemos o sistema

Logo, o conjunto solugcao é dado por

{(z,z,-2) : z € R}.

(3 val.) Para aw = 1, determine equag¢des cartesianas que descrevem o espaco das linhas de A.
Resolugcao: Para a = 1 o espaco das linhas é dado por



EL(A)=L({(-1,1,1,-2),(0,0,1,-2)}) =

{(z,y,2z,w) = a(—1,1,1,-2) + (0,0, 1, -2); «, 5 € R}
{(z,y,z,w) = (o, o, a + B, =2« — 203); «, 5 € R}
{

(z,y,2z,w) ER* 1z +y =0, 22 +w = 0}.

2. (3 val.) Determine a matriz A € Msy2(R) que satisfaz a equagdo matricial
10+43AT437_12438
0 1 3 2 3 2] |3 4](3 2|~

Resolucao: Sejam B = [;l g] e = L,l)) ﬂ Note-se que B é invertivel e B = BT. Assim temos

(I+BA)YB"=0B® <= (I + BA)' =CB <= I+ BA= (CB)" +—
I+BA=B"CT <= BA=BC" - <= A=B"'BC" - B! <

T 8] (-2 3] [3 0
teorpeman LY [2 38

1
3. (3val.) Seja A= |0
2

w o O
o o Q

} € Mj3y3(R) uma matriz invertivel. Determine, justificando, a 1? coluna da

matriz A=1.

Resolucdo: Para determinar a primeira coluna da inversa de A~! temos de resolver o sistema
1 0 a |1 10 a | 1
00%b | 0 —=|03 c—2a | —2].
23 ¢ |0 0 0 b | 0

Uma vez que A é invertivel sabemos que b # 0. Logo obtemos

2
z=0,z=1 e y:—g.

1
Portanto a 12 coluna de A~! é dada por {3]
0

4. (3 val.) Seja V o espago vetorial dos polinémios reais de grau < 3 e considere os subespagos de V'
definidos por

U=L({—t1+t—+}) e W={a+bt+ct?+d* €V :a—c=0}
Determine p(t) € V tal que UNW = L({p(t)}).
Resolucao: Temos
U={pit) eV :plt)=alt®—t)+p(1+t—-t*+#), a,8 € R}
={pt) eV :plt)=a+ (B—a)t+ (a—B)t*+at® a, B R}
={pt)=a+bt+ct?+dt*cV: a=d, b=—c}.

Logo obtemos
UNW ={pt)=a+bt+ct>+dt’cV:a=d b+c=0a=c}
={pt) =c—ct+ct®*+ct’ c € R}
=L{1—t+*+}).



5. (2val.) Sejam Ay, ..., A, € M, (R). Suponha que existe 0 # x € R" tal que Ayz = ... = A,z = 0.

Mostre que {A1, ..., A} ndo é um conjunto gerador para M, ,(R).

Resolugao: Se {A, ..., A,,} for um conjunto gerador entdo a matriz identidade I € M,,,,(R) pode-se
escrever como combinacao linear destas matrizes, ou seja, existem escalares o, ..., a,, € R tais que

041A1++OémAm:I

Nesse caso temos
0=aAiz+ ... +apApr=Ir=x+#0,

o que é claramente impossivel.

Grupo Il — Teste 2 — 40 minutos

. Seja V' o espago dos polindmios reais de grau < 2 e T : Myy»(R) — V' a transformacg3o linear definida
por

(R () R (L | R (e

Considere a transformacao linear S : V' — R definida por
S(a+bt+ct*)=a+b+e.

(a) (2 val.) Determine a matriz que representa a transformac3o linear 7' em relacdo a base

10 1 -3 1 2 |01 . /
B:([O O]’[—l 1],[_2 11,[0 1D de My, 5(R) e a base B = (1,t,1?) de V.

Resolucao: A matriz que representa 7' tem como colunas as componentes na base B’ das imagens
dos elementos da base B, logo

11 -1 1
Arpp =10 =1 0 1|,
00 1 0

(b) (3 val.) Determine uma base para o nicleo de 7' e diga, justificadamente, se T' é sobrejectiva.

Resolucdo: Seja A = A p . Comegamos por calcular o niicleo de A. As equagbes cartesianas
que definem o niicleo sdo

r+y—z+w=0 T = —2y
—y+w=0 = w=y
z2=0 z2=0

portanto N(A) = {y(—2,1,0,1) : y € R}. O vetor (—2,1,0,1) é uma base para o nicleo de A,
logo uma base para o nicleo de T" é dada por

mo={ 2 <[5 B - (12 )



Usando o Teorema da Caracteristica- Nulidade
dimN(T) + dim Im(T) = dim Mayo(R) = 4,
donde concluimos que dimIm(7") = 3 = dimV, logo T é sobrejectiva.

(c) (3 val.) Determine a matriz que representa S o T' em relagdo a base B de Ms,2(R) e a base
canénica B, = {1} de R.

Resolucao: Comecamos por determinar a matriz que representa .S com respeito as bases B’ e B,,
Aspp. =1 1 1].

A matriz que representa a composta é dada por

1 1 -1 1
Awm&:%ﬂ&mﬂyzﬁ11}0—1o 1:@0()4
00 1 0

(d) (3 val.) Resolva em Msy2(R) a equagdo linear (S oT)(A) = 3.
Resolucao: Usando a alinea anterior, em coordenadas, temos de resolver a equagao

p 00 2 | 3y
que tem solucdes dadas por
{3 —2w,y,z,w) =(3,0,0,0) +y(0,1,0,0) + 2(0,0,1,0) + w(—2,0,0,1) : y,z,w € R}.

Logo o conjunto de solu¢bes da equacdo linear é dado por

o] ol Wl e[ o] b o))

:{[3+y+z—2w —3y+22+w] :y,z,weR}.
—y — 2z Y+ 24w

2. (3 val.) Seja V' o espago dos polinémios de grau < 2 e W C Msy«5(R) o subespago das matrizes
simétricas. Determine a expressdo geral de um isomorfismo f: V — W tal que f(1) = I.

Resolucao: Para definir um isomorfismo nas condi¢des pedidas é suficiente definir f enviando os ele-
mentos de uma base de V' para uma base de 1V, satisfazendo a condigdo f(1) = I. Assim consideramos

a base By = {1,t,t*} de U e a base By = { [(1) ﬂ , [(1) _01] , [g (1)]} de W, e definimos

110 |10 oy |01
=l §. =[5 4] e re= [0
Logo a expressdo geral do isomorfismo é
c a—>

ﬂa+bﬁ+d%:uﬁﬂ)+hﬂﬂ+cﬂﬂ)zla+b C].



3. (3 val.) Sabendo que A € M,,»,(R) é uma matriz invertivel, calcule

det(—A""([cof A]")7H).

Resolucdo: Uma vez que para uma matriz invertivel temos A~! = ﬁ[cof A]T, obtemos

det(— A" ([cof A]")™) = det(—A" (A -det A)7!) = det(—A" (A" - det A)7H)
= det(—A""!(det A) ' A) = det(—A"(det A) 1)
= (det A) 7" det(—A") = (det A) " (—1)"(det A)" = (—1)".

4. (3 val.) Considere o espa¢o V' dos polinémios de grau < n. Sejam
U={pt) eV :p(t)=p(-t),VteR} e W={p(t)eV:p(t)=-p(—t),Vt € R}
os subespacos de polindmios pares e impares, respectivamente. Mostre que

dim U +dim W =n+ 1.

Resolucdo: Seja T': V — V definida por T(p(t)) = p(t) — p(—t). E facil de verificar que T é uma
transformagdo linear. O nicleo de T" é o subespago N (T') = {p(t) : T'(p(t)) = 0} = U. Por outro lado
a imagem de T é o subespaco

Im(T) = {q(t) : T(p(t)) = q(t),p(t) € V} = {q(t) = p(t) — p(=t) : p(t) € V'}.

Entdo para todo ¢(t) € Im(T") temos q(—t) = p(—t) — p(t) = —q(t), ou seja, Im(7") = W. Usando o
Teorema da Caracteristica- Nulidade concluimos que

dimU +dim W = dim N(T) + dimIm(T) = dimV = n + 1.

Grupo Ill — Teste 3 — 40 minutos

1. Seja V' o espago vetorial dos polindmios reais de grau < 2 e T : V — V a transformacdo linear definida
por
T(a+ bt + ct*) = (a + 2c) + 4bt + (3a + 2¢)t>.

(a) (3 val.) Determine os valores préprios de T e as respectivas multiplicidades algébricas.

Resolucdo: Comecamos por determinar a matriz que representa 7' na base B = (1,t,t%). As
imagens dos vectores da base sdo dadas por

T(1)=1+3t2 T(t)=4t, T(*) =2+ 2%

2
0].
2

O polinédmio caracteristico de A é p(\) = det(A — M) = —(4 — M\)*(A + 1), donde se conclui que
os valores proprios de T" s3ao 4 e —1, com multiplicidades algébricas 2 e 1, respectivamente.

Logo a matriz que representa 1" é

A=

w O =
O = O




(b) (3 val.) Determine um subespaco invariante de 7" de dimens3o 2.
Resolucao: Calculando a dimensdo do espago préprio de do valor préprio 4, dimN(A — 41),

obtemos
-3 0 2
A—4I=10 0 O
3 0 -2

Como o nicleo da matriz tem dimens3o 2, concluimos que o espago préprio £(4) é um subespaco
invariante de dimensao 2.

(c) (2 val.) Justifique que T' é diagonalizavel e determine uma base B de V tal que a representacdo
matricial de T" na base B é diagonal.

Resolucao: 7' é diagonalizavel, porque existe uma base de V' formada por vetores préprios: 2
associados ao valor préprio 4 e um valor préprio 1. Usando a alinea anterior, temos

N(A—4I) = {(a,b,ia) :a,bER},

Logo
E(4):{a(lJr;tQ)ert:a,beR}.

O nicleo de A + I é dado pelo niicleo da matriz

W O N
o ot O
w O N

logo N(A + 1) = {(a,0,—a) : a € R} e B(—1) = { a(1 — t?) : a € R}. Donde uma base de
vetores préprios pode ser

3
B = {1+2t2,t,1 —tQ}.
(d) (2 val.) Usando o Teorema de Cayley-Hamilton mostre que
1
T-'= —(=T*+ 7T —8I).
16( * )

Resolugao: Pelo Teorema de Cayley-Hamilton sabemos que p(7') é o endomorfismo nulo, onde
p(A\) € o polinémio caracteristico. Uma vez que p(\) = —(4 — A\)?)(A+1) = = A3+ 7X? =8\ — 16
obtemos

p(T)=0& —T° 4+ 71* - 8T — 161 =0 < T(—T° + 7T — 81) = 161,

logo
1
T '= —(=T*+7T - 8I).
16( - )
2. (3val.) Classifique a forma quadratica f : R* — R definida por f(z,vy, z) = 22% —2zy+3y* — 212+ 322
Resolucao: A matriz simétrica que define esta forma quadratica é a matriz
2 -1 -1

-1 3 0],
-1 0 3



cujo polinédmio caracteristico é p(A) = (3 — A)(A —4)(A — 1). Concluimos que os valores préprios da
matriz sdo todos positivos, portanto a forma quadratica é definida positiva.

1 -1
. (4 val.) Determine uma decomposicdo em valores singulares para a matriz A= |0 0
1 -1

Resolucao: Temos
1 -1
T, |1 0 1 12 =2
AA_[—IO—l?_Ol_—22’

com polinédmio caracteristico p(A\) = det(ATA — X\I) = A\ — 4)\. Logo os valores préprios sdo 4 e 0 e
os valores singulares sao 2 e 0. A matriz dos vetores préprios ortonomados correspondentes é

=501

2 0
Assim, a matriz D da decomposicdo em valores singulares A = UDV é dada por D = |0 0| e
0 0
V=5 =L [1 _1] Falta apenas determinar a matriz U, que satisfaz
V21 1| ,
L=ty gy V200
UD=AS=10 0 [_1 11\@: 0 0
1 -1 V2 0

Assim, a primeira coluna de U obtém-se dividindo a primeira coluna de AS pelo valor singular 2.
Juntando dois vetores que formem uma base ortonormada de R? obtemos as restantes colunas de U,
por exemplo

1 1 0 1
U=—101 0
V2 1 0 -1
. (3 val.) Seja V' um espaco vetorial real com produto interno e B = {vy,...,v,} uma base ortogonal de

V. Dado v € V, seja 6; o angulo entre v e v;. Mostre que
2 2 —
cos“ @y + ...+ cos" 0, = 1.

(v,v;)

Resolucao: Temos cosf; = ol e existem escalares aq, ..., q, tais que v = a v + ... + QuU,,
VI1|U;

logo
(v,v;) = (V1 + ... + Uy, v;) = ag|vi|?

e

0[] = (v,v) = {Qv1 + ... + U, 11 + ..+ ) = Ao + ..+ Q2o

porque a base B é ortogonal. Logo

cost gy = L) _adlul - ailul
[ollPlloall® - [l [v]]
€ portanto
2 2 2 2 2
cost by 4 4oty — QA adlel® ol

bl el oll?



