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1o semestre de 2006/2007

2o Teste - 16 de Dezembro de 2006
-

Resolu�c~ao

1. Considere o conjunto:

M = f(x; y; z) 2 R3 : x2 � 2xz + 2y2 � z3 = 0; y > 0; 1 < z < 3g ;
a) Mostre que M �e uma variedade e determine a sua dimens~ao. (2.5 val.)

b) Determine o espa�co normal e o espa�co tangente aM no ponto (0; 2; 2).
(3 val.)

c) Justi�que porque a equa�c~ao x2 � 2xz + 2y2 � z3 = 0 determina z
implicitamente como fun�c~ao de classe C1 de x e y numa vizinhan�ca
do ponto (0; 2; 2), e calcule a derivada parcial @z

@y
(0; 2): (2.5 val.)

Resolu�c~ao

(a) M �e o conjunto de n��vel 0 da fun�c~ao F (x; y; z) = x2�2xz+2y2� z3,
de classe C1. A matriz derivada de F �e dada por:

DF (x; y; z) = [2(x� z); 4y; �2x� 3z2]:

Temos:
DF (x; y; z) 6= (0; 0; 0) 8(x; y; z) 2M

porque 4y > 0; 8(x; y; z) 2 M , ou porque DF (x; y; z) = (0; 0; 0)
implica (x = z) ^ (y = 0) ^ (�2x � 3z2 = 0), ou seja (z = 0) _ (z =
�2=3), portanto (x; y; z) 62M . Conclui-se que M �e uma variedade, e
que a sua dimens~ao �e 3� carDF = 3� 1 = 2.

(b) Os vectores normais aM no ponto (0; 2; 2) s~ao gerados porDF (0; 2; 2) =
(�4; 8;�12). Portanto o espa�co normal a M �e dado por:

T(0;2;2)M
? = fc(�1; 2;�3) : c 2 Rg :

Os vectores tangentes a M no ponto (0; 2; 2) s~ao perpendiculares ao
vector (�1; 2;�3), portanto s~ao solu�c~oes da equa�c~ao �a+2b�3c = 0.
Assim

T(0;2;2)M = fb(2; 1; 0) + c(�3; 0; 1) : b; c 2 Rg :
(c) A fun�c~ao F (x; y; z) = x2 � 2xz + 2y2 � z3 �e de classe C1 em R

3,
e veri�ca F (0; 2; 2) = 0; @F

@z
(0; 2; 2) = �12 6= 0. Pelo Teorema da

Fun�c~ao Impl��cita, existe uma vizinhan�ca de (0; 2; 2), onde a equa�c~ao
F (x; y; z) = 0 determina z implicitamente como fun�c~ao de classe C1

de x e y. Temos ainda:

@z

@y
(0; 2) = � @F=@y

@F=@z

����
(0;2;2)

= � 8

�12 = 2=3:



2. Considere o campo vectorial F (x; y; z) = (x; y; z + 1) e a superf��cie

S =
�
(x; y; z) 2 R3 : x+ y + z = 1; x; y; z > 0

	
:

Calcule o uxo de F atrav�es de S no sentido da normal com terceira
componente negativa.

(a) pela de�ni�c~ao de uxo; (3 val.)

(b) usando o teorema da divergência; (3 val.)

Resolu�c~ao

(a) Consideremos a parametriza�c~ao de S de�nida por:

g(x; y) = (x; y; 1� x� y);

com

(x; y) 2 T := f(x; y) 2 R2 : 0 < y < 1� x; 0 < x < 1g:
A sua matriz Jacobiana �e dada por

Dg(�; �) =

2
664

1 0

0 1
�1 �1

3
775 :

Vemos que
Dxg �Dyg = (1; 1; 1)

tem o sentido contr�ario ao pretendido, pois a sua terceira componente
�e positiva. Assim,

F (g(x; y)) � (Dxg �Dyg) = (x; y; 2� x� y) � (1; 1; 1) = 2

pelo que o uxo �e dado por

Z
S

F � � dS = = �
ZZ

T

F (g(x; y)) � (1; 1; 1) dx dy

= �
ZZ

T

2 dx dy = �2 �area(T ) = �2� 1

2
= �1

Alternativamente, vemos facilmente pela equa�c~ao do plano x+y+z =
1 que a normal unit�aria do enunciado �e � = � 1p

3
(1; 1; 1). Assim,Z

S

F � � dS = = � 1p
3

Z
S

(x; y; z + 1) � (1; 1; 1) dS

= � 1p
3

Z
S

x+ y + z + 1 dS = � 1p
3

Z
S

2 dS

= � 2p
3

Z
S

1 dS = � 2p
3

ZZ
T

jjDxg �Dyjj dx dy

= � 2p
3
�
p
3� �area(T ) = �1:



(b) Temos divF = 1 + 1 + 1 = 3. Seja D a regi~ao

D = f(x; y; z) 2 R3 : 0 < z < 1� x� y; x; y > 0g
e B1, B2 e B3 as regi~oes

B1 : = f(x; y; z) 2 R3 : z = 0; 0 � y � 1� xg;
B2 : = f(x; y; z) 2 R3 : x = 0; 0 � z � 1� yg;
B3 : = f(x; y; z) 2 R3 : y = 0; 0 � z � 1� xg:

Sejam nB1
= (0; 0;�1), nB2

= (�1; 0; 0), nB3
= (0;�1; 0) as normais

unit�arias a B1, B2 e B3, respectivamente, exteriores ao s�olidoD (note
que @D = S [B1 [B2 [B3). Pelo Teorema da Divergência temos,ZZZ

D

divF =

Z
S

F � next +
Z
B1

F � nB1
+

Z
B2

F � nB2
+

Z
B3

F � nB3
:

Como

* ZZZ
D

divF =

Z 1

0

Z 1�x

0

Z 1�x�y

0

3 dz dy dx

= 3

Z 1

0

Z 1�x

0

1� x� y dy dx =

= 3

Z 1

0

[(1� x)y � y2

2
]y=1�x
y=0 dx

=
3

2

Z 1

0

(1� x)2 dx = �1

2
[(1� x)3]10 =

1

2
;

* nB1
= (0; 0;�1) e F � nB1

= �(z + 1) = �1 em B1, pelo queZ
B1

F � nB1
= �(�area B1) = �1

2
;

* nB2
= (�1; 0; 0) e F � nB2

= �x = 0 em B2, pelo queZ
B2

F � nB2
= 0;

* nB3
= (0;�1; 0) e F � nB3

= �y = 0 em B3, pelo queZ
B3

F � nB3
= 0;

obtemos Z
S

F � nest = 1

2
+

1

2
= 1:

Note-se que este uxo �e segundo a normal exterior a D e que o uxo
pedido �e segundo a normal interior, pelo que o resultado dever�a ser
�1, como o obtido na al��nea (a).



3. Utilizando o teorema de Stokes calcule o uxo do campo

H(x; y; z) = (y + z; x+ z; x+ y)

atrav�es da superf��cie

L =
�
(x; y; z) 2 R3 : z = x2 + y2; y > 0; z < 4

	
;

no sentido da normal com terceira componente positiva. (3 val.)

Resolu�c~ao

O campo H �e de classe C1 em R
3 e tem divergência nula

divH = 0 + 0 + 0 = 0:

Uma vez que R3 �e um conjunto em estrela conclu��mos que H �e um campo
rotacional, i.e., tem um potencial vector, A,

rotA = H ,

,

8><
>:

@A3

@y
� @A2

@z
= H1 = y + z

@A1

@z
� @A3

@x
= H2 = x+ z

@A2

@x
� @A1

@y
= H3 = x+ y

Escolhendo A1 = 0,8<
:

@A3

@y
� @A2

@z
= y + z

�@A3

@x
= x+ z

@A2

@x
= x+ y

,

,

8><
>:

@A3

@y
� @A2

@z
= y + z

A3 = �x2

2 � zx+ c3(y; z)

A2 = x2

2 + xy + c2(y; z):

:

Substituindo A2 e A3 na primeira equa�c~ao,

@

@y

�
�x2

2
� zx+ c3

�
� @

@z

�
x2

2
+ yx+ c2

�
= y + z ,

@c3
@y

� @c2
@z

= y + z:

Escolhendo c3 = 0 obtemos

c2 = �yz � z2

2
+ k;

pelo que um potencial vector de H �e dado por

A =

�
0;
x2

2
+ yx� yz � z2

2
;�x2

2
� zx

�
:

Pelo teorema de Stokes temos ent~aoZZ
L

H � nL dS =

ZZ
L

rot A � nL dS =

Z
C

A � dg;



onde C = @L = C1 [C2, com C1 um arco de uma par�abola no plano xOz

C1 =
�
(x; y; z) 2 R3 : y = 0; z = x2; z < 4

	
;

e C2 uma semi-circunferência,

C2 =
�
(x; y; z) 2 R3 : z = 4; x2 + y2 = 4; y � 0

	
:

Usando x como parâmetro na curva C1,

g1(x) = (x; 0; x2); �2 < x < 2;

e tendo em conta que o sentido induzido por nL em C �e o sentido hor�ario
para um observador no ponto (0; 50; 0), obtemos

Z
C1

A � dg1 =

Z 2

�2

�
0;
x2

2
� x4

2
;�x2

2
� x3

�
� (1; 0; 2x) dx =

= �
Z 2

�2

�
x3 + 2x4

�
dx = �2

5
x5j+2

�2 = �128

5
:

Para C2, usando a representa�c~ao param�etrica,

g2(�) = (2 cos(�); 2 sen(�); 4); 0 � � � �;

temos Z
C2

A � dg2 =

=
R �
0

�
0; 2 cos2(�) + 4 cos(�) sen(�)� 8 sen(�)� 8;�2 cos2(�)� 8 cos(�)

� �
� (�2 sen(�); 2 cos(�); 0) d� =

=

Z �

0

�
4 cos3(�) + 8 cos2(�) sen(�)� 16 sen(�) cos(�)� 16 cos(�)

�
d�

=

�
4 sen(�)� 4

3
sen3(�)� 8

3
cos3(�) + 4 cos(2�)� 16 sen(�)

��
0

=

=
16

3
:

Conclu��mos ent~ao queZZ
L

H � nL dS =

Z
C1

A � dg1 +
Z
C2

A � dg2 = �128

5
+

16

3
= �304

15
:

4. Seja S a superf��cie em R
4:

S = f(x; y; z; t) 2 R4 : z = f1(x; y); t = f2(x; y); (x; y) 2 Tg ;

onde f1; f2 s~ao fun�c~oes de classe C1 em T , e T �e um subconjunto aberto
de R2.



a) Obtenha uma f�ormula geral para a �area de S (ou seja para
R
S
1,

pressupondo que esse integral �e �nito) na forma de um integral duplo
envolvendo as derivadas parciais de f1 e f2. (1.5 val.)

b) Calcule a �area da superf��cie S dada por: (1.5 val.)

z = x+ 2y; t = �x+ y; 0 < x; y < 1:

Resolu�c~ao

(a) A superf��cie S �e parametrizada pela fun�c~ao:

g(x; y) = (x; y; f1(x; y); f2(x; y)); (x; y) 2 T;

cuja matriz derivada �e:

Dg(x; y) =

2
666666664

1 0

0 1

@f1
@x

@f1
@y

@f2
@x

@f2
@y

3
777777775
:

Obtemos assim uma express~ao para o factor
p
det(DgtDg) no inte-

gral:p
det(Dgt(x; y)Dg(x; y))

=

vuuuutdet

2
64 1 + (@f1

@x
)2 + (@f2

@x
)2 @f1

@x

@f1
@y

+ @f2
@x

@f2
@y

@f1
@x

@f1
@y

+ @f2
@x

@f2
@y

1 + (@f1
@y

)2 + (@f2
@y

)2

3
75 :

Depois de alguma simpli�ca�c~ao, obtemos:s
1 +

�
@f1
@x

�2

+

�
@f2
@x

�2

+

�
@f1
@y

�2

+

�
@f2
@y

�2

+

�
@f1
@x

@f2
@y

� @f2
@x

@f1
@y

�2

:

Assim uma f�ormula geral para a �area de S �e:

ZZ
T

s
1 +

�
@f1
@x

�2

+

�
@f2
@x

�2

+

�
@f1
@y

�2

+

�
@f2
@y

�2

+

�
@f1
@x

@f2
@y

� @f2
@x

@f1
@y

�2

dx dy:

(b) Aplicando a f�ormula na al��nea anterior, a �area �e dada por:Z 1

0

Z 1

0

p
17 dx dy =

p
17:


