Conteudo




2 CONTEUDO

K4__Quocientes e Isomorfismod 171
U1 Grupos e Relacoes de Equivaléncid . . . . . . . . . ... ... 171
W2  Grupose Anéis Quaciented . . . . . . . ... ... 178

|5 Grupos Finitod 223

5.3 __Grupos Nilpotentes e Resoliiveid . . . . . o oo vttt 234

5.4 Grupos Simpled . . . . ... 240
5.5 Gruposde Simetriad . . ... 245
55.5.1 Grupos de simetrias de figuras planad ......... 245

5.5.2  Grupos de simetrias de figuras tridimensionaid . . . . 248

6.5 Modulos de Tipo Finito sobre dipl. . . . . . . ... ... .. 280

6.5 Diagonalizacio de matrizes com entradas num d.ip) . 281
6.5.2  Decomposicio em factores ciclicos invarianted . . . . . 284
16.5.3  Decomnposicio em factores ciclicos primariod . . . . . . 286

6.5.4 __Componentes primariad . . . . . ... ... 288

[2.2_ Constricoes com Réena e Compassd . . . . o o v v oot oL 306

[2.3 Extensdes de Decomposicad . . . . . o v oo 311




CONTEUDO

|A_Complementos sobre a Teoria dos Conjuntos]
A1 Relacdes e Funcded . . . . . . . ...

[A.2_Axioma da Escolha, Lema de Zorn e Inducad . . . . . . . . .

347
347
350
356
362
367
372
378

391
392
397
404
409

417

421



CONTEUDO



Prefacio

A divisao tradicional da Matematica nas trés areas fundamentais, Algebra,
Anélise e Geometria/Topologia, subsiste até aos dias de hoje. Embora a
Matematica contemporanea cada vez menos possa ser caracterizada desta
forma, quer pelas novas dreas que nao encaixam nesta divisao tradicional,
quer pela importancia crescente de areas multidisciplinares, é nossa opiniao
que a formacao do aluno deve ter por base uma forte preparacao em cada
uma destas trés areas fundamentais. O programa de estudos de qualquer
licenciatura em Matematica bem estruturada, seja ela virada para o ensino,
para a investigacao ou para a industria, deve pois incluir, pelo menos, trés
semestres de preparacao em cada uma destas dreas. O presente texto pre-
tende ser um livro de apoio as disciplinas de formacao de base em uma delas:
a Algebra.

Antes de mais, deve-se observar que, hoje em dia, é aceite por toda a
comunidade matemaética a formulacao conceptual, axiomadtica, da Algebra.
Mais do que isso, a metodologia algébrica é uma das ferramentas essenciais
da Matematica. Por outro lado, depois de na segunda metade do século
XX se ter assistido a uma abstraccao sem paralelo na Matematica, mais
recentemente, verificou-se um retorno a uma tradicao nunca perdida: os
desafios criados por problemas concretos, por vezes de natureza elementar,
mas cuja solugao requer métodos de extrema complexidade. O ensino da
Algebra deve, quanto a nds, reflectir este binémio abstracto-concreto. Como
perguntava o grande matematico contemporaneo Vladimir Arnol’d, de que
serve a um estudante saber o que é um anel local e as suas propriedades, se
desconhecer o exemplo do anel das séries de poténcias?

Este texto é, pois, uma iniciagdo ao estudo sisteméatico da Algebra as-
sente nestes principios. Ao longo do texto, apresentam-se as estruturas
algébricas elementares e estudam-se as suas propriedades. A introducao de
uma nova estrutura algébrica é sempre precedida de exemplos e/ou pro-
blemas que a motivam, partindo-se dai para a sua definicdo axiomaética. O
nivel de abstraccao é progressivo em cada seccao, em cada capitulo e em cada
novo capitulo. Para além das preocupagoes pedagogicas, o leitor deve estar
consciente de que assim sucede com a formagao de qualquer matematico, e
foi assim que aconteceu ao longo dos tempos com a prépria Matematica: as
fungoes foram introduzidas e estudadas, antes de qualquer definicdo axioma-
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tica em termos de pares ordenados; os grupos e os anéis foram introduzidos,
estudados e investigados, muito antes de terem sido conceptualizados; as
semelhancas de construcoes entre as varias estruturas algébricas foram no-
tadas e utilizadas, muito antes de o conceito abstracto de categoria ter sido
descoberto.

Este livro nasceu de notas compiladas pelos autores durante a leccionagao
das disciplinas de Algebra I e II da Licenciatura em Matematica Aplicada
e Computacao, do Instituto Superior Técnico (IST). O material aqui ex-
posto inclui todos os topicos cobertos por essas disciplinas e ainda alguns
topicos adicionais que, principalmente por limitagoes de tempo, nao eram
normalmente cobertos. A escolha de tépicos pretende ser representativa, de
forma a constituir o essencial de uma formacao béasica em Algebra. Para
além disso, dentro dos principios acima enunciados, pretendemos estabele-
cer pontes com outras adreas da Matematica. E frequente um capitulo incluir
uma seccao de “aplicagoes”, que pressupoe conhecimentos de outras areas
da Matematica por parte do leitor. Como j4 referimos acima, os autores nao
véem o estudo da Algebra de forma independente do estudo das outras areas
da Matematica, e estas secgbes, embora nao prejudicando a dependéncia
légica entre os capitulos, devem ser entendidas como parte integrante do
texto, em vez de meras curiosidades. Nunca é de mais referir que os exer-
cicios propostos sao igualmente parte integrante do texto. Na Matematica,
como em tudo, aprende-se experimentando e enfrentando problemas. Por
isso mesmo, as demonstragoes de alguns dos resultados enunciados no texto
sao propostas como exercicio.

Existem certamente outras possibilidades de ordenacao da matéria para
além da sugerida pela sequéncia dos varios capitulos. Um exemplo de pro-
grama alternativo possivel para um curso de trés semestres é o seguinte:

e Semestre 1: nogoes elementares (Capitulo [), inteiros (Capitulo B,
aritmética mod p e anéis de polindmios (Capitulo B excepto duas
ultimas secgoes), quocientes e isomorfismo (primeiras 5 secgoes do
Capitulo H);

e Semestre 2: grupos finitos e sua estrutura (Capitulo H) e Teoria de
Galois (Capitulo [0);

e Semestre 3: médulos (Capitulo [l e duas ultimas secgoes do Capitulo
e do Capitulo Hl) e Algebra Comutativa (Capitulo H);

Deve notar-se que o livro assume conhecimentos elementares de Algebra
Linear.

Os autores gostavam, em primeiro lugar, de agradecer a todos os alunos
que ao longo de mais de dez anos utilizaram as notas que deram origem a
este livro. A interaccdo com estes alunos, o que aprendemos com eles, foi
o principal motor de aperfeicoamento das notas que deram origem a este
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texto. Foi com grande satisfagdo que pudemos testemunhar como alguns
desses alunos vieram a singrar como matematicos profissionais. Gostavamos
também de agradecer a todos os colegas do Departamento de Matematica do
Instituto Superior Técnico, o seu apoio e o excelente ambiente de trabalho,
que possibilitou o desenvolvimento deste texto. Uma mencao especial a
Maria Vaz Pinto, colega que também leccionou Algebra no IST com recurso
a este texto, e aos dois referees anénimos, que nos transmitiram intmeros
comentarios e sugestoes que ajudaram a melhorar significativamente o texto.

LisBoA, JANEIRO DE 2003

Ruir LojA FERNANDES
MANUEL RIcoU

Departamento de Matematica
Instituto Superior Técnico
1096 Lisboa Codex
PORTUGAL

rfern@math.ist. utl. pt
mricou@math.ist. utl. pt
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Capitulo 1

Nocoes Basicas da Algebra

1.1 Introducao

A Algebra ¢é hoje, como sempre foi, o estudo das operacoes, regras de célculo,
e procedimentos para a solucdo de equagdes. A origem do préprio termo
“Algebra” é especialmente elucidativa. De acordo com B. L. van der Wa-
erden, um distinto algebrista contemporaneo, este termo foi utilizado pela
primeira vez por um autor arabe do século IX, no titulol] de um tratado
apresentando conhecimentos matematicos de utilidade “préatica”. A pala-
vra arabe al-jabr é utilizada nesse tratado para designar dois procedimentos
fundamentais para a resolucao de equacoes:

1. a soma da mesma quantidade positiva a ambos os membros de uma
equacao, para eliminar quantidades negativas, e

2. o produto da mesma quantidade positiva por ambos os membros de
uma equacao, para eliminar fracgoes.

O tratado referido descreve conhecimentos de natureza diversa, incluindo
nao sé a resolucao de equagoes do 12 e 22 graus, como o estudo de problemas
geométricos, astronémicos, comerciais, o calculo de calendéarios, etc. Com o
tempo, o termo al-jabr, ou Algebm, passou a ser utilizado para representar
em geral conhecimentos sobre operagoes e equacoes numéricas.

Hoje em dia, é comum distinguir a chamada /flgebm Cldssica da /flgebm
Moderna. Estas expressoes nao sao particularmente felizes, e parafraseando
o matematico italiano F. Severi, sem duvida que a /flgebm Moderna de
hoje se tornara na Algebm Cldssica de amanha. Na realidade, se comparar-
mos, por exemplo, a Algebra do século XX com a Algebra do século XVI,
e eliminarmos diferencas que sao visiveis em qualquer outro ramo cientifico
(rigor, formalismo, notacoes, pura quantidade de conhecimentos), a principal

LA traducéo para inglés do titulo completo é “The Compendious Book on Calculation
by al-jabr and al-muqabala’.
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diferenca que nos resta é a da generalidade com que os problemas algébricos
sao hoje enunciados e estudados.

Mesmo esta tendéncia para a generalizacao do ambito da Algebra sempre
esteve presente no passado. Inicialmente, reflectiu-se apenas nas sucessivas
generalizagoes do conceito de nimero (de natural, para racional positivo,
para mais recentemente incluir niimeros negativos, complexos e irracionais).
No século XIX, reconheceu-se que muitas das ideias ditas “algébricas” se
aplicavam igualmente a objectos que nao sao nimeros, como por exemplo
vectores, matrizes e transformagoes.

A lenta expansao do dominio da Algebra sucedeu-se uma brusca explo-
sao, quando se compreendeu que € possivel estudar propriedades de qualquer
operacao algébrica sem especificar a natureza dos objectos sobre os quais
essa operacao actua, nem descrever como o resultado da operacao deve ser
calculado. Na realidade, este estudo faz-se simplesmente postulando (i.e., to-
mando como hipdtese) um determinado conjunto de propriedades algébricas
bésicas que a operacdo é suposta verificar, como por exemplo a comutati-
vidade e a associatividade. A Algebra tornou-se finalmente aziomdtica (se
bem que com um atraso de mais de 2000 anos em relagao a Geometria). Esta
foi a inovacao mais significativa introduzida no século passado, e justifica o
uso do nome “Algebra Geral”, quando nos referimos a Algebra dos nossos
dias.

A axiomatizacao da Algebra exigiu antes do mais a definicdo de estru-
turas algébricas abstractas. No caso mais simples, uma estrutura algébrica
abstracta é formada por um conjunto nao-vazio X, dito o suporte da es-
trutura, e uma operacao bindria em X, que nao é mais do que uma funcao
u: X x X — X. Diferentes conjuntos de suposicoes, ou axiomas, exigidos
a esta operacao, conduzem & definicao de diferentes estruturas algébricas
abstractas. Estas defini¢oes nao incluem qualquer hipétese sobre a natureza
dos elementos do conjunto X, nem sobre os procedimentos a seguir para
calcular os valores da fungao p.

Certas convengoes simples sao universalmente seguidas. Se p: X x X —
X for uma operacao binaria em X, é comum escolher um simbolo como por
exemplo “+” ou “x” para a representar, escrevendo “x 4+ y” ou “x xy” em
vez de “u(z,y)”. Frequentemente indicamos a operacao por simples justa-
posigao, i.e., escrevemos “xy” em vez de “u(x,y)”. A utilizagdo de notagoes
como “xr+y” e “xy” nao significa de modo algum que os simbolos designem
as usuais operacoes sobre numeros. A este respeito, a Unica convengao ge-
ralmente aceite é que o simbolo “+” s6 é utilizado para designar operacoes
comutativas, i.e., operagoes tais que p(x,y) = p(y,z). Para simplificar a
nossa terminologia, sempre que lidarmos com uma operagao comutativa re-
presentada pelo simbolo “+” diremos que usamos notagdo aditiva. Em todos
os outros casos, a notacao diz-se multiplicativa. Usamos sistematicamente
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as convencoes habituais sobre o uso de parénteses, ou seja,

z* (y * 2) = plz, ply, 2)),

em geral diferente de

(z*xy)*z = p(p(z,y),2).

Quando impomos poucos axiomas a estrutura algébrica em estudo, obtemos
resultados de grande generalidade, porque apliciveis a muitas estruturas
algébricas concretas. Naturalmente, os resultados muito gerais tendem a ser
pouco interessantes, precisamente porque se baseiam num nimero reduzido
de hipoteses. Se escolhermos & partida um conjunto de axiomas mais rico,
podemos em principio derivar resultados mais interessantes, mas natural-
mente menos gerais, porque menos estruturas algébricas concretas verificam
os axiomas de partida. Consequentemente, um dos problemas principais da
Algebra Geral é exactamente o de determinar conjuntos de axiomas (i.e.,
definicoes de estruturas algébricas abstractas) que sao suficientemente gerais
para incluir muitos exemplos concretos tteis e, ao mesmo tempo, suficien-
temente ricos para permitir obter resultados interessantes.

Ilustramos estas observagoes com alguns exemplos muito simples. Sem
qualquer hipdtese adicional sobre a operacao *, podemos introduzir a nogao
de elemento neutro, sugerida pelo comportamento dos inteiros 0 e 1, respec-
tivamente em relagao a soma e produto usuais.

Definigao 1.1.1. Seja * uma operagao bindria no conjunto X. O elemento
e € X diz-se ELEMENTO NEUTRO para esta operagao se e s se rxe = exr = T
para qualquer x € X.

Podemos provar imediatamente um resultado valido para qualquer ope-
ragao bindria.

Proposigao 1.1.2. Toda a operagcdo bindria tem no mdximo um elemento
neutro.

Demonstracao. Suponha-se que e e € sao ambos elementos neutros para a
operacao *. Temos entao

exé=¢ (porque e é elemento neutro),
exé=c¢e (porque € é elemento neutro).
Concluimos portanto que e = €. O

E comum usar os termos “zero” e “um’” (este ultimo mais frequente-
mente chamado “identidade”) para designar o elemento neutro da operacao
*, quando este elemento neutro existe. Convém evidentemente usar estes
termos de forma consistente, i.e., o termo “zero” (e mesmo o simbolo “07”)
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usa-se em notagao aditiva, e o termo “identidade” (e possivelmente o simbolo
“1”, ou “I”) usa-se em notacao multiplicativa.

Quando a operacao * tem identidade e, é possivel introduzir a nogao de
elementos inversos. A definicao é a seguinte:

Definicao 1.1.3. O elemento x € X diz-se INVERTIVEL se e sé se existe
y € X tal que
THRY=Yy*xT =e€.

Neste caso, y diz-se INVERSO de z.

Mais uma vez, por uma questao de familiaridade, quando usamos notagao
aditiva, os inversos dizem-se simétricos. Note que y é inverso de x se e s6
se x € inverso de y, i.e., a relagao “é inverso de” é simétrica. Quando temos
apenas = * y = e, dizemos que y é inverso de x a direita, e T é inverso de
Yy 4 esquerda. E claro que y € inverso de x se e s6 se y € inverso a direita
e a esquerda de z. No entanto, um inverso a direita nao é necessariamente
inverso a esquerda. Apesar disso, e se a operacao * é associativa, podemos
ainda provar o seguinte resultado.

Proposigao 1.1.4. Seja * uma operagdo associativa em X. Se x € X tem
mverso o direita y, e inverso a esquerda z, entdo y = z e x € invertivel.

Demonstracao. Supomos que ¥, z € A sao tais que z *y = z*x = e. Temos
entao

rxy=e=zx(T*xy) =2 (porque z x e = z),
= (zxx)xy =2 (porque a operagao é associativa),
S exy=z (porque z x x = e),
S y=z (porque e x y = y).

O

A utilidade de resultados como o anterior é o de serem aplicaveis a qual-
quer estrutura algébrica concreta que satisfaca as hipdteses que utilizamos
(existéncia de identidade, e associatividade da operagao). Essas hipdteses
sdo precisamente as usadas na definicdo da estrutura algébrica que agora
introduzimos:

Definigao 1.1.5. A estrutura algébrica (X, *) diz-se um MONOIDE se satis-
faz as seguintes propriedades:

(i) A operagao * tem identidade e em X.

(ii) A operagao é associativa, i.e., (z % y) % z = x * (y * z), para quaisquer
z,y,z € X.
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Se a operacao é comutativa, i.e., se T *y = y* T para quaisquer z,y € X,
dizemos que o mondide é abelianofl. Se a operacao é comutativa e usamos
notagao aditiva, dizemos que o mondide € aditivo.

A Proposigao [LT4] permite concluir que:

Proposicao 1.1.6. Se (X,*) é um mondide (com identidade €), e x € X é
invertivel, existe um tinico elemento y € X tal que xxy =y *x = e.

Algumas das operagoes mais conhecidas fornecem exemplos de mondides.

Exemplos 1.1.7.

1. O conjunto das matrizes n X n com entradas reais com o produto usual de
matrizes € um mondide. Portanto, se A, B,C sao matrizes n xn, I € a matriz
identidade, e AB = CA =1, entdo B=C e a matriz A € invertivel.

2. O conjunto R® das funcoes §| f:R — R com o “produto de composi¢ao”,
definido por (f o g)(x) = f(g(x)) é um mondide. A identidade é a func¢ao
I:R — R dada por I(x) = x. Portanto, se existem funcgies g,h : R — R tais
que fog=ho f=1, entdo g=h e [ € invertivel (i.e., é uma bijec¢ao).

3. O congunto dos reais com a soma habitual é um mondide (aditivo). Neste
caso, qualquer elemento ¢ invertivel.

4. O conjunto dos reais positivos com o produto usual € um mondcide. Mais uma
vez a operac¢do € comutativa, e todo o real nao nulo é invertivel.

Se o elemento = do mondide (X, *) é invertivel, vimos que o inverso de x é
tnico. Tal como fazemos para os ntimeros, usamos em notagao multiplicativa

Wop—1m

a designacao “x para representar este inverso, e em notacao aditiva a

13 7

designacao “—z”. Com estas convengoes, certas regras algébricas bésicas
sobre simétricos e inversos aplicam-se na realidade em qualquer mondide.
Deixamos a demonstracao dos seguintes resultados como exercicio:

Proposicao 1.1.8. Se (X, %) € um mondide, e x,y € X sao invertiveis,
entdo =1 e y~! sdo invertiveis e temos

—1y—1 -1 -1,—1
(@) =, e(xy) =y a7 .
Para um mondide aditivo, temos

—(-x) =z, e —(z+y) = (=2) + (-y).

Exercicios.

2Em honra de Niels Henrik Abel (1802-1829), matematico noruegués considerado um
dos fundadores da Algebra Moderna.

3Se X e Y sdo conjuntos, Y é o conjunto de todas as fungdes f : X — Y (Ver a
definigdo A2 no Apéndice).
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1. Seja X = {z,y} um conjunto com dois elementos. Quantas operagoes
bindrias existem em X7 Quantas dessas operagoes sao (i) comutativas, (ii)
associativas, (iii) tém identidade?

2. Quantas operagoes bindrias existem num conjunto com 10 elementos?
3. Em (Z, —) existe identidade? Existem inversos? A operagao é associativa?

4. Seja R® o conjunto de funcdes referido no exemplo [CIAE, e suponha que
f € RE,
(a) Mostre que existe g € R tal que fog =1 se e s6 se f é sobrejectiva.
(b) Mostre que existe g € R¥ tal que go f = I se e s6 se f é injectiva.
(¢c) Se fog= foh=1,ésempre verdade que g = h?

5. Prove a Proposigao

6. Seja * uma operagao bindria em X, e z,y € X. Se n € N é um numero

natural, definimos a poténcia x" por inducdo como se segue: ! = z e, para

n > 1, 2" = 2" x 2. Suponha que * é associativa, e prove:
(a) " x 2™ = 2"T™ e (2")™ = ™™, para quaisquer n,m € N.
(b) z™xy™ = (z xy)", para qualquer n € N se zxy = y * x.
Como se podem exprimir estes resultados em notagao aditiva?
7. Suponha que (X,*) é um monéide com identidade e, e x € X é invertivel.

Neste caso, definimos para n € N qualquer, 27" = (x’l)", 2% = e. Prove que
as identidades do problema anterior sao validas para quaisquer n,m € Z.

1.2 Grupos

Os exemplos discutidos na secgao anterior mostram que num mondide ar-
bitrario nem todos os elementos sao necessariamente invertiveis. Os mo-
néides em que todos os elementos sao invertiveis correspondem a estrutura
abstracta mais central da Algebra.

Definicao 1.2.1. O mondide (G, *) diz-se um GRUPO se e s6 se todos os
elementos de G sao invertiveis. O grupo diz-se ABELIANO se a sua operagao
¢ comutativa.

Os seguintes exemplos dao uma ideia por pélida que seja da generalidade
deste conceito.

Exemplos 1.2.2.

1. (R,+) € um grupo abeliano.
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2. (R*,.) € igualmente um grupo abeliano.
3. (R™,+), onde a soma é a soma vectorial, € um grupo abeliano.

4. O conjunto das matrizes n X n invertiveis (ndo-singulares) de entradas reais
é um grupo nao-abeliano com o produto usual de matrizes (o chamado Grupo
Geral Linear, por vezes designado por GL(n,R)).

5. Os complexos C com |z| = 1 (o circulo unitdrio, usualmente designado por
S') com o produto complero formam um grupo abeliano.

6. Os complexos {1,—1,i,—i} com o produto complexo formam um grupo finito
abeliano.

7. As funcoes f : R — R formam um grupo abeliano com a soma usual de
funcdes. Podemos também considerar classes especiais de fungoes, tais como as
funcdes continuas, as fungoes diferencidveis ou, ainda, as funcoes integrdveis,
e todas elas formam grupos abelianos.

8. Se X ¢ um conjunto qualquer e (G,+) € um grupo abeliano, entao as fungoes
f: X — G formam um grupo abeliano, com a operacao “+” definida por

(f+9)(x) = f(z) +g(x), VzelX
(Nesta dltima expressiao o simbolo “+7 tem dois significados distintos!)

9. Mais geralmente, se X € um conjunto e (G,*) é um grupo, entdo as fungoes

[

f: X — G formam um grupo, com a operagcdao “«” definida por

(f*9)(z) = f(x) *x g(z), VreX.

“y »

(Mais uma vez, nesta expressdo o simbolo “«” tem dois significados distintos.)

O quarto exemplo ilustra um facto absolutamente geral: os elementos
invertiveis de qualquer mondide formam sempre um grupo.
Proposicao 1.2.3. Seja (X, *) um mondide, e G o conjunto dos elementos
invertiveis em X. Entao G € fechado em relagio a *, e (G,*) € um grupo.
Demonstracdo. A identidade e de X é invertivel, e e~! = e, porque exe = e.
Portanto, G nao é vazio, e contém a identidade de X.

A Proposicao [LTR mostra que

reG=2'cqG (porque (z~1)~! = x),
e, ainda, que
1 -1

z,yeG=uzxycd (porque (zxy) ' =y txah).

Como a operagao * é associativa (no mondide original), (G, *) é um grupo.
O
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Nao é objectivo desta seccao discutir a teoria dos grupos em profundi-
dade. Referimos aqui apenas alguns resultados elementares que nos serao
lteis no estudo de muitas outras estruturas algébricas.

Proposicao 1.2.4. Se (G,*) é um grupo (com elemento neutro e), temodl:

(i) Seg,g,h€e G egxh=¢g xh ouhxg=hxg, entao g= ¢ (LEIS DO
CORTE);

(ii) Em particular, se g g = g entdo g = e;

(iii) A equagdo g *x x = h (respectivamente, x * g = h) tem como solug¢do
tinica x = g~ % h (respectivamente, x = hx g~ ').

Demonstracdo. Temos:
gxh=g xh= (gxh)xh L= (¢ *h)xh”!
— gx(hxh™ ) =g x(hxh™1)
= gxe=g xe

(porque h é invertivel),
(por associatividade),
(porque h+ h™! =e),
(

—g=d porque e é identidade).

A demonstracao para hx g = h x g’ é andloga, logo (i) verifica-se. Por
outro lado,

grg=g=>gxg=gxe (porque g * e = g),
= g=c (pelo resultado anterior).
e (ii) é verdadeira. A demonstracao de (iii) fica como exercicio. O

Se (G,*) é um grupo e H C G é um conjunto ndo-vazio, é possivel que
H seja fechado em relacao a operacao x, i.e., é possivel que h x h' € H,
sempre que h,h’ € H. Neste caso, a operagao * ¢ uma operacao binéria em
H, e podemos investigar em que condigoes é que (H,*) é um grupo, caso
em que (H,x) se diz SUBGRUPO de (G, %).

O resultado seguinte fornece um critério simples para decidir se um dado
subconjunto H de um grupo G é um subgrupo.

Proposicao 1.2.5. Se (G, x) é um grupo (com elemento neutroe), e H C G
¢ ndo-vazio, entdo (H,*) é um subgrupo de (G,*) se e s6 se hxh'~! € H,
para quaisquer h,h’' € H.

Demonstrag¢do. Supomos primeiro que (H,*) é um grupo. Temos a provar
que hxh'~! € H, para quaisquer h, h’ € H. Neste caso, H tem um elemento
neutro €, que naturalmente satisfaz € x € = é. Concluimos da Proposicao

4Note que os resultados neste teorema sdo em tltima andlise variantes “sofisticadas”
da operagao de al-jabr mencionada na introdugao.
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[CZ4 (i) que € = e, e portanto H contém a identidade de G. Sendo h € H,
considere-se a equagdo h x xz = e. De acordo com a Proposigao [LZ4 (iii),
esta equacao tem solucdo unica em H, que é igualmente solucao da mesma
equacdo em G, e portanto sé pode ser = h~! (o inverso de h no grupo
original G). Portanto, se h € H, temos h~! € H. Finalmente, se h,h/ € H,
temos h'~! € H, como acabdmos de ver, e como H é fechado em relacio ao
produto, temos h * h'~! € H, como queriamos demonstrar.

Supomos agora que h x h'~' € H, para qualquer h,h’ € H. Temos a
provar que (H,x) é um grupo. Como H é nado-vazio, tomamos h € H, e
observamos que h * h™! = e € H, donde H contém a identidade de G.
Analogamente, se h € H, temos exh™' = h~! € H, e portanto H contém os
inversos (em ) de todos os seus elementos. Finalmente, e para provar que
H ¢ fechado em relacao a operacao *, observamos que, se h,h/ € H, temos
como ja vimos que h'~! € H, donde h * (h'~1)"! = hx W/ € H (a operacio
* & associativa em H porque jd o era em G). ]

Exemplos 1.2.6.

1. Considere-se o grupo (R,+) e o conjunto dos inteiros Z C R. Como o
conjunto dos inteiros € nao-vazio e a diferenca de dois inteiros € ainda um
inteiro, concluimos que (Z,+) é um subgrupo de (R,+). (Observe que em
notagdo aditiva a condi¢ao “h* h'~' € H” escreve-se “h + (—h') € H” ou
ainda “h —h' € H'H).

2. No mesmo grupo (R, +), consideramos o conjunto dos naturais N C R. Como
a diferenca de dois naturais nao é necessariamente um natural, (N, +) nao é
um subgrupo de (R,+). Note que apesar disso a soma de dois naturais € um
natural, e portanto a soma é uma operacao bindria no conjunto dos naturais.

Sejam (G, ) e (H,-) dois grupos, e considere o produto cartesiano
G x H=1{(g,h): he G,h € H}.
Definimos em G x H a operagao bindaria

(1.2.1) (g,h)o(g',h)y=(gxg h-N).

Deixamos como exercicio verificar que esta estrutura algébrica é um grupo,
dito PRODUTO DIRECTO dos grupos GG e H. Note que G e H podem ser
vistos como subgrupos de G x H se os identificarmos com

Gx{e}={(g9,e):9€G} e {e}xH={(e,h):heH}.

Se G e H sao grupos abelianos e usamos a notacao aditiva, entao vamos
escrever GO H em vez de Gx H, e designamos este grupo por SOMA DIRECTA
de G e H.

A diferenca h — h’ define-se em qualquer grupo aditivo por h — h' = h + (=h").
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Naturalmente que a nocao de produto directo ou soma directa de grupos
se aplica sem modificagoes significativas a um numero arbitrario mas finito
de gruposﬂ. Por exemplo, se G, H, e K sao grupos, o produto directo
G x H x K pode ser definido por G x H x K = (G x H) x K. Mais
geralmente, dados grupos G1,Ga, -+ , Gy, temos:

1 n n—1
HGk:G17 € HGk: HGk XGn.
k=1 k=1 k=1

Exemplos 1.2.7.

1. Considere-se o grupo (Z,+). Podemos fazer a soma directa deste grupo com
ele proprio um nudmero arbitrdrio mas finito de vezes, e o grupo resultante
designa-se usualmente por

n
Bz
k=1

Este grupo, que como veremos no Capitulo 4 € o chamado grupo abeliano livre
em n simbolos, € bem entendido um subgrupo do grupo (R™,+).

Exercicios.

1. Prove que os conjuntos G = {0,1} e H = {1, —1} com as operagoes dadas
pelas tabuadas seguintes sao grupos

+ 101 x| 1]-1
0]0]1 1]717]-1
11110 -1-1] 1

2. Repita a questdo anterior para os conjuntos G = {0,1,2} e H = {1,z,2?%},
com as operacoes dadas pelas tabuadas.

+ 101112 X 1 x | 22
0|l]0]1]|2 1 1 z | 2?
1 (12|60 x x | 22 1
212101 22 22| 1 x

3. Conclua a demonstracao da Proposi¢ao [LZ4] (iii).

4. Verifique que a lei do corte nao é em geral valida em mondides.

5Uma outra distingéo entre soma e produto directo sers explicitada mais tarde, quando
considerarmos o caso da soma ou produto directos de uma familia infinita de grupos.

70 grupo da esquerda designa-se usualmente por (Z2,+), por razdes que esclareceremos
mais adiante. O grupo da direita é formado pelas raizes quadradas da unidade.

80 grupo da esquerda designa-se por (Zs, +). O grupo da direita é formado pelas raizes

L. . /. . 27,
ctibicas da unidade. Podemos por exemplo supor que z é o nimero complexo e 3 °.
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5. Sendo (G, *) um grupo, mostre que a fungio definida em G por f(x) = r~!

é uma bijeccao de G em G.
6. Exprima as Proposi¢oes [[Z4 e em notagao aditiva.

7. Sendo (G, *) um grupo, seja C(G) = {x € G: gxx = x*g,Vg € G}. Mostre
que (C(G), x) é um subgrupo de G (dito o CENTRO de GG). Determine o centro
de G = GL(n,R).

8. Sendo (G, *) um grupo, e Hy, Hy subgrupos de G, mostre que H; N Hy é um
subgrupo de G.

9. Prove que o grupo (G,x) é abeliano se e s6 se (g * g')? = g% x g%, para
quaisquer g,¢’ € G.
10. Seja * uma operagao bindria associativa no conjunto G, que satisfaz:
(i) Existe e € G tal que, para qualquer g € G, gxe = g (identidade a direita).
(ii) Para qualquer g € G existe g’ € G tal que g * ¢’ = e (inversos & direita).
Mostre que:

(a) (G,x*) é um grupo.
(SUGESTAO: prove primeiro que g * g = g = g = e).

(b) Seja G a classe das fungoes sobrejectivas f : X — X, * a operagao de
composigdo (com X um conjunto fixo arbitrario). Por que razao este
exemplo nao contradiz (a)?

11. Seja * uma operagao bindria associativa no conjunto nao-vazio G, que sa-
tisfaz:

(i) A equagdo g * x = h tem solugdo em G para quaisquer g,h € G.

(ii) A equagdo x * g = h tem solugdo em G para quaisquer g,h € G.
Prove que (G, *) é um grupo.
12. Sejam (G, *) e (H,-) dois grupos. Mostre que a operagao bindria em G x H
definida por (CZJ]) é uma estrutura de grupo. Verifique que o produto directo
(R, +) x (R, +) é precisamente (R?, +).

13. Determine o produto directo dos grupos descritos nos Exercicios 1 e 2.

14. Cousidere o grupo (Z4,+), que é dado pela tabuada seguinte:

w| o~ o+
w|nl—lo|lo
Ol W N | =
—| o w| |
| = o w|w
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(a) Determine todos os seus subgrupos.

(b) Considere o grupo com suporte H = {1,—1,i,—i} C C e o produto
complexo. Existe alguma bijeccao f : G — H tal que f(z+y) = f(z)f(y),
para quaisquer x,y € G7 Se tal acontecer, quantas existem?

1.3 Permutacoes

As funcoes bijectivas f : X — X com a operacao de composicao formam um
grupo Sy, dito o GRUPO SIMETRICO em X . As bijeccdes de X em X dizem-se
PERMUTACOES de X, especialmente quando X é um conjunto finito. Estu-
daremos aqui os grupos de permutacoes nos conjuntos {1,2,3,...,n}, usu-
almente designados por S,,. Um argumento simples de contagem mostra que
Sp é um grupo finito com n! elementos (n! designa o factorial de n, i.e., o
produto dos primeiros n inteiros).

Exemplos 1.3.1.

1. O grupo S tem apenas dois elementos, I e ¢, onde I € a identidade no
conjunto {1,2}, e ¢ “troca” 1 com 2, (ie., p(1) =2 e $(2) =1).

2. A fungao ¢ : {1,2,3} — {1,2,3} definida por 6(1) =2, §(2) =3, e6(3) =1
€ uma das seis permutagées em Ss.

3. Mais geralmente, em S, temos a permutacao ® : S, — S, que permuta
ciclicamente todos os elementos: w(i) =i+ 1 (i=1,...,n—1) ew(n) = 1.

E comum representar uma permutacao 7 de S,, por uma matriz de duas
linhas, indicando na primeira linha a variavel x e na segunda linha os valores
m(x). No caso de Ss, os seus elementos podem ser representados por

1 2 3 1 2 3 12 3
I:<1 3>’ O‘:<1 2)’ ﬂ:<321>’
(123 s_(1 23 (123
=213 ) “\l231) 7\ 312)

Nao é dificil calcular todos os possiveis produtos destas permutagoes indi-
cados na tabuada seguinte:

=N NN
W N W N

o> BRI~
M |2 | RO |~~~
SR~ ™ |2 |2
~| | QR |||
S| NRO (R || ™

22| |~

VIR [ |~ OO
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Dada uma permutacao m de X e um elemento x € X, o conjunto
dos elementos que se obtém de = por aplicacao repetida de 7 designa-se
por O, e diz-se uma ORBITA da permutacao w. Temos portanto O, =

{z,n(z),n(n(x)),... }.
Exemplos 1.3.2.

1. No caso de S3, temos
e [: as drbitas sao O1 = {1}, Oz = {2} e O3 = {3};
o «: as drbitas sio O1 = {1}, Oy = O3 = {2,3};
e c: a Uunica drbita é O1 = O = O3 = {1,2,3}.

A estrutura das drbitas de 8 ey é semelhante a de o (¢ capaz de dizer precisa-
mente como sio?), enquanto que £, tal como §, possui uma sé orbita (qual?).

2. A permutacdo m =

e O3 =04 = {3,4}.

2 3 4
1

4 3 ) de Sy tem as drbitas O1 = O = {1,2}

1
2

O COMPRIMENTO duma orbita é simplesmente o nimero de elementos
que essa érbita contém. Note que as Orbitas associadas a uma dada per-
mutagao m de X sao subconjuntos disjuntos de X, cuja uniao é X. Dizemos
por isso que as Orbitas de m constituem uma PARTIGAO do conjunto X.
Note também que a identidade é a tnica permutagao com todas as érbitas
de comprimento 1. As permutagdées com no maximo uma 6rbita de com-
primento maior do que 1 dizem-se CICLOS. Deve ser evidente que todos as
permutagcoes de Sg sao ciclos, mas a permutacao m de S4 mencionada acima
nao é um ciclo, porque tem duas 6rbitas de comprimento 2. Observe igual-
mente que w(z) # x, precisamente quando = pertence a uma 6rbita de 7w de
comprimento maior que 1. A um ciclo com uma érbita de comprimento 2
chama-se uma TRANSPOSICAO.

Se a permutacao 7 é um ciclo, é mais simples representa-la indicando os
elementos da sua maior 6rbita O,, escrevendo (z,7(z), 7%(z),..., 7™ 1(z)),
onde k é o comprimento de O, ou seja, o menor natural tal que 7%(z) = .

Exemplo 1.3.3.
No caso de Ss3, escrevemos:
a=(2,3)=(3,2), B=(1,3)= (1), v=(1,2) =(2,1),

§=(1,2,3)=(2,3,1)=(3,1,2), e=(1,3,2)=(3,2,1)=(2,1,3).

A identidade I pode ser representada, por exemplo, como I = (1). Note-
se que a permutacao inversa dum ciclo se obtém invertendo a ordem pela qual
os elementos aparecem na respectiva orbita. Em particular, a permutacao
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inversa de uma transposicao é a mesma transposicao. No exemplo acima, «,
B, e vy sdo iguais as respectivas inversas, e € e J sao inversas uma da outra.

Dois ciclos dizem-se disjuntos se as suas érbitas de comprimento maior do
que 1 sao disjuntas. Quaisquer ciclos disjuntos 7 e p comutam, i.e., Tp = pmw,
e qualquer permutacao é um produto de ciclos disjuntos (um ciclo por cada
uma das suas Orbitas de comprimento maior do que 1). Mais precisamente,
temos em S,, o seguinte resultado sobre factorizacao, que de certo modo é
andlogo ao Teorema Fundamental da Aritméticall:

Proposigao 1.3.4. Qualquer permutacdo @ em S, € um produto de ciclos
disjuntos. FEsta factorizacao € unica a menos da ordem dos factores.

Observe-se que, em geral, temos

(@1, 225 - Tm) = (@1, 2m) - .- (¥1, 03) (21, ¥2)

logo é possivel factorizar permutacoes de S, usando como factores apenas
ciclos de comprimento 2 (naturalmente, desde que n > 2). Neste caso, no
entanto, os factores nao sao unicos e a sua ordem é relevante, porque se
torna indispensavel usar transposigoes que nao sao disjuntas.

Exemplos 1.3.5.

1. No caso da permuta¢do ™ de Sy acima, temos

12 3 4\ (1 2 3 4 1 2 3 4
214 3) 21 3 4 1 2 4 3 )7
i.e., podemos escrever esta permutac¢ao na forma m = (1,2)(3,4) = (3,4)(1,2).

2. Da mesma forma, o ciclo (1,2,4,3) pode ser escrito como um produto de
transposigoes:
(1,2,4,3) = (1,3)(1,4)(1,2).

Observe-se que este ciclo também admite, por exemplo, as factorizagies

(1,2,4,3) = (2,1)(2,3)(2,4) = (1,3)(1,4)(1,2)(2,4)(1, 3)(2,4)(1,3).

O exemplo anterior mostra que, na factorizacao de uma permutacgao
como um produto de transposigoes, estas ndo sao unicamente determina-
das. Note-se também que o numero de transposicoes utilizadas nao é tnico.
Apesar desta falta de unicidade, é possivel provar que o ntimero de factores
necessarios tem paridade fixa, i.e., é sempre par ou sempre impar. Para este

fim, sendo 7 uma permutagao com 6rbitas O, O, ..., Or, com comprimen-
. L
tos ni,na,...,ny, definimos P(m) = > ;* ;(n; — 1), e provamos:

9“Qualquer natural n > 2 é um produto de nimeros primos, que sio dnicos a menos
da ordem dos factores” (ver Capitulo B).
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Proposigao 1.3.6. Se m ¢ uma permutacdo e T € uma transposicdo, entdo
P(nT) = P(m) £ 1.
Demonstrag¢ao. Sendo T = (a,b), temos dois casos distintos a considerar:
(a) os elementos a e b pertencem a érbitas distintas O; e O; de 7, e
(b) os elementos a e b pertencem a mesma 6rbita O;.

Pode verificar-se as seguintes afirmacoes, para cada um dos casos indicados
acima:

(a) w7 tem as mesmas 6rbitas que m, com excepgao de O; e Oj, que pas-
sam a formar uma tnica 6rbita, com comprimento n; + n;. Portanto,

P(nt) = P(m) + 1;

(b) 77 tem as mesmas érbitas que 7, com excepgao de O;, que é separada
em duas drbitas. Neste caso, P(n7) = P(7) — 1.

O

Podemos agora provar:

Teorema 1.3.7. Se 11,79, ..., Ty sS40 transposicoes tais que T = T1To * * * T,
entao P(mw) — m € par, e portanto P(m) e m tém a mesma paridade (sao
ambos pares, ou ambos impares).

Demonstra¢do. Argumentamos por inducao em m.

Se m = 1, entdo 7 é uma transposigao e P(m) =1, donde P(7) —m =0
é par.

Se m > 1, tomamos o = 7172 - - - Tip—1. Lemos, pela hipétese de inducao,
que P(a) — (m —1) é par, e pelo resultado anterior temos P(7) = P(a) £ 1.
Concluimos que

P(r)—m=(Pla)£1)—m—-1+1=Plae) —(m—1)—(1£1)
é par. O

A PARIDADE DUMA PERMUTAGAO 7 de S, é a paridade do nimero de
transposicées numa sua factorizacdo em transposicoes ou, como acabamos
de ver, a paridade de P(w). Se P(m) é um numero par (respectivamente,
impar), dizemos que m é uma permutacdo par (respectivamente, fmpar).
O sINAL de 7w é +1 (respectivamente, —1), se m é par (respectivamente,
impar), e designa-se por sgn(m). Em particular, qualquer transposicao é
fmpar, assim como o ciclo (1,2,4, 3), e a identidade é uma permutacao par,
ja que I = (1,2)(1,2).

As permutacoes pares de S, formam um grupo, designado por A, dito
GRUPO ALTERNADO (em n simbolos). Deixamos como exercicio verificar que

, |
A, contém 7 elementos.
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Exercicios.
1. Factorize a permutacao
o < 1 234567 )
2 3416 75
num produto de ciclos disjuntos.
2. Qual é a paridade da permutacao 7 do exercicio anterior?
3. Quantas transposicoes existem em S,,7
4. Quantos ciclos distintos de comprimento k (1 < k < n) existem em S,,?
5. Mostre que, se 7, p € Sy, entdo sgn(mp) = sgn(w) sgn(p).
6. Prove que A,, é um subgrupo de S,,.
7. Indique todos os elementos do grupo As.
8. Determine todos os subgrupos de Ss.

9. Mostre que em S,, o nimero de permutagoes pares é igual ao nimero de
permutagoes impares, se n > 1.

1.4 Homomorfismos e Isomorfismos

A comparacao de estruturas algébricas que satisfazem a mesma definicao
abstracta faz-se com recurso a uma das nogoes mais fundamentais da Alge—
bra, a de isomorfismo, ela prépria um caso particular da nocao de homomor-
fismo. A respectiva definicao formal apresenta-se a seguir para mondides:

Definicao 1.4.1. Se (X, ) e (Y, ) s@o mondides, a fungao ¢ : X — Y diz-se
um HOMOMORFISMO se e s6 se

d(x1 *x x9) = P(x1) - P(x2), Vi, 29 € X.

Se o homomorfismo ¢ é uma bijeccao, entao diz-se um ISOMORFISMO, e neste
caso os mondides dizem-se ISOMORFOS.

100 uso dos seguintes termos também é frequente: um MONOMORFISMO é um homomor-
fismo injectivo; e um EPIMORFISMO é um homomorfismo sobrejectivo. Por outro lado, um
ENDOMORFISMO é um homomorfismo de uma estrutura algébrica em si prépria, enquanto
que um AUTOMORFISMO é um isomorfismo de uma estrutura algébrica em si prépria.
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Uma forma particularmente sugestiva de descrever a nogao de homomor-
fismo é através do seguinte diagrama:

[73%1)

X x X

" -

Y XY ——>F7Y

w”

Este tipo de diagrama diz-se comutativo, precisamente porque pode ser
percorrido por dois caminhos distintos, sem alterar o resultado final de che-
gada.

Exemplos 1.4.2.

1. A fungdo logaritmo ¢ : RT™ — R dada por ¢(x) = log(x) é uma bijecgio.
Como log(zy) = log(x) + log(y), os grupos (RT,:) e (R,+) sdo isomorfos.
Note-se que a fungdo inversa (exponencial) ¥(z) = exp(z) € igualmente um
isomorfismo.

2. O conjunto das transformagées lineares T : R™ — R™ com a operagdo de
composicao ¢ um mondide. Fizada uma base de R™, é possivel calcular para
cada transformacao T a sua representacdo matricial M(T), que € uma matriz
nxn. E facil verificar que a fungio M(T) é um isomorfismo de mondides (a
composicao de transformacades lineares corresponde ao produto das respectivas
representagoes matriciais).

Se (G, x) e (H,-) sdo grupos isomorfos, indicamos este facto escrevendo
“(G,*) ~ (H,-)”, ou mesmo, quando as operagoes sao evidentes do contexto
da discussao, apenas “G ~ H”. Escrevemos por isso (RT,:) ~ (R,+), ou
R+ ~R.

Suponha-se agora que (G,x*) e (H,-) sao grupos, com identidades desi-
gnadas respectivamente por e e €, e ¢ : G — H é um homomorfismo (nao
necessariamente um isomorfismo). Temos neste caso:

Proposicao 1.4.3. Se (G,x) e (H,-) sdo grupos, com identidades designa-
das respectivamente por e e €, e ¢ : G — H € um homomorfismo, entdo

(i) Tnvaridncia da identidade: ¢(e) = é.
(i3) Invariancia dos inversos: ¢(g7 1) = (¢(g)) 7, Vg € G.
Demonstragdo. (i) Como
ple) - gle) = glexe) = ¢(e),

segue-se, da lei do corte, que ¢(e) = é.

1 Usamos o simbolo ~ para indicar que dois objectos do mesmo tipo (mondides, grupos,
etc.) sdo isomorfos.
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(ii) Como
$(9)-d(g™") = dlgxg™") = ¢le) = ¢,
concluimos que ¢(g~1) = (¢(g))~

O

Exemplos 1.4.4.

1. Considerem-se os grupos (R,+) e (C*,-), onde C* designa o conjunto dos
complezos nao-nulos. Definimos ¢ : R — C* por ¢(x) = 2™ = cos(2nx) +
isen(2mx). A fung:d é um homomorfismo (e* - e = e*T* mesmo quando
2z e w sdo complezodq). E claro que ¢ nao é sobrejectiva (porque ¢(x) € um
complexo de mddulo 1), e nao € injectiva (porque, se x = n é um inteiro, temos
¢(n) = 1. Note que a funcdo ¢ corresponde a “enrolar” a recta real sobre o
circulo unitdrio. De acordo com a Proposicao, o elemento neutro do grupo de
partida (o real 0), é transformado no elemento neutro do grupo de chegada (o
complezo 1), e a imagem do simétrico do real x € o inverso do complexo ¢(x).

2. Considerem-se os grupos (Z,+) e (C*,-). Definimos ¢ : Z — C* por ¢(n) =
i". A funcdo ¢ € mais uma vez um homomorfismo que nao € sobrejectivo
nem injectivo. O elemento neutro do grupo de partida, que € o inteiro 0, é
transformado no elemento neutro do grupo de chegada, que € o complexo 1, e

a imagem do simétrico do inteiro n € o inverso do complexzo ¢p(n).

3. O exemplo anterior pode ser generalizado: se (G,*) é um grupo arbitrdrio e
g € G, podemos sempre definir ¢ : Z — G por ¢(n) = g™ (notagdo multiplica-
tiva). A fung¢io ¢ € um homomorfismo de (Z,+) para (G, *).

Dado um homomorfismo de grupos ¢ : G — H, consideramos agora a
equacao ¢(x) = y, onde supomos y € H fixo, e x a incégnita a determinar.
Por analogia com a Algebra Linear, a equacao diz-se homogénea quando
y = € é a identidade do grupo de chegada, e ndo-homogénea quando y # €.
O conjunto das solucoes da equaciao homogénea diz-se NUCLEO DO HOMO-
MORFISMO, designado por N(¢), e o conjunto dos y € H para os quais a
equacao ¢(x) = y tem solugdo x € @G, designado por ¢(G) (ou ainda por
Im(¢)) diz-se IMAGEM DO HOMOMORFISMO.

Exemplos 1.4.5.

1. Continuando os Exemplos [T.Z4), o nicleo de ¢ : R — C* € precisamente o
conjunto dos inteiros, e ¢(R) € o conjunto S* dos complexos de médulo 1 (o
circulo unitdrio).

2. De igual modo, o nicleo de ¢ : Z — C* € precisamente o conjunto dos inteiros
que sdo multiplos de 4, e ¢(Z) € o conjunto {1,—1,i,—i}.

A figura seguinte ilustra os conceitos de nicleo e imagem de um homo-
morfismo.

12Recorde que se z = z + iy é um complexo, com z,y € R, definimos e* = e”(cos(y) +
isen(y)).
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Figura 1.4.1: Nucleo e imagem dum homomorfismo.

Nos exemplos acima, tanto o nicleo do homomorfismo como a imagem
do conjunto de partida sao subgrupos dos grupos originais. O proximo
resultado mostra que este facto nao é uma coincidéncia.

Proposicao 1.4.6. Se (G,*) e (H,-) sao grupos, e ¢ : G — H € um
homomorfismo, entdo:

(i) O nicleo de ¢ é um subgrupo de G;
(ii) &(G) € um subgrupo de H.

Demonstragao. (i) O nucleo de ¢ nao é vazio, pois contém pelo menos a
identidade de G (Proposigao (i)). Além disso, se g1, g2 € N(¢) temos

E g2_1) = ¢(g1) - (;5(92_1) (porque ¢ é um homomorﬁsmo)
=¢-(é(g2))"'  (pela Proposicao [LZ3 e porque g1 € N (o)),
=é-é (porque g2 € N(¢)),

|
™

(ii) ¢(G) nao é vazio, porque G nao é vazio. Se hi,hy € ¢(G), existem
91,92 € G tais que h1 = ¢(g1) e ha = ¢(g2), e portanto hy - hy' = ¢(g1) -
(6(92)) " = dlg1 % g51) € B(G). 0

De ora em diante deixamos de explicitar as operacoes nos grupos, excepto
se isso puder dar azo a alguma confusdo. Assim, se G e H sao grupos, g1, gs €
G e hy,ho € H, escrevemos g1go € hiho para os produtos dos elementos em
G e H, embora estes possam nao estar de alguma forma relacionados. Do
contexto deverd ser claro a que operacao nos referimos. Da mesma forma
designamos por e indistintamente a unidade em G e em H.

E interessante observar que o nucleo de um homomorfismo nao é um
subgrupo arbitrario, mas sim um subgrupo com a seguinte caracteristica:
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Definigao 1.4.7. Se H C G é subgrupo, dizemos que H é um subgrupo
NORMAL de G se e s6 se, para qualquer h € H e g € G, temos ghg™' € H.
Exemplos 1.4.8.

1. Se G é um grupo abeliano, é claro que ghg™' = hgg™' = h € H, ou seja,
todos os subgrupos de um grupo abeliano sdo normais.

2. Se G = S3 e H={I,a}, entao H é subgrupo de G. H ndo é normal, pois
cae t=~¢H.

3. Supondo ainda G = Ss, tomamos H = As = {I,d,e}, e recordamos que
o grupo alternado As € formado pelas permutagoes pares de Ss3. Se w € As
e o € Sz, € claro que omo~! é uma permutacio par (porqué?), e portanto
omo~! € Az, logo, Az € um subgrupo normal de Ss.

4. Se G e H sao grupos e formarmos o produto directo G x H, entdo G ¢ H
(identificados com, respectivamente, G x {e} e {e} x H) sdo subgrupos normais
de G x H.

Podemos agora demonstrar:

Teorema 1.4.9. Se ¢ : G — H é um homomorfismo e N(¢) € o respectivo
nicleo, entdo N(¢p) € um subgrupo normal de G.

Demonstracdo. Sendon € N(¢) e g € G, temos a provar que gng~* € N (o),
ou seja, ¢(gng~!) = e, onde e é a identidade do grupo H. Notamos apenas
que:

d(gng™) = ¢(9)p(n)p(g~!)  (definicio de homomorfismo),
= o(g)p(g™h) (porque ¢(n) =e, ja que n € N(¢)),

O

Tal como na Algebra Linear, o nimero de solugoes da equacao nao-ho-
mogénea ¢(x) = y, i.e., a questdo da possivel injectividade de ¢, depende
apenas do nucleo N(¢). A este respeito, é facil provar o seguinte:

Teorema 1.4.10. Seja ¢ : G — H um homomorfismo. Temos entdo:
(i) d(91) = d(g2) se e 6 se gigy ' € N(¢);
(ii) ¢ € injectivo se e sé se N(¢) = {e};

(iii) se xqg € uma solugao particular de ¢(x) = yo, a solugdo geral € x = xon,
com n € N(¢).
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Demonstragao. (i) Observemos que:

$(g1) = d(92) & d(91)(d(92)) ™" = ¢ (multiplicacdo em H por (¢(g2)) ™),
< d(919,5 h=e (porque ¢ é um homomorfismo),

& glg2_1 € N(¢) (por defini¢ao de ¢).

(ii) ¢ é injectiva se e s6 se ¢(g1) = ¢(92) < g1 = g2 < g1g2_1 = e. Por
(i), concluimos que N(¢) = {e}.
(iii) Se ¢(xo) = yo, n € N(¢), e x = xgn, é claro que

¢(x) = d(zon) = ¢(z0)d(n) = ¢(zo)e = d(x0) = yo,

e portanto x é igualmente solucao da equagao nao-homogénea. Por outro
lado, se = é solugao da equagao nao-homogénea, temos ¢(z) = ¢(z(), donde
zzy" € N(¢). Sendo zzy' = n, obtemos = = xgn. O

Exemplos 1.4.11.

1. Continuando os Exemplos [T.Z.4), vimos que o nicleo de ¢ : Rt — C* é o
conjunto dos inteiros, i.e.,

¢(z) =1 & cos(2mz) = 1,sen(2mz) = 0 < = € Z,

e., [cos(2mz) = 0,sen(2rx) = 1]. Uma

Considere-se a equacao ¢(x) = i, i.e.
i, A solugdo geral é portanto x = i +n,

solugcao obvia desta equacdo € x =
comn € Z.

2. O nicleo de ¢ : Z — C* € o conjunto dos miltiplos de 4, i.e.,
on)=1i"=1<n=4k, comk € Z.

Considere-se a equagdo ¢(n) =1, i.e., i"™ = i. Uma solugdo dbvia desta equacao
én=1. A solugcio geral € portanto n =1+ 4k, com k € Z.

3. As estruturas algébricas (R™,+) e (R™,+), onde a adi¢do € a usual soma
vectorial, sao claramente grupos abelianos. Se T : R™ — R™ ¢ uma trans-
formagao linear, é facil verificar que T € igualmente um homomorfismo de
grupos, e que o teorema estudado na Algebm Linear sobre a equagao T(x) =y
nao passa de um caso muito particular do teorema anterior.

A nocao de isomorfismo entre estruturas algébricas que satisfazem a
mesma definicao abstracta estd na origem de outro dos problemas funda-
mentais da Algebra contemporanea, dito o problema da classificacao de
estruturas algébricas. De uma forma um pouco imprecisa, este problema é
o seguinte:

Dada uma defini¢ao (abstracta, axiomética) de estrutura algébrica,
determinar uma classe C de estruturas algébricas concretas que sa-
tisfazem essa definicao, e tais que qualquer outra estrutura algébrica
que satisfaca a mesma definicdo seja isomorfa exactamente a uma
estrutura algébrica da classe C.
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A titulo de exemplo, o problema da classificacdo para os grupos finitos
simples (uma classe muito importante de grupos que estudaremos mais adi-
ante no Capitulo H) foi resolvido muito recentemente, no que foi seguramente
um dos resultados mais importantes da Matematica do século XX. Apresen-
taremos neste texto a resolucao de alguns problemas de classificacao, de
complexidade crescente. Comegamos por discutir um exemplo trivial, ape-
nas para substanciar as ideias expostas: a classificacdo dos mondides com
exactamente dois elementos.

Se (X, *) é um mondide com dois elementos, temos X = {I,a}, onde I
designa a identidade, e I # a. Note-se que os produtos I I, [ xa e a*I estao
determinados pelo facto de I ser a identidade (I * [ =1, Ixa=axI = a).
Resta-nos calcular o produto a*a, que s6 pode verificar axa = a ou axa = I
(no segundo caso, a seria invertivel, e portanto o mondide seria um grupo).
As tabuadas seguintes descrevem estas duas possibilidades:

I|a I|a
I|1]|a I|I]a
alall alala

Para verificar que ambos os casos sao possiveis, considerem-se os conjun-
tos M ={0,1}, e G = {1, —1}, sendo a operacao correspondente em ambos
0s casos o produto usual. E evidente que o produto é uma operacao bindria,
associativa, e com identidade, em qualquer um destes conjuntos. Portanto,
cada um destes conjuntos, com o produto usual, é um mondide com dois
elementos. Note-se também, inspeccionando as diagonais principais das res-
pectivas tabuadas, que estes mondides nao sao isomorfos.

-1 110
-1 11110
-1]-1]1 0[{0]0

E claro que qualquer uma das duas primeiras tabuadas representa um
monodide isomorfo a um destes mondides. Na realidade, se a xa = I, o
isomorfismo é a fungdo ¢ : X — G dado por ¢(I) =1 e ¢(a) = —1, e se
axa = a, o isomorfismo é a funcao ¢ : X — M dada por ¢(I) =1 e ¢(a) =0.
Resumimos estas observacoes como se segue:

e (G e M sdo mondides com dois elementos,
e (G e M nao sao isomorfos entre si, e

e Se X é um qualqguer mondide com dois elementos, temos X ~ G ou
X~ M.

Dizemos por isso que, “a menos de isomorfismo”, existem exactamente dois
mondides com dois elementos, e a classificacdo dos mondides com dois
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elementos é a familia {G,M}. Note-se que, como qualquer grupo é um
mondide, e apenas G é um grupo, podemos também concluir que, “a menos
de isomorfismo”, existe um unico grupo com dois elementos, que é G.

Exercicios.

1. Mostre que a identidade e*T™ = e*e¥ com z e w complexos resulta das
identidades usuais para €**¥, cos(z + y) e sen(z + y) com z e y reais.

2. As solucoes complexas da equacido ™ = 1 sdo os complexos e2™*/"  onde

1 < k < n. Estas raizes-n da unidade, formam os vértices de um poligono
regular de n lados, inscrito no circulo unitario, com um dos vértices sobre o
ponto 1.
(a) Verifique que ¢ : Z — C* dada por ¢(k) = > /" ¢ um homomorfismo.
(b) Conclua que as raizes-n da unidade formam um subgrupo de C*.

(¢) Determine o nicleo do homomorfismo ¢.

3. Suponha que G, H e K sao grupos.
(a) Proveque Gx H~HxG,e Gx(HxK)~(Gx H)x K.

(b) Mostre que ¢ : G — H x K é um homomorfismo se e s6 se ¢(x) =
(¢1(z), p2(x)), onde ¢y : G — H e ¢ : G — K sdo homomorfismos.

4. Considere a estrutura algébrica (R?, +) com a soma vectorial usual.

(a) Mostre que (R?,+) é um grupo abeliano.

(b) Prove que qualquer transformacdo linear 7' : R? — R é um homomorfismo
do grupo (R?, +) para o grupo (R, +).

(c) Mostre que qualquer homomorfismo do grupo (R?, +) para o grupo (R, +
que seja uma funcao continua é igualmente uma transformacao lineand.

(d) Sendo a € R? fixo, definimos T : R? — R por T(x) = a - x, onde
“.” designa o produto interno usual. Calcule o ntcleo de T, e verifique
directamente que esse nucleo é um subgrupo e um subespago.

(e) Dé um exemplo de um subgrupo de (R?, +) que ndo seja um subespaco
vectorial.

5. Suponha que (A, *) e (B, -) sdo mondides com identidades designadas respec-
tivamente por e e €, e ¢ : A — B é um isomorfismo. Prove que:

(a) ¢(e) =é.
(b) ¢(a=t) = (¢(a)) " se a € A é invertivel.

(c) ¢~ : B — A é igualmente um isomorfismo.

3Este grupo é evidentemente isomorfo ao grupo (Zs, +), que também j& menciondmos.

M Existem efectivamente homomorfismos que néo séo continuos e néo sao transformacoes
lineares. A sua existéncia s pode ser demonstrada com recurso ao Axioma da Escolha,
discutido no Apéndice.
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(d) (A4,x*) é um grupo se e s6 se (B, ) é um grupo.

6. Continuando o exercicio anterior, suponha agora apenas que ¢ é um ho-
momorfismo injectivo (respectivamente, sobrejectivo). Quais das afirmagoes
anteriores sdo ainda validas em cada um destes casos?

7. Seja G um grupo, e Aut(G) o conjunto dos automorfismos ¢ : G — G.

(a) Prove que Aut(G) com a operacdo de composigao é um grupo.

(b) Determine Aut(G) quando G é o grupo formado pelas solugdes complexas
de z* = 1.

8. Seja G um grupo qualquer.
(a) Sendo g € G fixo, mostre que ¢, : G — G dada por ¢4(z) = grg~' é um
automorfismo.

(b) Prove que a fun¢do T': G — Aut(G) dada por T(g9) = ¢4 é um homo-
morfismo.

(¢) Prove que o nicleo de T é o centro do grupo G (ver Exercicio 7, na secgao
anterior).

9. Classifique os grupos com trés e quatro elementos.

10. Mostre que A, ¢é o nucleo do homomorfismo ¢ : S, — Zs que a uma
permutagdo 7 associa o seu sinal sgn(r).

11. Determine todos os subgrupos normais de Ss.

12. Seja G um grupo qualquer e ¢ : S3 — G um homomorfismo. Classifique
o grupo ¢(Ss3) (i.e., diga quais s@o as possibilidades para ¢(S3) a menos de
isomorfismo).

13. Seja G um grupo qualquer, e g € G. Considere a fungao T, : G — G dada
por Ty(z) = gz.
(a) Mostre que Tj; é uma permutacdo no conjunto G.

(b) Considere a funcao ¢(g) : G — Sg dada por ¢(g) = T,. Prove que ¢ um
homomorfismo injectivo, e conclua que G é isomorfo a um subgrupo de
um grupo de permutacoes.

(¢) Conclua que, se G é um grupo finito com n elementos, entao existe um
subgrupo H C S, tal que G ~ H.

1.5 Anéis, Dominios Integrais e Corpos

Os ntmeros inteiros, racionais, reais e complexos podem ser somados e mul-
tiplicados por nimeros do mesmo tipo, e o resultado de cada operagao é
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ainda um numero do mesmo tipo. Analogamente, podemos somar e multi-
plicar matrizes quadradas da mesma dimensao, transformagoes lineares de
um espago vectorial sobre si proprio, e muitos outros tipos de objectos que
sao hoje de utilizacao corrente na Matemadtica e nas suas aplicacoes a ou-
tras ciéncias. Estes exemplos sao estruturas algébricas mais complexas do
que os grupos ou mondides, precisamente porque envolvem duas operagoes.
Partilham um conjunto de propriedades béasicas comuns, que sao a base da
definicao da estrutura algébrica chamada de anel, introduzida nesta secgao.
Ainda nesta seccao, distinguimos certos casos especiais de anéis, o dos cor-
pos (anéis onde o produto é comutativo e a divisao por elementos nao-nulos
é sempre possivel, de que sao exemplos Q, R e C), e o dos dominios integrais
(anéis com propriedades andlogas as dos inteiros).

Seja A um conjunto nao-vazio, e o,m : A x A — A duas operagoes
bindrias em A. Para simplificar a notacao, escrevemos “a + b’ em vez de
“o(a,b)”, e “a-b” (ou ainda ab) em vez de “m(a,b)”. Dizemos que a + b e
a - b sdo respectivamente a soma e o produto dos elementos a e b de A.

Definicao 1.5.1. O terno ordenado (A, +,-) diz-se um ANEL se:
(i) Propriedades da soma: (A,+) é um grupo abeliano.

(ii) Propriedades do produto: O produto é associativo, i.e.,
Va,b,ce A, (a-b)-c=a-(b-c).
(iii) Propriedades mistas: A soma e o produto sao distributivos, i.e.,
Va,b,ce A, a-(b+c)=a-b+a-c,e(b+c)-a=b-a+c-a.

O significado preciso das propriedades (i) a (iii) desta defini¢ao é:
o Associatividade da soma: Va,b,c € A, (a+0b)+c=a+ (b+c).

e Comutatividade da soma: Ya,b € A, a+b=>b+a.

Identidade para a soma: 30 € AVa € A, a+0=a.

Simétricos em relacdo a soma: Ya e AFb € A: a+b=0.
o Associatividade do produto: Ya,b,c € A, (a-b)-c=a-(b-c).
e Distributividade: Va,b,c € A, a-(b+c) = a-b+a-c, e (b+c)-a = b-a+c-a.

Como dissemos acima, a Defini¢do [LAT] é pelo menos parcialmente ins-
pirada pelo caso em que A = Z é o conjunto dos inteiros, quando a “soma”
e o “produto” nela mencionados sao as habituais operagoes sobre niimeros
inteiros, e 0 é o inteiro zero. Em particular, todas as propriedades indicadas
sao nesse caso bem conhecidas. No entanto, a comparacao dum qualquer
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anel A com o anel dos inteiros deve ser sempre feita com prudéncia. Note-se
que em geral o “produto” nao é comutativo, nem se faz na Definicao [L5T]
qualquer referéncia a existéncia duma identidade para esta operagao (seme-
lhante ao inteiro 1). Os exemplos que estudaremos mais a frente mostrarao
que, por vezes, um anel goza de propriedades radicalmente diferentes das do
anel dos inteiros.

Se o anel A tem identidade (para o produto) entao (A, -) é um mondide.
Nesse caso dizemos que A é um ANEL UNITARIO. Referimo-nos sempre &
(inica) identidade para a soma como o ZERO do anel, reservando o termo
IDENTIDADE sem mais qualificativos para a (unica) identidade para o pro-
duto, quando esta existir no anel em causa (i.e., quando o anel for unitario).
Mais uma vez, um ANEL COMUTATIVO, ou ABELIANO, é um anel em que
a-b=>b-a, para quaisquer a,b € A.

Exemplos 1.5.2.

1. O conjunto dos inteiros com as operacoes habituais de soma e produto € um
anel abeliano unitdrio. Por outro lado, o conjunto dos inteiros pares com as
operagoes habituais de soma e produto € um anel abeliano sem identidade.

2. Os conjuntos de nimeros racionais, reais e complexos (designados respecti-
vamente por Q, R e C) também com a soma e o produto habituais sao anéis
abelianos unitdrios.

3. O conjunto das matrizes quadradas (n x n) com entradas em Z, Q, R ou C,
que designaremos respectivamente por M,(A), onde A =7Z,Q,R ou C, ainda
com as operagdes de soma e produto usuais para matrizes, sao anéis (ndao-
-abelianos se m > 1) unitdrios (a identidade é a matriz identidade I). Mais
geralmente, podemos considerar o anel das matrizes M, (A) com entradas num
anel arbitrdrio A.

4. O congunto de todas as fungées f : R — R, com a soma e o produto definidos
por

(f +9)(@) = f(z) + g9(),
(f9)(@) = f(x)g(x),

é um anel abeliano unitdrio (a identidade € a fungao constante igual a 1). De
forma semelhante, podemos considerar o anel das funcoes continuas, o anel
das fungoes diferencidveis, etc.

5. O conjunto Zs = {0,1}, com a soma e produto definidos por

0+0=1+1=0, 0+1=1+0=1,
0:0=0-1=1-0=0, 1-1=1,

€ um anel abeliano unitdrio. Note-se que as operacoes deste anel correspon-
dem as operagées légicas de “disjuncgdo (ou exclusivo)” e “conjungao (e)”, se
associarmos

0 — Falso, 1 — Verdadeiro.
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As operacdes deste anel correspondem igualmente & usual aritmética “bindria”,
i.e., na base 2, sendo a soma sem transporte.

6. O conjunto dos complexos da forma z = n + mi, com n,m € Z, € um
anel abeliano unitdrio. Este anel designa-se habitualmente por Z[i], e os seus
elementos dizem-se 0S INTEIROS DE GAUSS

Passamos agora a enunciar propriedades basicas de qualquer anel, co-
mecando por algumas consequéncias directas de resultados que ja provamos
num contexto mais geral:

Proposigao 1.5.3. Seja A um anel.

(i) Lei do corte para a adi¢do: a+c¢ =0b+c = a = b, e em particular
d+d=d=d=0.

(#i) Unicidade dos simétricos: A equagdo a + x = 0 tem uma 6 solugdo
em A, dada por r = —a.

(17i) Regras dos sinais: —(—a) =a, —(a +b) = (—a) + (=b), e —(a —b) =
(—a)+b.

Menciondmos acima que A é um anel unitario se e s6 se (A,:) é um
mondide. Neste caso, designamos por A* o conjunto dos elementos in-
vertiveis do mondide (A4, -), ditos igualmente elementos invertiveis do anel
A, e recordamos resultados provados num contexto mais geral:

Proposicao 1.5.4. Seja A um anel unitario. Entao (A*,-) € um grupo,
donde:

(i) A* € fechado em relagdo ao produto.
(ii) Se a € A*, ax =1 tem como tunica solu¢io © = a~', onde a=! € A*.
(iii) Se a,b € A*, (ab)"! =b"la™!, e (a7!) "t =a.
Exemplos 1.5.5.
1. Os tnicos inteiros invertiveis sio 1 e —1, i.e., Z* = {—1,1}.

2. Todos os racionais, reais e complexos diferentes de zero sdo invertiveis. As-
sim, temos por exemplo Q* = Q — {0} M.

15Carl Friedrich Gauss (1777-1855) foi um dos grandes mateméticos de Gottingen. Foi
uma crianga prodigio, e com apenas 19 anos descobriu um método de construgdo dum
poligono regular de 17 lados usando exclusivamente régua e compasso (ver Capitulo [).
Durante mais de 2000 anos, desde os gedmetras gregos, os Unicos poligonos regulares com
um numero primo de lados que se sabia construir com régua e compasso eram o triangulo
equildtero e o pentdgono regular. Alguns dos resultados mais relevantes que discutiremos
sao de facto descobertas de Gauss, como por exemplo a teoria das congruéncias.

6Se A e B sio conjuntos, A— B={zx € A:z ¢ B}.
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3. No anel M,,(R), os elementos invertiveis sGo as matrizes nao-singulares, que
sabemos serem as matrizes com determinante % 0.

Em geral, num anel arbitrario A com identidade 1 # 0, podemos apenas
dizer que 1 e —1 sdo invertiveis, porque 1 -1 = (—=1) - (—=1) = 1, o que é
precisamente o caso do anel Z. No outro extremo, existem anéis como Q, R
e C, onde todos os elementos nao-nulos sao invertiveis. Existem igualmente
casos intermédios como o do anel M,,(A) (A um anel), onde a determinagao
dos elementos invertiveis pode ser bastante complicada.

Enunciamos em seguida algumas propriedades elementares de anéis que
envolvem as duas operacoes do anel, e que por isso nao sao consequéncias
directas de resultados provados anteriormente. A primeira propriedade, por
exemplo, mostra que o zero de qualquer anel nao é invertivel (a divisao por
zero é sempre impossivel), excepto no caso trivial do anel A = {0}.

Proposicao 1.5.6. Para quaisquer a,b € A, temos:
(i) Produto por zero: a0 = 0a = 0.
(ii) Regras dos sinais: —(ab) = (—a)b = a(—b), e (—a)(—b) = ab.

Demonstragdo. As demonstracoes destes resultados nao oferecem dificulda-

des especiais. Provamos a titulo de exemplo apenas a regra do produto por

zero, deixando a demonstracao das restantes afirmagoes como exercicio.
Para mostrar que a0 = 0 notamos que

a0+ a0 = a(0+0) (propriedade distributiva),
=al (porque 0 é elemento neutro),
=al=0 (pela lei do corte).

O

Uma parte das diferencas mais 6bvias entre os diversos anéis que ja
referimos prendem-se claramente com propriedades do produto, e tém a ver
nao sé com a invertibilidade dos respectivos elementos como igualmente com
a possivel aplicagao da “lei do corte” ao produto, formalmente definida como
se segue:

Definicao 1.5.7. O anel A verifica a LEI DO CORTE PARA O PRODUTO se
Va,b,c € A, [c# 0 e (ac =bc ou ca = cb)] = a =b.

A restricao ¢ # 0 (que nao tem correspondente na lei do corte para a
soma) é evidentemente inevitavel devido a regra do produto por zero. Para
mostrar que a lei do corte para o produto nao é valida em todos os anéis, e
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portanto ndo é uma consequéncia légica da Definicao [LETl basta considerar
por exemplo em Ms(R) o produto

o) o) =(aa)(aa)=(o0)

onde temos ca = ¢b, com ¢ # 0 e a # b.

Este exemplo mostra também que existem anéis onde podemos ter cd = 0
com ¢ # 0 e d # 0, caso em que ¢ e d se dizem DIVISORES DE ZERO. Esta
nocao nao deve ser confundida com a de elemento nao-invertivel. Se ca = cb
(ou ac = be) e ¢ € invertivel, é claro que qualquer das igualdades pode ser
multiplicada pelo inverso de ¢, para concluir que a = b. Assim, é ébvio que
um divisor de zero é sempre nao-invertivel, mas observe que podem existir
elementos nao-invertiveis que nao sao divisores de zero (em Z, por exemplo,
onde nao héa divisores de zero).

Deixamos como exercicio verificar que:

Proposigao 1.5.8. A lei do corte para o produto € vdlida num anel A se e
s6 se em A nao existem divisores de zero.

Pelas observagoes acima, concluimos ainda que num anel em que todos
os elementos nao-nulos sao invertiveis (A* = A—{0}), a lei do corte é valida.
Estes anéis sao distinguidos com um nome especial.

Definigao 1.5.9. Um ANEL DE DIVISAO é um anel unitario A tal que A* =
A —{0}. Um CORPO é um anel de divisao abeliano.

Os anéis Q, R e C sao evidentemente corpos (no entanto, ja mencionamos
mais um corpo; qual?). Descreveremos adiante um anel de divisao que ndo
é um corpo.

Existem igualmente anéis que nao sao anéis de divisao, porque nem todos
os seus elementos nao-nulos sao invertiveis, mas nos quais a lei do corte
para o produto é mesmo assim valida. Exemplos tipicos sao os inteiros 7Z,
os anéis de polinémios com coeficientes em Z,Q,R ou C, e os inteiros de
Gauss. Veremos ainda outros exemplos mais adiante. Esta classe de anéis
também toma um nome especial:

Definicao 1.5.10. Um DOMINIO INTEGRAL 1] 6 um anel unitdrio abeliano
A # {0} no qual a lei do corte para o produto é vélida.

Pela proposicao ([C.8)), um anel unitario abeliano A # {0} é um dominio
integral se e sé se nao possui divisores de zero. Note-se também que se A é
um anel unitdrio com identidade 1 entdao A # {0} se e 86 se 1 # 0.

A figura seguinte mostra a relacao entre os diversos tipos de anéis que
menciondmos até ao momento (veja também os exercicios no final desta
Secgao).

17Preferimos esta designacio & outra designacio também usual de DOMINIO DE INTE-
GRIDADE.
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Anéis
de
Divisao

Dominios
Integrais

Figura 1.5.1: Dominios integrais, anéis de divisao e corpos.

Se (A, +,-) é um anel, e B C A, é possivel que B seja fechado em relacao
as operacoes de soma e produto de A, i.e., é possivel que

a,be B=a+bcBea-beB.

Neste caso, é possivel que (B, +,-) seja por sua vez um anel.

Definigao 1.5.11. Seja B C A um subconjunto fechado em relagdo a soma
e ao produto do anel (A, +,-). B diz-se um SUBANEL de A se (B, +,-) é um
anel. Dizemos também que o anel A é uma EXTENSAO do anel B.

Exemplos 1.5.12.
1. 7 é um subanel de Q, e o anel dos inteiros pares € um subanel de 7.

2. O conjunto N dos nidmeros naturais (inteiros positivos) é fechado em relagao
a soma e produto de Z, mas nao é um subanel de 7Z.

3. C € uma extensdo de R.

4. O anel M,(C) é uma extensao de M, (Z).

De acordo com o resultado provado para grupos na seccao anterior, se
B C A e B nao é vazio, entao (B, +) é subgrupo de (A, +) (i.e., verifica (i)
na Definigao [L5T]) se e s6 se é fechado em relagao a diferenca. Se B é fechado
em relacdo a soma e produto de A, é evidente que verifica as propriedades
(ii) e (iii) da Defini¢ao [LAJ] simplesmente porque as suas operagoes sao as
do anel A. Concluimos imediatamente que:

Proposigao 1.5.13. Seja A um anel. Um subconjunto B é um subanel de
A se e so se nao € vazio, e € fechado em relacao a diferenca e ao produto.

Se A e B sa@o anéis, é claro que podemos formar a soma directa dos
respectivos grupos aditivos. Mas é evidente que podemos definir de forma
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analoga tanto a soma como o produto:
(1.5.1) (a,b) + (a',b') = (a+d',b+ 1), (a,b)(a,b) = (ad’,bb").

Deixamos como exercicio verificar que o produto cartesiano A x B com as
operagoes de soma e produto aqui referidas forma um anel, que dizemos ser
a SOMA DIRECTA dos anéis A e B, e designamos por A & B. Mais uma
vez € claro que podemos formar somas directas de um ndmero arbitrario
mas finito de anéis, e deixamos para mais tarde a discussdo do caso de um
nuamero infinito de anéis.

Exercicios.

1. Verifique se cada uma das seguintes estruturas algébricas é um anel. Em
caso afirmativo, indique se se trata de um anel comutativo, se tem identidade,
e se verifica a lei do corte para o produto. Em caso negativo, especifique as
condig¢oes da Definicao [Cl que sao violadas.

(a) o conjunto dos inteiros multiplos dum inteiro fixo m, com a soma e o
produto usuais;

(b) o conjunto das transformagoes lineares T : R” — R™, com a soma usual
e o produto de composicao;

(¢) o conjunto das fungdes f : R — R com a soma usual e o produto de

composicao;

o conjunto dos inteiros nao-negativos, com a soma e o produto usuais;

o conjunto dos reais irracionais, com a soma e o produto usuais;

o conjunto dos inteiros de Gauss Zl[i], com a soma e o produto usuais;

o conjunto R[zJH dos polinémios na varidvel = com coeficientes reais,
ainda com a soma e o produto usuais.

2. Prove que 0 = —0 num anel qualquer.

3. Complete a demonstragao do teorema [CH0

4. Seja A um conjunto com trés elementos distintos, que designaremos por 0, 1,
e 2. De quantas maneiras pode definir operagoes de “adi¢ao” e “produto” em A
de modo a obter um anel unitario, sendo 0 o zero do anel, e 1 a sua identidade?

5. Mostre que em geral a operacao de diferenca num qualquer anel nao é nem
comutativa nem associativa, mas verifique que existem anéis onde esta operacao

tem as duas propriedades referidas.

6. A equacdo a+ x = b tem exactamente uma solugdo em A. O que é que pode
dizer sobre a equagao ax = b? E sobre a equacao z = —z?

BVeremos adiante que, se A é um anel, é possivel definir o anel dos polinémios “na
varidvel £” com coeficientes em A, o qual é normalmente designado por A[z]. Note-se que
o simbolo Z[i] para o anel dos inteiros de Gauss usa a mesma ideia, j4 que um polinémio
na unidade imagindria i se pode sempre reduzir ao 1% grau.
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7. Suponha que A, B e C sao anéis. Prove as seguintes afirmacgoes:

(a) O conjunto A x B com as operagoes definidas em [L51] é um anel.
(b) Se A e B téem mais de um elemento, entdo A @ B tem divisores de zero.
Se A e B sao unitdrios entdo A @ B é unitario, e (A ® B)* = A* x B*.
A® B éisomorfoa B A, e A® (B@C) éisomorfoa (A9 B) @ C.

¢ A — BeC é um homomorfismo de anéis se e s6 se ¢(x) = (¢1(x), p2(z)),
onde ¢ : A — B e ¢ : A — C sdo homomorfismos de anéis.

)
()
(d)
()

8. Sendo X um conjunto e A um anel, mostre que a classe de fungoes f : X — A
é um anel com as operagoes “usuais” de soma e produto de fungoes.

9. Use o exercicio anterior com X = {0,1} e A = Zy para obter um exemplo de
um anel com 4 elementos. Mostre que esse anel é isomorfo a Zo & Zs.

10. Seja A ={0,1,2,3} um conjunto com quatro elementos. Mostre que existe
um corpo com suporte em A, sendo 0 o zero de A, e 1 a sua identidade.

11. Seja A um anel. Mostre que o conjunto das matrizes n X n com entradas
em A, que se designa por M, (A4), é um anel. Mostre ainda que, se A tem
identidade, entdao M, (A) tem identidade.

12. Seja B um subanel de A. Mostre que os seguintes casos sdo todos possiveis:

(a) A tem identidade e B nao tem identidade.
(b) A nao tem identidade e B tem identidade.

(¢c) A e B tém identidades distintas.
(SUGESTAO: recorra a subanéis apropriados de anéis de matrizes 2 x 2).

13. Dé um exemplo dum anel finito nao-abeliano.

14. Mostre que qualquer subanel dum anel de divisao verifica a lei do corte
para o produto, e em particular que qualquer subanel dum corpo contendo a
identidade desse corpo é um dominio integral, mas nao necessariamente um
corpo.

15. Prove que a lei do corte para o produto é vélida no anel A se e 86 se nao
existem em A divisores de zero.

16. Seja A um dominio integral. Diga se se tem necessariamente:

(a) 22 =1 implica x =1 ou x = —1;

(b) —1# 1.

17. Suponha que o anel A é uma extensdao do corpo K, e que K contém a
identidade de A. Prove que A é um espaco vectorial sobre K.

18. Determine os elementos invertiveis no anel Z[i] dos inteiros de Gauss.
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19. Prove que qualquer dominio integral finito # {0} é um corpo.

20. Mostre que M»(Z)* é infinito.
(SUGESTAO: mostre que My (Z)* = {A € M2(Z) : det(A) = £1}).

21. Suponha que B é um subanel de A. Verifique que:

(a) o zero de B é o zero de A;

(b) o simétrico de um elemento de B é 0 mesmo em B e em A.
Suponha agora que A e B tém identidade.
(¢) E verdade que B* C A*?

(d) E verdade que o inverso dum elemento em B* é necessariamente o mesmo
que o seu inverso em A*? E se as identidades de A e B forem iguais?

1.6 Homomorfismos e Isomorfismos de Anéis

Na seccao anterior introduzimos a definicao de anel. Estudamos agora os
homomorfismos e isomorfismos associados a esta definicao. Naturalmente,
estes sao fun¢des que tém como dominio e contradominio conjuntos que
sao suportes de anéis, e que além disso preservam as operacoes algébricas
dos anéis envolvidos. Observe que na definicdo seguinte usamos os mesmos
simbolos para representar as operacoes algébricas de anéis distintos, ape-
sar de estas operagoes serem em geral diferentes. Note também que um
homomorfismo de anéis é um caso especial de homomorfismo de grupos.

Definicao 1.6.1. Sejam A e B anéis, e ¢ : A — B uma funcao. ¢ é um
HOMOMORFISMO DE ANEIS se:

(i) ¢la1 +az2) = ¢(a1) + d(az),Vay, as € A;
(i) ¢(araz) = Pp(ar)d(az),Vai,as € A.

Um ISOMORFISMO DE ANEIS é um homomorfismo bijectivo@. Dizemos que
os anéis A e B sao isomorfos se existe algum isomorfismo ¢ : A — B.

Exemplos 1.6.2.

1. Designamos o complexo conjugado de z = x + iy por Z =z — iy. Temos

Z+w=7Z+w, ZW = ZW.

s

De acordo com a defini¢ao anterior, a fungdo ¢ : C — C dada por ¢(z) =Z €
um automorfismo do anel C.

19Tal como no caso dos monéides e dos grupos, também usaremos os termos epimor-
fismo e monomorfismo de anéis, bem como endomorfismo e automorfismo de anéis, cujas
definigoes sdao dbvias.
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2. Considere-se a func¢do ¢ : C — Ma(R) definida por

oz +iy) = ( ! _y)-

y x

Verificamos que
z -y g =y _(z+a —y—y
+ /! /! - ! / I
y Y x y+y T+

oz +iy) + o(z' +iy') = ¢((x +iy) + (=" + 1)),

e, analogamente,
T -y g =y (wa -y —(zy +2'y)
y T y/ xl - xy/ + ./L'/y ${EI _ yyl 9

oz +iy)p(a’ +iy') = o((z +iy) (2" + iy')).

Temos portanto que ¢ € um homomorfismo de anéis. Neste caso, ¢ € injectivo
(i.e., é wm monomorfismo) mas nao € sobrejectivo.

ou seja,

ou seja,

3. Seja ¢ : Z — Zs dado por ¢(n) =0, sen € par, e p(n) =1, se n é impar.
E fdcil verificar que ¢ € ainda um homomorfismo de anéis sobrejectivo (i.e., €
um epimorfismo), mas ndo € injectivo.

4. Seja ¢ : R — Ma(R) dado por

¢<x>=(g 8)

Deve ser evidente que ¢ € um monomorfismo (mas ndo—sobrejectivoﬂ.

5. Sejam S, T : R™ — R" duas transformacoes lineares. Definimos a soma
S+ T e composigio ST por

(S+T)(x) = S) +T(x),  (ST)(z)=S(T(x)).

Jd observamos que com estas operacoes o conjunto das transformacoes lineares
de R™ em R™ é um anel, que designamos aqui por L(R™,R™). Fizada uma base
para R™, seja M(S) a matriz da transformacdo linear S relativa a esta base. E
claro que M(S) € uma matriz n X n com entradas reais, e sabemos da Algebra
Linear que a fung¢io M : L(R™ R™) — M, (R) verifica as identidades

M(S+T)=M(S)+ M(T),  M(ST) = M(S)M(T).

Temos portanto que M € um isomorfismo de anéis.

2ONote-se que as matrizes da forma ) constituem um subanel de M2(R) com

x
0 0
identidade distinta da identidade do anel M2 (R).
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Em certos casos, quando existe um homomorfismo injectivo ¢ : A — B
“6bvio”, usamos o mesmo simbolo para designar a e ¢(a). Apesar de esta
pratica nao ser recomendavel de um ponto de vista estritamente légico, é
frequentemente inevitavel para nao sobrecarregar excessivamente a notagao
utilizada. Casos tipicos desta pratica sao a representacao do real a, do
complezo (a,0), e do polinémio constante p(x) = a pelo mesmo simbolo.

Como qualquer homomorfismo de anéis ¢ : A — B é igualmente um
homomorfismo entre os grupos aditivos (4, +) e (B, +), podemos reescrever
a Proposicao na forma:

Proposigao 1.6.3. Seja ¢ : A — B um homomorfismo de anéis. Entdo:
(1) ¢(0) = 0;
(ii) ¢(—a) = —¢(a).

De acordo com a definicao de homomorfismo e o resultado anterior, po-
demos dizer que qualquer homomorfismo ¢ : A — B “preserva’ somas,
produtos, o zero, e os simétricos. Deve no entanto observar-se que certas
nocgoes associadas ao produto nao sao mantidas da forma mais simples. Em
particular, um dos exemplos acima mostra que, quando A tem identidade 1
para o produto, nao se segue que ¢(1) seja a identidade de B. Veremos nos
exercicios como enunciar um resultado correcto desta natureza.

O estudo da equagao ¢(z) = y nao sofre alteracoes significativas, quando
comparado com o estudo feito atras para grupos. O nicleo de ¢ é natural-
mente o conjunto das solugdes da equagao homogénea ¢(z) =0, i.e.,

N(¢) ={z € A: ¢(x) = 0},

e o conjunto ¢(A) é o conjunto dos y € B para os quais a equacao ¢(z) =y
tem solugoes © € A. Claro que ¢ é sobrejectivo se e s6 se p(A) = B, e ¢ é
injectivo, como j& vimos, se e s6 se N(¢) = {0}.

Basta-nos reescrever o Teorema [LZT0 em notagao aditiva para obter:

Teorema 1.6.4. Se ¢ : A — B um homomorfismo de anéis, temos:
(i) ¢(x) = Pp(a') se e s6 se x — ' € N(¢);
(i1) ¢ € injectivo se e s6 se N(¢) = {0};

(iii) se xg € uma solug¢ao particular de ¢(x) = yo, a solu¢ao geral é x =
xo+n, comn € N(¢).

O exemplo seguinte é uma ilustragado muito simples deste resultado.

Exemplo 1.6.5.
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No caso do homomorfismo ¢ : Z — Zs dado por ¢(n) = 0, se n € par, e
o(n) =1, se n é émpar, o respectivo nicleo € o conjunto dos inteiros pares.
Como ¢(0) =0 e ¢(1) = 1, temos

¢(x)=0 & x=2n, comn€Z,

o(r)=1 & z=1+42n, comneLZ.

Dado um homomorfismo ¢ : A — B, sabemos que N(¢) e ¢(A) sao
subgrupos dos grupos aditivos (A, +) e (B, +). Podemos verificar facilmente
que neste caso esses subgrupos sao na realidade subanéis.

Proposicao 1.6.6. Se ¢ : A — B é um homomorfismo, entao N(¢p) é um
subanel de A, e ¢(A) € um subanel de B. Em particular, se ¢ € injectivo,
entao A € isomorfo a ¢(A).

Demonstragao. Temos apenas a provar que N(¢) e ¢p(A) sao fechados em
relacao aos respectivos produtos.

Se by,be € ¢p(A), existem aj,as € A tais que by = ¢(a1) e by = ¢(az). E
portanto ébvio que

biby = ¢(a1)¢(az) = dlaraz) € ¢(A),

e ¢(A) é fechado em relagdo ao produto de B, logo é um subanel de B.
Se a1, a2 € N(¢), temos ¢(a1) = ¢(az) = 0. Concluimos que

p(araz) = ¢(ar)p(az) =0-0 =0,

donde ajay € N(¢), e N(¢) é fechado em relagao ao produto de A, logo é
um subanel de A.
Finalmente, é evidente que, se ¢ € injectivo, entao ¢ é um isomorfismo

entre A e ¢(A). O
Exemplos 1.6.7.

1. Considere-se mais uma vez o homomorfismo ¢ : C — My definido por

ol +iy) = ( ! _y)-

Yy T

Do teorema, concluimos que o conjunto das matrizes da forma

r -y
Yy x
¢ um subanel de My (R), isomorfo ao corpo dos complexos.

2. No caso do homomorfismo ¢ : R — My dado por

o= (50 ).
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observamos que Ms contém igualmente um subanel isomorfo ao corpo dos re-
ais. Note-se no entanto que Mo contém vdrios subanéis distintos, todos eles
isomorfos ao corpo dos reais. Na realidade, o exemplo anterior, quando restrito
aos reais, conduz ao homomorfismo injectivo ¢ : R — My dado por ¢(z) = I,
onde I € a matriz identidade.

Vimos que o niicleo de qualquer homomorfismo de grupos é um subgrupo
de tipo especial, dito um subgrupo normal, ou invariante. Analogamente, o
ntcleo N(¢) de um homomorfismo de anéis ¢ : A — B é um subanel de A
de tipo especial. A sua especificidade prende-se com o seu comportamento
face ao produto. Nao s6 N(¢) é fechado em relagdo ao produto, como
qualquer subanel, mas também para que o produto ab pertenca a N(¢)
basta que apenas um dos factores a ou b pertenca a N(¢). Para verificar
esta afirmacéao, observe que

ajag € N(¢) < ¢(araz) =0 < ¢(ar)p(az) =0,

e que o produto ¢(ai)p(az) é nulo sempre que um dos factores ¢(aq) ou
¢(az) é nulo, i.e., desde que pelo menos um dos elementos a; ou ag pertenga
ao nicleo N(¢). E este o contetido da

Proposicao 1.6.8. Se a € N(¢) e a’ € um qualquer elemento de A, entio
tanto aa’ como a'a pertencem a N ().

Os subanéis com esta propriedade sao distinguidos como se segue.

Definicao 1.6.9. Seja A um anel e I um subanel de A. Dizemos que I é
um IDEAL de A se para qualquer a € A e b € I se tem ab,ba € 1.

Nem todos os subanéis de um anel fixo sao ideais desse anel. Os exemplos
abaixo ilustram ambas as possibilidades.

Exemplos 1.6.10.

1. E claro que Z é um subanel de R (a diferenga e o produto de inteiros é sempre
um inteiro). No entanto, Z nao é um ideal de R (o produto dum inteiro por
um real arbitrdrio ndo € necessariamente wm inteiro).

2. Seja A =17 e I o conjunto dos inteiros pares. E claro que I é um subanel
de Z (a diferenca e o produto de inteiros pares é um inteiro par) mas I é
além disso um ideal de Z (o produto de qualquer inteiro por um inteiro par é
sempre um inteiro par). Veremos mais adiante que todos os subanéis de Z sao
automaticamente seus ideais. Note-se também que I € igualmente um subanel
de R, mas € evidente que nao ¢ um ideal de R.

3. Qualquer anel A tem pelo menos os ideais {0} e A.

4. Em certos casos, um anel tem apenas os ideais mencionados acima. Na
verdade, € isso que ocorre com qualquer corpo. Para o verificar, suponha-se
que K é um corpo, e I C K é um ideal. Se I contém um elemento x # 0 (i.e.,
se I #{0}), entao xa=t =1 € I (porque x € I e x~! € K). Mas neste caso
qualquer elemento y € K pertence a I, porque y =1y, onde 1 € I ey € K.
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Num anel nao-abeliano A podemos considerar subanéis para as quais
a condicao de ideal se verifica apenas num dos lados. Assim, um IDEAL
ESQUERDO de A é um subanel B C A tal que para qualquer a € Ae b € B se
tem ab € B. Da mesma forma, um IDEAL DIREITO de A é um subanel B C A
tal que para qualquer a € A e b € B se tem ba € B. E claro que I C A
é um ideal num sentido da Definigao se e sO se é, simultaneamente,
um ideal esquerdo e um ideal direito. Para um anel abeliano, todas estas
nocoes coincidem. Os ideais laterais desempenham um papel bem menos
importante que os ideais bilaterais, por causa da Proposicao

Exercicios.

1. Seja A um anel e ¢,9 : A — A endomorfismos. Mostre que a composi¢ao
¢ o1 é um endomorfismo, mas que ¢ + ¥ pode nao o ser. Em particular,
mostre que o conjunto dos endomorfismos de A, designado por End(A), com a
operacao de composicao, forma um mondide.

2. Seja A um anel e ¢, : A — A automorfismos. Mostre que a composicao
o1 e ainversa ¢! sdo automorfismos. Em particular, mostre que o conjunto
de todos os automorfismos de A, designado por Aut(A4), com a operacao de
composicao, forma um grupo.

3. Qualquer inteiro m é da forma m = 3n+r, onde n é o quociente da divisdo de
m por 3 e r o respectivo resto. Note que n e r sao tnicos desde que 0 < r < 3.
Prove que a funcao ¢ : Z — Zs dada por ¢(m) = r é um homomorfismo de
anéis. Qual é o nicleo deste homomorfismo?

4. Prove que, se A e B sao anéis, A tem identidade 1, e ¢ : A — B é um homo-
morfismo entao ¢(1) é a identidade de ¢(A), ndo necessariamente a identidade
de B. Mostre também que, se a € A*, entdao ¢(a)~! é o inverso de ¢(a) em
¢(A), ndo necessariamente o inverso de ¢(a) em B. Em particular, ¢(a) pode
nao ser invertivel em B.

5. Prove que, se A e B sao anéis, A tem identidade 1, e ¢ : A — B é um
isomorfismo entao ¢(1) é a identidade de B. Mostre também que, se a € A*,
entdo ¢(a)~! é o inverso de ¢(a) em B e ¢(A*) = B*.

6. Prove que, se A e B s@o anéis, A tem identidade 1, e ¢ : A — B é um
isomorfismo, entdo B é um corpo (respectivamente, anel de divisao, dominio
integral) se e s6 se A é um corpo (respectivamente, anel de divisao, dominio
integral).

7. Mostre que, se K é um corpo, A é um anel, e ¢ : K — A é um homomorfismo,
entdo A contém um subanel isomorfo a K, ou ¢ é identicamente 0.

8. Existem subanéis de Z & Z que nao sao ideais de Z ¢ Z7

9. Determine End(A) quando A=Z e A = Q.
(SUGESTAO: Calcule ¢(1) e proceda por indugao.)
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10. Determine End(R).
(SUGESTAO: Mostre que ¢(z) > 0 quando = > 0, donde ¢ é crescente.)

11. Determine todos os homomorfismos ¢ : C — C que satisfazem ¢(z) € R
quando z € R.
(SUGESTAO: Mostre que se ¢(1) # 0 e z = ¢(i) entdao 2% = —1.)

1 0

12. Suponha que I é um ideal de M3(R) e < 0 0

) € I. Proveque I = M(R).

13. Determine todos os ideais de Ms(R).

14. Seja A um anel comutativo com identidade e considere o anel M,,(A). Mos-
tre que a aplicagao det : M,,(A) — A definida por

det(B) = Z Sgn(ﬂ—)alﬂ'(l)aﬂﬂ'(?) “rGpg(n)s
TESn

onde B = (a;;), preserva produtos (mas nao é um homomorfismo de anéis).
Conclua que a matriz B € M,,(A)* se e s6 se det(B) € A*.

15. Suponha que C' C B C A onde B é um subanel de A.

(a) Se C' é um subanel de B, pode concluir que C' é um subanel de A?
(b) Se C é um ideal de B, pode concluir que C' é um ideal de A?
(¢) Se C' é um ideal de A, pode concluir que C é um ideal de B?

16. Prove que, se A é um anel abeliano unitdrio e os seus unicos ideais sao {0}
e A, entdo A é necessariamente um corpo. Se A for ndo abeliano, serd que A
¢é necessariamente um anel de divisao?

17. Sejam A e B anéis unitdrios.
(a) Suponha que J é um ideal de A ® B, e prove que (a,b’),(a’,b) € J =
(a,b) € J.

(b) Prove que K C Ax B é um ideal de A® B se e s6 se K = K7 X Ko, onde
K, é um ideal de A, e K5 é um ideal de B.

18. Este exercicio refere-se a decomposicao de anéis em somas directas.

(a) Suponha, primeiro, que A é isomorfo a B@® C, e prove que existem ideais
TeJdeAtaisque INJ ={0},el+J={i+j:iecl,jeJ}=A
(b) Suponha agora que existem ideais I e J de A tais que I NJ = {0}, e
I+ J = A. Prove que A é isomorfo a I & J. Para este fim, proceda como
se indica a seguir:
(i) Mostre que,sei €I, je€ Jei+j=0,entaoi=j=0.
(ii) Mostre que, se i € I e j € J, entdo ij = 0.
(iii) Mostre que a fungao ¢ : I & J — A, dada por ¢(i,j) =i+ j, é um
isomomorfismo de anéis.



48 Capitulo 1. Nocoes Basicas da Algebra

1.7 Os Quaternioes

O corpo dos complexos é uma extensao do corpo dos reais. Este tltimo é
uma extensao do corpo dos racionais, que sao por sua vez uma extensao do
anel dos inteiros. E curioso investigar se é possivel criar uma extensao do
corpo dos complexos, e de procurar determinar até que ponto é que este
processo de extensoes sucessivas tem um fim “natural”. No século passado,
W. R. Hamilton @ colocou a si proprio esta questao.

Figura 1.7.1: O problema de Hamilton.

Numa primeira tentativa (que durou 20 anos!), Hamilton procurou utili-
zar “numeros” da forma a+ib+cj, onde a, b, c € R e i é a unidade imaginaria,
i.e., em linguagem moderna, procurou criar um corpo com suporte em R3
e contendo um subcorpo isomorfo ao corpo dos complexos. Depois de mui-
tas tentativas para atribuir um valor “razoavel” ao produto ij (na forma
ij = a+bi+cj), viu-se na necessidade de introduzir um “ntmero” adicional
k, de forma a ter ij = k. No seguimento das suas investigacoes, descobriu a
existéncia niao de um corpo mas de um anel de divisido, com suporte em R*,
e cujos elementos se dizem QUATERNIOES, ou NUMEROS DE HAMILTON.

Designamos os elementos da base canénica do espaco vectorial R* por

1=(1,0,0,0), i=1(0,1,0,0), j=(0,0,1,0), k=(0,0,0,1).

O quaterniao q = (a, b, ¢, d) escreve-se portanto ¢ = al + bi + cj + dk, onde
a, b, ¢, d sao nimeros reais. Desejamos naturalmente que as fungoes injectivas
¢:R — R*eq: C — R* definidas por ¢(z) = 21 e ¢ (z+iy) = x1+yi, sejam
homomorfismos, de modo a poder identificar o conjunto R com o conjunto
{(2,0,0,0) : x € R}, e o conjunto C com o conjunto {(z,y,0,0) : z,y € R}.

Dado um quaterniao g = al + bt + cj + dk, al diz-se a parte real de q, e
bt+cj 4+ dk a parte vectorial. Tal como no caso dos complexos, escreveremos

2'William Rowan Hamilton (1805-1865), grande astrénomo e matematico irlandés. Ha-
milton foi também muito precoce: aos 5 anos sabia ler grego, hebraico e latim, e aos 10
anos estava familiarizado com meia dizia de linguas orientais!
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normalmente q = a + bt + ¢j + dk, deixando o quaterniao 1 subentendido.
A SOMA DE QUATERNIOES é a soma vectorial usual em R*. E portanto
evidente que, se = e y sao reais e z e w complexos, se tem

Pz +y)=o@)+ o),  Y(z+w)=1(z)+Y(w).

O PRODUTO DE QUATERNIOES é mais dificil de descobrir. Observamos
primeiro que, se entendermos o produto dum real a pelo quaterniao g como o
produto (al)gq, entdo esse produto reduz-se ao produto habitual dum escalar
por um vector, e em particular os quaternioes formam um espaco vectorial
de dimensao 4 sobre os reais. Por outro lado, devemos também ter

(1.7.1) i? =1,

pois
i = P(i)p(i) = P(i?) = P(=1) = ¢(-1) = —¢(1) = —1.
Hamilton descobriu as identidades:

(1.7.2) ij=k,  jk=1i, ki=j.

Com base nestas identidades, é possivel calcular os produtos ji, kj, ik, j2 e
k2 usando apenas a propriedade associativa do produto e a relacio i2 = —1.
A titulo de exemplo, note-se que

ij =k = i(ij) = ik = (ii)j = ik = (—1)j = ik = —j = ik.

Deixamos os detalhes destes cdlculos como exercicio, mas indicamos aqui os
resultados:

(173)  P=k=-1  ji=-k  kj=-i, ik=—j.

Observe que o produto de quaternides ndo é comutativo, e portanto os
quaternides nao formam um corpo. A partir das identidades ([ICZTl), (CZ2),
e ([CZ3) é possivel calcular o produto de dois quaternides arbitrarios usando
as propriedades associativa e distributiva. Em vez de fazer isso, preferimos
inverter todo o processo e definir formalmente o anel dos quaternioes.

Teorema 1.7.1. O conjunto R* com a adicio vectorial usual e o produto
degq=a+v er =b+ w definido po

(1.7.4) (a+v)(b+w)=ab— (v -w)+aw+bv + v X w,

¢ um anel de divisio (que nao é um corpo) e que se designa por H.

22Nesta férmula, (v-w) e v X w designam os habituais produtos interno e externo da
algebra vectorial moderna. Na realidade, estas operagoes e a notagao ¢, j e k para a base
canénica de R? sdo vestigios do trabalho de Hamilton.
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Demonstrag¢ao. Antes de mais observamos que o produto (q,r) — qr defi-
nido por (7)) coincide com o produto por escalares se q € R, e ainda que
é uma aplicacdo R-bilinear: dados a1,as € R, q,q1,qs € R* e r1, 75,7 € R*
temos

(a1qy + a2qe)r = ai(qq7) + az(qyr),  q(arr + agra) = ai(qry) + az(qrs).

Verificamos também que, com a notacao 2, j e k para a base candnica de

R3, sdo validas as identidades (1), (CZ2), e ([CZ3).

Para obter a associatividade da operacao usamos agora a bilinearidade

e as identidades (L), (CZ2), e (LZ3), para calcular os produtos
(ap + a1t + azg + azk) ((bo + b1% + baj + bsk)(co + c1i + 2 + c3k)) ,

((ap + a1% + agj + azk)(bg + b1 + bag + bsk)) (co + c12 + c2J + c3k),

e verificar assim que coincidem.
Finalmente, é claro que

ql =1q = q,

e deixamos como exercicio verificar que para todo o quaterniao q = (a, b, ¢, d)
nao-nulo sdo validas as identidades:

a—bt—cj—dk
a2+ 4+ +d?

(1.7.5) qq9 =q¢'q=1, onde ¢ =
O

E ainda interessante constatar que os quaternides formam um anel iso-
morfo a um subanel do anel M4(R) das matrizes 4 x 4 com entradas reais, o
que fornece uma realizacao concreta deste anel de divisao, e outra demons-
tragao do Teorema [[LZI] Para isso considerem-se as matrizes 2 X 2:

10 0 -1 0 0
v=(Gon) =) (o)

que permitem definir a transformacao linear p : R* — My(R) através de

= (40
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(como {1,4,j,k} é uma base de R* esta aplicacdo linear fica bem definida).
Temos entao:

Proposicao 1.7.2. A aplicacdo p : H — My(R) é um homomorfismo in-
jectivo, logo o anel das matrizes 4 x 4 com entradas reais possui um subanel
isomorfo ao anel de divisao H.

A demonstragao deste resultado é um simples exercicio de calculo. Ve-
remos mais adiante que do Teorema Fundamental da Algebra (“Qualquer
polinomio com coeficientes complexos de grau maior que zero tem pelo menos
uma raiz complexa”) se segue que nao existe nenhum corpo que seja uma
extensao de C e simultaneamente um espaco vectorial de dimensao finita
sobre R ou C. Por outras palavras, sabemos hoje que o problema original
de Hamilton nao tem solugao.

Exercicios.

1. Demonstre, a partir da férmula ([CZ4) para o produto de dois quaternioes,

que sdo validas as relagoes (L)), (CL2) e (CZ3I).

2. Verifique, a partir de (L), da bilinearidade e das identidades ([CZTI),
CZ2), e (C3A), a férmula [CZH) para o inverso de um quaterniao g # 0.

3. Para um quaterniao ¢ = al+bi+cj+dk definimos o seu complexo conjugado
por ¢ = al — bt — c¢j — dk. Mostre que:

(a) A aplicagio ¢ : H — H definida por ¢(q) = g é um automorfismo de
(H, +). O que é que pode dizer sobre ¢(q,g5)?

(b) qq = ||q||* onde ||q|| = Va2 + b2 + 2 + d? designa a norma do quater-
niao q = al + bt + ¢j + dk;
1 _ _gqg

(¢) O inverso de um quaternido g é o quaternido g~ = el

4. Mostre directamente que o conjunto formado por todas as combinagoes line-
ares das matrizes 4 x 4:

M 0 N 0 0 M 0 N
0o M )’ 0 —-N )’ -M 0 )’ N 0 )’
é um subanel de My(R).

5. Demonstre a Proposigao [LT2 i.e., mostre que a aplicagao p : H — My(R) é
um homomorfismo injectivo.

6. Descreva todas as solucdes da equacio x2 = —1 no anel H dos quaternides.

7. Suponha que {1} C K C L C M sao corpos, com M uma extensao de L, e L
uma extensao de K. Sabemos que M é um espaco vectorial sobre K e sobre L,
e que L é por sua vez um espago vectorial sobre K. Suponha que a dimensao
de M sobre L é m, e a dimensao de L sobre K é n. Prove que a dimensao de
M sobre K é mn. Conclua que uma extensao nao-trivial de C tem pelo menos
dimensao 4 sobre R.
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8. Considere os quaternioes da forma a+bi+cj+dk, com a, b, ¢, d € Z. Verifique
que estes quaternioes formam um anel nao-abeliano, que nao é de divisao, mas
onde a lei do corte é valida.

9. Verifique que o conjunto formado pelos elementos invertiveis do anel referido
no exercicio anterior formam um grupo nao-abeliano com oito elementos, de-
signado por Hg. Determine todos os subgrupos de Hg, e identifique todos os
subgrupos normais.

1.8 Simetrias

Ilustramos nesta seccao a forma como a teoria dos grupos pode ser utilizada
para formalizar a nocao de simetria, considerando sobretudo o caso das
simetrias de figuras geométricas planas. Para isso, comecamos por notar que
uma “figura plana” é formalmente um conjunto  C R?, e vamos chamar
SIMETRIA de © a uma funcao f : R?2 — R? que preserva as distincias entre
pontos de R?, i.e., tal que

1f(@) — fll =llz—yll, Vz,yeR?

e que transforma o conjunto €2 nele préprio, i.e., tal que

F(Q) =9
Exemplo 1.8.1.

Se Q € o circulo unitdrio de raio 1 e centro na origem, é fdcil ver que qualquer

rotacdo do plano em torno da origem € uma simetria de 2. Analogamente,
qualquer reflexdo do plano numa recta que passe pela origem € também uma
simetria de ).

As simetrias do plano, ou mais geralmente as simetrias de R™, sao as
fungoes f : R" — R™ que preservam distancias, e que por isso se dizem
1sometrias.

Exemplos 1.8.2.
1. Qualquer translacdo € uma isometria do plano.
2. Qualquer rotagao é uma isometria do plano.

3. Qualquer reflexdo (numa linha ou num ponto) é uma isometria do plano.

O nosso préximo objectivo é classificar todas as isometrias de R™. Para
isso, comecamos por estudar as isometrias f que mantém fixa a origem, i.e.,
tais que f(0) = 0.
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Proposicao 1.8.3. Se f(0) = 0, entdo as sequintes afirmagoes sio equiva-
lentes:

(i) f é uma isometria, i.e.,
1f (@) = f(W)l| = llz —yll, Vo, y € R;
(ii) f preserva produtos internos, i.e.,@
fl@) fly) ==z y Vo,y e R".
Demonstra¢do. Supomos primeiro que f é uma isometria, e notamos que

lz]| = |l — 0] = [|f (=) — £(O)]| = [|f ().

Além disso, temos

1f @) = fWIP = @) +f W -2f(x) fy),
e —yll* = [l|* +|lyll* -2z - y.
Como por hipétese ||f(x) — f(y)|| = ||z — y||, e j4 provdmos acima que

llz|| = || f(x)||, é imediato que f(x)- f(y) = -y, para quaisquer x,y € R™.
Concluimos portanto que (i) implica (ii).
Deixamos como exercicio a demonstracao de que (ii) implica (i). O

Continuando a considerar apenas isometrias que mantém fixa a origem,
mostramos em seguida que estas isometrias sdo necessariamente transfor-
magoes lineares.

Proposicao 1.8.4. Se f ¢é uma isometria, e f(0) = 0, entao f é uma
transformacado linear.

Demonstragao. Seja {ey,..., ey} a base canénica de R™. e vy, = f(eg). Os
vectores vy, sdo unitdrios (porque ||vg|| = || f(ex)|| = |lex|| = 1) e ortogonais
(porque v; -vj; = f(e;) - f(e;) = e; - ej). Portanto, os vectores {vy,...,v,}
formam igualmente uma base de R"™ (porqué?).

Seja agora x,y € R™, onde y = f(x). Sendo {e1,...,e,} e {vy,...,v,}
bases de R", existem escalares x1,...,%, € y1, ..., Y, tais que

n n
T = E TL€L, Yy = E Yk Vk-
k=1 k=1

Deve ser claro que xp = x - e; e yp = y - Vi, € cCOMO

y-vp = f(z) flex) = ey,

W@

ZDesignamos nesta seccdo, por o produto interno usual de R™.
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temos xzp = yi, donde

F@)=FQ zwer) =Y wor =y arfler),
k=1 k=1 k=1

logo f é uma transformagao linear. O

As isometrias tais que f(0) = 0 sdo, como acabamos de ver, trans-
formacoes lineares. E pois natural caracterizar estas fungoes em termos
da sua representagao matricial. Para isso, recordamos que a matriz n x n
se diz ortogonal se ATA = I, ou seja, se A~! = AT. (Recorde-se igual-
mente que como det(AT) = det(A), temos ainda [det A]? = det AT det A =
det(ATA) = det I = 1, donde det A = +1).

Proposicao 1.8.5. Se f : R™ — R", as sequintes afirmacgoes sdo equiva-
lentes:

(i) f é uma isometria e f(0) = 0;

(i) f é uma transformacgao linear, e a matriz de f na base candnica €
ortogonal.

Demonstragao. (i) = (ii). Sendo A a matriz de f na base candnica, temos
A = (a;;), onde v; = > | a;;e;. Por palavras, a coluna j da matriz A é
formada pelas componentes do vector v; na base canénica. Como os vectores
v, sao unitarios e ortogonais, temos

1 se j=k,

n
Vj -V = E QijQif =
i=1 0 se j#k,

ou seja, ATA =1, e a matriz A é ortogonal.
(ii) = (i). Exercicio. O

As transformacoes lineares que sao isometrias dizem-se simplesmente
transformagoes ortogonais. Podemos agora caracterizar completamente as
isometrias de R™.

Teorema 1.8.6. Se f : R™ — R", as sequintes afirmagdes sao equivalentes:

(i) f é uma isometria,

(ii) existe uma transformagao ortogonal g : R™ — R™ e a € R™ tal que

f@) = a+gla).
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Demonstragao. (i) = (ii). Seja f uma isometria, e @ = f(0). A funcéo
g(x) = f(x) — a satisfaz g(0) = 0 e é uma isometria:

lg(®) —gW)ll = |1 () — F(W)Il = |l —yl|.

De acordo com a Proposicao [LEH], g é uma transformagao ortogonal.
(ii) = (i). Se g é uma transformagao ortogonal, sabemos que g é uma
isometria. E imediato que, se @ € R", entao a + g(x) é uma isometria. [

As transformagoes ortogonais f : R” — R” formam um grupo O(n,R), a
que se chama GRUPO ORTOGONAL. O determinante de uma transformacgao
ortogonal f s6 pode ser 1 ou —1, como foi observado acima, e as trans-
formagoes ortogonais f com determinante 1 formam um subgrupo do grupo
ortogonal, designado por SO(n,R) e dito GRUPO ORTOGONAL ESPECIAL.
Aos elementos de SO(n,R) chamamos ROTAGOES PROPRIAS ou simples-
mente ROTAGOES.

As isometrias f : R — R" formam igualmente um grupo E(n,R), dito
0 GRUPO DE SIMETRIA DE R™ ou GRUPO EUCLIDIANO, do qual os grupos
ortogonal e ortogonal especial sao subgrupos:

SO(n,R) € O(n,R) C E(n,R).

Mais geralmente, se 2 C R", entao as isometrias de R” que sao simetrias de
Q formam um grupo, que se diz GRUPO DE SIMETRIA de ). Podemos entao
falar das simetrias de 2 que s@o translagoes, transformacoes ortogonais,
rotagoes, reflexoes, etc.

Exemplos 1.8.7.

1. Se ) C R? é um rectangulo centrado na origem, com lados (de comprimentos
distintos) paralelos aos eizos coordenados, entao o respectivo grupo de simetria
tem 4 elementos: a identidade, as reflexdes nos eizos Ox e Oy, e a rotagao de
180° em torno da origem (que é igualmente a reflexdo na origem). O grupo de
simetria do rectangulo, dito frequentemente GRUPO DE KLEIN, € isomorfo ao
produto directo Zo X Zo.

Figura 1.8.1: Simetrias dum rectangulo.
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2. Se Q C R? € um poligono regular com n lados centrado na origem, entdo
o respectivo grupo de simetria, dito GRUPO DIEDRAL, tem 2n elementos: as
rotagoes de 2km/n em torno da origem, as reflexdes em relagcdo ds rectas que
passam na origem e pelos vértices, e as reflexdes em relagGo as rectas que
passam pela origem e bissectam os lados do poligono. Costuma-se designar
este grupo pelo simbolo D,,.

Figura 1.8.2: Simetrias dum triangulo equiléatero.

Por exemplo, para um tridngulo equildtero (n = 3), temos trés simetrias ro-
tacionais {R, R?, R® = I} geradas por uma rota¢do R de 27/3 em torno da

-

origem. A representacdo matricial de R em relacdo  base candénica de R? é

1 _3
R= £32 E
2 2

Temos ainda trés eizos de simetria que dao origem a outras tantas reflexoes
{o1,02,03}. Escolhendo o tridngulo com vértices em 1, e , e e’3 , as repre-
sentagoes matriciais destas reflexoes em relagdo a base candnica sao:

1 0 —~1/2 V3/2 -1/2  —/3/2

0 -1 )’ Vv3/2 1/2 )7 —V3/2  1)2 '
Deizamos como exercicio verificar que o grupo de simetrias D3 que se obtém
desta forma € isomorfo ao grupo simétrico Ss.

]

Nos exemplos anteriores, as figuras eram limitadas. Também é muito
interessante estudar grupos de simetria de figuras ilimitadas. Considere-se
a titulo de exemplo um subconjunto do plano da forma:

Q={na+mb:n,meZ}

onde a,b € R? sdo vectores fixos do plano linearmente independentes. ) é
um conjunto discreto de pontos, e podemos considera-lo como um modelo
simplificado de uma rede bidimensional de atomos, estendendo-se indefini-
damente sobre todo o plano.
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Figura 1.8.3: Uma rede bidimensional §2.

Nao determinaremos aqui os possiveis grupos de simetria de €2, deten-
do-nos apenas no estudo de um problema mais simples, o de calcular as
rotacoes que podem ser simetrias de Q.

As simetrias de conjuntos ilimitados no plano sao extensivamente utili-
zadas na decoracao de superficies planas: a contemplacao de exemplos reais
sugere que se baseiam na repeticao de motivos enquadrados por uma das
seguintes figuras: tridngulo equilatero, quadrado, rectangulo ou hexagonot“i.

Este facto sugere, ainda, que, se existe alguma rotacdo que seja sime-
tria de 2, entdao essa rotacao sé pode ser de 60°, 90°, 120° ou 180° (além
naturalmente da identidade, que é igualmente uma rotacdo). Para vermos
que de facto assim é, seja f uma rotagdo que é simetria de 2, e A a sua
representacao matricial na base candnica, donde

A— [ cos 0 —senf
~ \senf cosf ‘
Seja ainda B a representagdo matricial de f na base {a,b}. Nesta base
todos os elementos de 2 tém coordenadas inteiras (na realidade, os pontos
de Q sdo precisamente os vectores de R? cujas componentes na base {a,b}

s@o inteiros). Portanto, a prépria matriz B tem entradas inteiras, ja que
estas entradas representam os vectores f(a) e f(b), que sdo necessariamente

pontos de 2. Escrevemos
ni n
B— 1oz
n21  N22
onde os n;; sao inteiros.
As matrizes A e B sdo semelhantes, i.e., existe uma matriz nao-singular
S tal que ST'AS = B. As matrizes A — 2l e B — I sdo igualmente

24Para uma discussdo pormenorizada da nocéo de simetria e a sua relacio com a arte,
recomendamos a leitura da monografia de H. Weyl, Symmetry, Princeton University Press,
Princeton N. J. (1952).
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Figura 1.8.4: Simetrias de figuras planas ilimitadas.

semelhantes, e portanto tém o mesmo determinante, ou seja, os polinémios
caracteristicos de A e B sao iguais. O polinémio caracteristico de qualquer
matriz C', de tamanho 2 x 2, é dado por

p(z) = det(C — zI) = 2% — tr(C)x + det(C)

(o termo independente do polinémio é o determinante de C, e o coeficiente
de z é o simétrico da soma dos elementos da diagonal principal, ou seja, o
simétrico do trago de C'). Como as matrizes A e B tém o mesmo polinémio
caracteristico, podemos concluir que os respectivos tracos sao iguais, ou seja,

2cosf = ni1 + nag,

e, portanto, 2cosf é um inteiro. E claro que —1 < cosf < 1, donde
concluimos que cosf sé pode ser —1, —1/2, 0, 1/2 ou 1, i.e., que 0 =
180°, 120°, 90°, 60° ou 0°.

Existem muitos outros exemplos de importancia pratica onde a teoria
dos grupos é fundamental para a compreensao de problemas relacionados
com a ideia de simetria:

Exemplos 1.8.8.

1. A exploragdo das simetrias de determinadas regides ilimitadas do espaco con-
duz ao cdlculo dos chamados grupos cristalograficos, utilizados na classifica¢dao
dos cristais que ocorrem na natureza.
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2. Veremos no Capitulo [] que é possivel associar a cada polinémio um grupo
de simetrias formado por permutacoes das suas raizes, dito grupo de Galois
do polindmio. A natureza do grupo de Galois de cada polinémio distingue
0s polindmios cujas raizes podem ser calculadas usando expressoes envolvendo
radicais e os coeficientes do polindmio, e permite explicar a razdo pela qual nao
existem “formulas resolventes” para polinomios de grau superior a 4.

3. Uma das ideias mais bdsicas e mais frutuosas da Fisica € o “principio de
objectividade”. De uma forma necessariamente vaga, este principio exprime
a ideia de que observadores diferentes, usando sistemas diferentes de coorde-
nadas espaciais e temporais, descrevem os mesmos fenomenos fisicos usando
as mesmas leis fisicas. De um ponto de vista matemdtico, este facto forca as
leis da natureza a ter como grupos de simetrias os grupos das transformacoes
que relacionam as coordenadas usadas por diferentes observadores. De acordo
com este principio, e a titulo de exemplo, as leis da Mecanica e as leis do
Electromagnetismo devem ter o mesmo grupo de simetria: foi a exploracao
cuidada desta ideia por Albert Einstein que o levou a descoberta da Teoria da
Relatividade, seqguramente uma das conquistas mais importantes da Ciéncia.

Exercicios.

1. Suponha que f : R? — R? é uma isometria do plano. Mostre que:

(a) Se f mantém fixos dois pontos a e b do plano, entdo f é uma reflexao
na recta determinada por a e b;

(b) Se f mantém fixo um tnico ponto a, entao f é uma rotagao em torno de
a:

3

(¢) Se f ndo mantém nenhum ponto fixo, entdo f é uma translacdo, seguida
possivelmente de uma rotacao ou de uma reflexao.

2. Conclua a demonstragao da Proposicao
3. Conclua a demonstracao da Proposigao [CZH
4. Mostre que o grupo de Klein é isomorfo a Zy & Zo.

5. Prove que os seguintes conjuntos de transformacoes sao grupos:

(a) As transformagoes ortogonais e rotagoes préprias f : R™ — R™.
(b) As isometrias f : R™ — R™.

(¢) As simetrias de uma figura Q C R™.

6. Mostre que o grupo ortogonal especial SO(n,R) é um subgrupo normal de
O(n,R), mas ndo é um subgrupo normal de E(n,R).

7. Mostre que D3 (o grupo de simetria do triangulo equildtero) é isomorfo a Ss.

8. Determine o grupo D4 (grupo de simetria do quadrado).



60 Capitulo 1. Nocoes Basicas da Algebra

9. A colmeia da Figura 1.8.4 admite como simetrias rotacionais as rotac¢oes de
60° em torno dos centros das faces, bem como as rotagoes de 120° em torno dos
vértices. Como pode alterar esta figura de forma que as simetrias rotacionais
sejam apenas as rotagoes de 120°7

10. Seja f : R? — R3 uma rotacdo. Mostre que existe uma base {vy,v2,v3} de
R3 em relacdo & qual a representacdo matricial de f é

1 0 0
0 cosf —senf
0 senf cosd

A vy chama-se eizo de rotagdo e a 6 chama-se dngulo de rotagdo de f. Consegue
generalizar este resultado a dimensoes n > 37



Capitulo 2

Os Numeros Inteiros

2.1 Axiomatica dos Inteiros

J& referimos véarias vezes (sempre informalmente) o anel dos inteiros e algu-
mas das propriedades destes niimeros. Temos suposto que essas proprieda-
des s@o conhecidas e “6bvias”. Nao é no entanto possivel desenvolver teorias
matemadticas precisas sem um cuidadoso exame dos seus fundamentos, e em
particular sem distinguir entre os seus resultados aqueles que nao sao postos
em causa pela teoria em questao, i.e., 0s seus axiomas, e os que devem ser
exibidos como consequéncia légica dos primeiros, ou seja, os seus teoremas.

Desejamos agora indicar as propriedades dos ntimeros inteiros que consi-
deraremos como axiomas. Note-se no entanto que a nossa exposicao nunca
serd completamente formal. Em particular, continuaremos a usar nogoes e
resultados da teoria dos conjuntos sem nos preocuparmos com a sua for-
mulacao rigorosa, ja que esse é um assunto que sai claramente do ambito da
Algebra. A escolha dos axiomas que servem de base a uma teoria dada é, até
certo ponto, arbitraria, porque é sempre possivel escolher axiomas distintos,
mas logicamente equivalentes. Portanto, a escolha final é necessariamente
ditada por critérios subjectivos de elegancia, brevidade e economia de pen-
samento. Preferimos comecar por um axioma que se encadeia facilmente
com a nossa discussao anterior.

Axioma 1. Ezxiste um dominio integral 7Z, cujos elementos se designam por
INTEIROS.

O zero e a identidade de Z designam-se respectivamente por 0 e 1. Segue-
se do capitulo anterior que um grande niimero de propriedades elementares
dos inteiros é consequéncia directa do Axioma [ Em particular, as leis do
corte para a soma e o produto e as regras dos sinais provadas anteriormente
sao validas em 7Z, assim como a afirmacao 0 = —0 que consta dos exercicios.
Por outro lado, deve ser claro que o axioma acima nao caracteriza com-
pletamente os inteiros; por exemplo, é impossivel decidir com base neste

61
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axioma se a afirmagdo 1 # —1 é verdadeira ou falsa, ou decidir se os in-
teiros formam um conjunto finito ou infinito (porqué?). Para o completar,
vamos agora examinar com algum cuidado certas propriedades dos nimeros
naturais.

De um ponto de vista intuitivo, os naturais sao os inteiros que se obtém
de 1 por “adicao sucessiva” de 1, ou seja, s@o os ntimeros da forma

1,2=141,3=2+1,4=3+1,...
Designando o conjunto dos naturais por N, devemos portanto ter
leN,eneN=n+1eN.

Em geral, introduzimos a seguinte definicao.

Definicao 2.1.1. Se A é um anel unitario com identidade 1, um subconjunto
B C A diz-se INDUTIVO se:

(i) 1€ B;
(i) ne B=n+1€B.

O préprio anel A é evidentemente um subconjunto indutivo de A. Por-
tanto, Z é subconjunto indutivo de si préprio, e N nao pode ser o tinico sub-
conjunto indutivo de Z. Mas na realidade a descricao heuristica de N que
demos acima sugere uma outra propriedade deste conjunto: a de que qual-
quer subconjunto indutivo de Z contém necessariamente todos os nimeros
naturais. Dito doutra forma, N é o menor subconjunto indutivo de Z.

Regressemos ao contexto dum anel arbitrario A com identidade 1, para
formalizar estas ideias. J4 notamos que o préprio anel A é sempre indutivo.
Por este motivo, a familia de subconjuntos indutivos de A é necessariamente
nao-vazia. Seja agora N(A) a intersec¢io de todos os subconjuntos induti-
vos de A. E imediato da sua prépria definigdo que N(A) estd contido em
qualquer subconjunto indutivo de A, observacdo a que damos o seguinte
nome:

Teorema 2.1.2 (Principio de Indugao Finita). Seja A um anel unitdrio.
Entao:

(i) se B C A € indutivo, entao N(A) C B, e
(ii) se B C N(A) € indutivo, entdo B = N(A).

A afirmacao anterior torna-se mais interessante tendo em conta o se-
guinte:

Proposicao 2.1.3. Se A € um anel unitdrio, entdo N(A) € um subconjunto
indutivo de A.
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Demonstracdo. Como 1 pertence a todos os subconjuntos indutivos de A,
vemos que 1 € N(A).

Suponha-se que a € N(A) e B é um qualquer subconjunto indutivo de A.
Entao a € B (porque N(A) C B) e a+1 € B (porque B é indutivo). Como
B é arbitrario, segue-se que a+ 1 pertence a todos os subconjuntos indutivos
de A, i.e., a+1 € N(A). Concluimos, pois, que N(A) é indutivo. O

De acordo com os dois resultados anteriores, N(A) é indutivo e estd con-
tido em qualquer subconjunto indutivo de A. Por este motivo, introduzimos:

Definicao 2.1.4. Chama-se a N(A) o MENOR SUBCONJUNTO INDUTIVO de
A. Se A =17, escrevemos N em lugar de N(Z), e chamamos a N CONJUNTO
DOS NUMEROS NATURAIS.

Veremos adiante que a forma usual do principio de inducao finita é exac-
tamente o Teorema aplicado ao anel dos inteiros, e identificaremos
todos os possiveis conjuntos N(A) (a menos de um isomorfismo). Note-
-se também que a descrigao (heuristica) de N que demos no inicio desta
secgao se aplica igualmente ao conjunto N(A) , i.e., este é sempre formado
pelos elementos de A que se obtém da identidade 1 por “adicdo sucessiva”
da mesma identidade, observacao a que eventualmente daremos uma forma
mais precisa.

Exemplos 2.1.5.
1. Se A=C, entdo N(A) =N.
2. Se A= M,(C), entago N(A) ={mI:m e N }.
3. Se A=17s, entdo N(A) =Zs.

Sabemos que a soma e o produto de niimeros naturais sao ainda ntmeros
naturais. Podemos agora provar esta afirmacao, e simultaneamente genera-
lizé-la a qualquer anel com identidade.

Proposicao 2.1.6. N(A) € fechado em relagdo a soma e ao produto, i.e.,
Va,be N(A),a+be A eabe N(A).

Demonstrag¢ao. Provamos apenas que a soma de dois elementos de N(A) é
um elemento de N(A). Para isso, fixamos a € N(A) e definimos B, C N(A)
como o conjunto dos elementos b € N(A) tais que a +b € N(A). Temos
a provar que B, = N(A), o que faremos mostrando que B, é indutivo, e
aplicando o Teorema (ii):

1. Como N(A) é indutivo, é claro que a +1 € N(A), e portanto 1 € B,.

2. Sebe By, entao a+b € N(A) e temos (a+b)+1€ N(A), pois N(A)
é indutivo. Como (a+b)+1=a+ (b+ 1), segue-se que b+ 1 € B,.
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Concluimos que B, é indutivo. Logo, pelo Teorema (i), B, = N(A).
U

Regressando ao problema de caracterizar axiomaticamente o anel dos
inteiros, recordamos que o conjunto dos inteiros é usual e informalmente
descrito como formado pelos naturais, os simétricos dos naturais, e o zero,
ou seja,

Z={0,1,-1,2,—-2,3,-3,... },

sendo subentendido que a lista acima nao inclui repeticoes. O nosso proximo
axioma precisa e refina esta propriedade dos inteiros.

Axioma II. Sem € 7Z, verifica-se exactamente um dos sequintes trés casos:
m=0oumé&cN ou —méeN.

Observe-se que, se neste axioma substituirmos o anel Z por outro anel A
e o conjunto N pelo correspondente conjunto N(A), obtemos uma afirmagao
claramente falsa para todos os outros exemplos de anéis que ja mencionamos.
Designaremos o conjunto N U {0} por Nj.

Os Axiomas [l e [ que indicdmos acima serao a base do nosso estudo
dos inteiros. Mostraremos também que os axiomas usuais sobre nimeros
racionais e reais sao consequéncia logica destes axiomas para os inteiros. A
questao de saber se estes axiomas sao completos, ou seja, se permitem de-
cidir a respeito de qualquer afirmacao “razoavel” sobre os inteiros se essa
afirmacao é falsa ou verdadeira, e ndo-contraditorios, no sentido de nunca
levarem a conclusao de que determinada afirmacgao é simultaneamente falsa
e verdadeira, ¢ um problema profundo e delicado da algada da Loégica Ma-
temadtica, sobre o qual ndo poderemos debrucar-nos. Acrescente-se que uma
pergunta equivalente a esta constituia o 22 problema de Hilbertﬂ. A re-
solucao que lhe foi dada por Kurt Godel E em 1930 é um dos resultados
mais surpreendentes e significativos da Matemética contemporanea. Godel
mostrou que estes dois atributos duma axiomédtica para os inteiros (com-
pleta e nao-contraditéria) sao eles préprios contraditérios: qualquer sistema
de axiomas para Z que seja nao-contraditério admite afirmagoes cujo valor
logico nao pode ser decidido com base nesses mesmos axiomas.

Por estranho que pareca alguém sequer colocar estas questoes, o que é
verdadeiramente surpreendente é o reflexo que o seu estudo veio a ter no
mundo actual. Registe-se que os trabalhos de Godel foram estudados pelo

'"David Hilbert (1862-1943), matemdtico alemao, professor em Géttingen. A comu-
nicagdo de Hilbert ao Congresso Internacional de Mateméticos em Paris (1900) inclufa
uma lista de 23 problemas que ele achava que deveriam ser considerados pelos matemaéticos
do século XX (ver Bull. Am. Math. Soc., 2" ser., vol. 8 (1901-02), pp. 437-79).

2Kurt Godel (1906-1978) nasceu na Austria e emigrou jovem para os EUA, onde se
tornou membro do Institute for Advanced Study em Princeton. A sua resolugido do 22
problema de Hilbert foi feita com 24 anos apenas.
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matematico inglés Alan Turing, que os transformou em 1936 na sua teoria
de um Autémato Universal (hoje dito Méquina de Turing). As ideias pu-
ramente tedricas de Turing, por sua vez, inspiraram o matematico hingaro
John von Neumann ﬁ, ja entao nos EUA, a colaborar no aperfeicoamento
dum Autémato Universal Electronico, o ENIAC. Esta maquina e outras se-
melhantes, construidas na década que se seguiu a publicacao do trabalho de
Turing, foram, naturalmente, os precursores dos modernos computadores.
Na realidade, os esforcos destes dois homens nao ficaram por aqui. A Se-
gunda Guerra Mundial tinha entretanto comecado em 1939, e Turing teve
um papel central para os esforgos militares ingleses, decifrando os cédigos
aleméaes baseados na utilizacdo da méaquina ENIGMA. Von Neumann e o
ENIAC foram mobilizados para complexos problemas de calculo de interesse
militar, e em particular para o gigantesco projecto Manhattan. Este culmi-
nou na construcao da bomba atémica, que com a destruicao de Hiroxima e
Nagasaqui pos fim a guerra.

Exercicios.
1. Complete a demonstragao do Teorema e da Proposicao ZT.0

2. Indique o menor subconjunto indutivo de cada um dos anéis com identidade
mencionados no Exercicio 1 da Seccao [CH

3. Quais dos anéis referidos no problema anterior verificam um axioma analogo
ao Axioma [l se a expressao “exactamente um” for substituida por “um”?

4. Investigue a possibilidade de substituir a expressao “exactamente um” no
Axioma [l por “um”, acrescentando-lhe:

(a) 0N, ou
(b) ne N= —n¢&N, ou
(c) n¢gN=-—neN.

5. Um conjunto X diz-se INFINITO H se existe uma funcao ¥ : X — X injectiva
mas nao-sobrejectiva. Prove que N é infinito.

6. Prove que, se existe uma funcao bijectiva ¥ : X — Y, entao X ¢ infinito se
e s6 se Y é infinito.

7. Prove que, se Y C X e Y ¢ infinito, entdao X é também infinito. Em parti-
cular, prove que Z ¢ infinito.

3John von Neumann (1903-1957), nasceu na Hungria, tendo ensinado em Berlim e
Hamburgo antes de emigrar para os EUA. Foi conjuntamente com Einstein um dos pri-
meiros membros do Institute for Advanced Study em Princeton. A ele devemos também
a primeira axiomatizacao da nogao de espago de Hilbert, uma nogéo da Anélise Funcional
fundamental para a Mecanica Quantica.

4 A nocdo de niimero de elementos (ou cardinal) dum conjunto é discutida no Apéndice.
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2.2 Desigualdades

Parte das propriedades elementares dos niimeros inteiros, racionais e reais
dizem respeito a manipulacao de desigualdades, ou seja, dizem respeito a
relagcao de ordem existente nestes anéis. Nesta seccao vamos estudar a or-
denacdo dum anel de uma forma abstracta, exibindo propriedades que sao
comuns a todos os anéis ordenados. Procuraremos compreender os motivos
pelos quais certos anéis podem ser ordenados, enquanto outros ndao o podem
ser, e se a ordenacao é unica. Faremos ainda referéncia a propriedades de
ordem que sao caracteristicas dos inteiros, e mostraremos que as proprie-
dades de ordem deste anel sao consequéncia dos axiomas mencionados na
seccao anterior. Parte das nocgoes que utilizaremos podem ser definidas no
contexto dum qualquer conjunto, sem referéncia a operacoes algébricas, e é
isso que passamos a fazer.

Definicao 2.2.1. Uma relagdo bindria “>” num conjunto X diz-se uma
RELAQAO DE ORDEM ESTRITA E TOTALE se:

(i) Transitividade: Vx,y,z € X,z >yey>z = x> 2.

(ii) Tricotomia: Vx,y € X, verifica-se exactamente um dos trés casos
r>youy>zxrouzxr=y.

Note que a condicao (ii) afirma que quaisquer dois elementos podem
sempre ser comparados.

Dado um conjunto X com uma relagao de ordem “>”, que lemos “mator
que”, podem definir-se (tal como no caso dos nimeros) as relagoes “<”, “>”
e “<”, que se léem da forma usual, por

e a<bseesdseb>a;
e a>bseesdésea>boua=0b;
e a<bseesdésea<boua=n".

Relembramos a seguir alguns conceitos elementares aplicaveis em qualquer
conjunto ordenado X.

Definigao 2.2.2. SeY C X ex € X,

(i) x diz-se MAJORANTE (respectivamente MINORANTE) de Y se x > y
(respectivamente z < y), Vy € Y

(ii) Y diz-se MAJORADO (respectivamente MINORADO) em X se Y tem
pelo menos um majorante (respectivamente minorante) em X;

(iii) Y diz-se LIMITADO em X se é majorado e minorado em X.

5Para a definicio e propriedades das relacdes de ordem em geral, ver o Apéndice.
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Com estas nogoes temos ainda as nocoes usuais de maximo, minimo,
supremo e infimo, que passamos a enunciar para referéncia futura.

Definigao 2.2.3. Se Y C X e x € X, entao

(i) se x é majorante (respectivamente minorante) de Y e x pertence a Y,
x diz-se MAXIMO (respectivamente MINIMO) de Y, e designamos x por
max Y (respectivamente minY);

(ii) o minimo (respectivamente maximo) do conjunto dos majorantes de
Y, se existir, chama-se SUPREMO (respectivamente INFIMO) de Y, de-
signado por supY (respectivamente infY).

Os diferentes tipos de intervalos que nos sao familiares podem ser gene-
ralizados a qualquer conjunto ordenado. Por exemplo, se a,b € X, entao

la,+o0[={y € X :y > a},
]a,b]:{yEX:a<y§b},

Exemplo 2.2.4.

Seja X =R com a relagdo usual “>”, e Y =] —00,0[. Neste caso, Y ndo tem

minorantes em R, e portanto nao pode ter infimo ou minimo. O conjunto dos
seus magorantes € o intervalo [0,4o00[, com minimo 0 que ndo pertence a Y.
Claramente 0 =sup Y, e Y ndo tem mdzimo.

Se o conjunto X é o suporte dum anel, é natural considerar apenas
relagoes de ordem que de algum modo respeitam as operacoes algébricas
desse anel. Exigiremos no caso dum anel que

a>b<=a—-0>0,

i.e, que a > b se e s6 se a — b é positivo, e que a soma e o produto de
elementos positivos seja um elemento positivo. E por isso mais conveniente
descrever uma relagao de ordem num anel em termos do conjunto dos seus
elementos positivos.

Definigao 2.2.5. O anel A diz-se um ANEL ORDENADO se existe um sub-
conjunto AT em A que verifique:

(i) Fecho em relagao a soma e ao produto: a + b,ab € AT, Va,b e A*.

(ii) Tricotomia: Para todo o a € A nao-nulo verifica-se exactamente um
dos casos a € AT ou —a € AT.
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Se A é um anel ordenado, definimos em A a relacao “>” por
a>b<=a—-bec A"

Em particular, temos a > 0 se e s6 se a € AT, e consequentemente dizemos
que A" é o conjunto dos elementos positivos do anel A. Temos naturalmente
a<0seesése —a € AT, e por isso os elementos do conjunto A~ = {a € A :
—a € A"} dizem-se negativos. Note-se que esta relagao é efectivamente uma
relacdo de ordem em A. A transitividade da relacao “>" segue-se do fecho
de AT em relacdo & soma, e a tricotomia de “>” é consequéncia imediata
de (ii) na Definicao

Indicamos a seguir regras basicas para manipular desigualdades que sao
validas em qualquer anel ordenado.

Proposigao 2.2.6. Seja A um anel ordenado. Para quaisquer a,b,c € A,
temos as sequintes propriedades:

(i) a>b<—=a+c>b+c;

(i) a > b <= —a < —b;

(iii) ab>0<= (a>0eb>0) ou (a<0eb<0);
(iv) ab<0<= (a>0eb<0)ou(a<0eb>0);
(v) ac>bc<= (a>bec>0)ou(a<bec<0);
(vi) a # 0 <= a® = aa > 0.

Assim, uma boa parte das propriedades de ordem dos inteiros, racionais
e reais sao idénticas, porque sao comuns a todos os anéis ordenados.

A demonstracgao destas propriedades é muito simples, e remetemo-la para
os exercicios, exemplificando aqui apenas a demonstracao da propriedade (i):

Demonstracdo. Pela Definicao E2ZH,

at+ec>b+ce (at+c)—(b+c)e AT
Sa—-bc AT & a>b.

O

E evidente das consideracoes acima que o anel dos inteiros pode ser or-
denado fazendo Z™ = N, o que corresponde & ordenacdo usual dos inteiros.
A propriedade de tricotomia de N é exactamente o Axioma [l sobre os intei-
ros, e ja provamos que em qualquer anel com identidade o conjunto N(A) é
fechado em relacao a soma e ao produto. Talvez mais interessante é verificar
que a ordenacao usual dos inteiros é a unica possivel neste anel. Para isso
necessitamos de mais um resultado aplicdvel a qualquer anel ordenado A

com identidade 1 # 0 (i.e., com mais de um elemento).
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Teorema 2.2.7. Se A € ordenado com identidade 1 # 0, entao N(A) C A™T.

Demonstracdo. Temos apenas de provar que AT é indutivo e usar a definicao
de N(A):

(a) Como 1 # 0el=(1)(1) = 12, segue-se da propriedade (vi) da Pro-
posicao ZZB que 1 > 0, i.e., que 1 € A™;

(b) Como At é fechado em relagdo & adigao,

ac AT =a+1€ A

Assim, AT é indutivo e concluimos que N(A) C A™. O

E claro que existem anéis A para os quais AT # N(A), ou seja, para
os quais N(A) € AT. Exemplos ébvios sao os anéis dos racionais e dos
reais. No entanto, e como sugerimos acima, se A é o anel dos inteiros, entao
N(A) = AT,

Teorema 2.2.8. O anel dos inteiros sé pode ser ordenado fazendo Z+ = N.

Demonstracao. Suponha-se Z ordenado duma forma possivelmente diferen-
te da usual, e seja ZT o correspondente conjunto de inteiros “positivos®.
Sabemos do resultado anterior que N C Z™. Resta-nos portanto provar que
Z*t CN.

Se m € Z*, entao m # 0 e —m ¢ Z*, de acordo com a propriedade
de tricotomia na Definicao Como N C Z7%, segue-se também que
—m ¢ N. Finalmente, segue-se do Axioma [l que, neste caso, m € N. O

Nao se deve concluir do resultado anterior que a ordenagao de um anel
arbitrario é sempre unica! Indicaremos nos exercicios desta seccdo um su-
banel de R que pode ser ordenado de maneiras distintas.

Como dissemos acima, os primeiros resultados desta seccao mostram que
uma boa parte das propriedades de ordem dos inteiros é comum aos anéis
dos racionais e dos reais. O resultado anterior sugere por sua vez que as
propriedades de ordem especificas dos inteiros resultam de, no caso A = Z,
termos AT = N(A), i.e., ZT = N. A titulo de exemplo, provamos que
os inteiros positivos sao os inteiros maiores ou iguais a 1, afirmagao que se
torna obviamente falsa se substituirmos a palavra “inteiros” por “racionais”
ou “reais*.

Proposigao 2.2.9. Zt ={meZ:m > 1}.

Demonstragao. Seja S ={m €Z:m > 1}. Se m € S, entdo m > 1, e como
1> 0, temos que m > 0. Logo, S C N.
E evidente que 1 € S e que

1>0=1+1>1+0=1.
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Portanto, se m € S, entao m+1 >1+1 > 1, dondem+1€ S,eSé
indutivo. Pelo Principio de Inducdo e pelo Teorema EZ8, S =N =7Z*. O

A proposicao anterior é ainda equivalente a dizer que no anel dos inteiros
10, +00[= [1, +00], ou que |0, 1[= (). Note-se que em Q e R o intervalo ]0, 1] é
um conjunto infinito. Discutiremos outras propriedades de ordem especificas
dos inteiros nos exercicios que se seguem e na sec¢ao seguinte.

A nocao de valor absoluto (ou médulo) pode ser introduzida sem dificul-
dades num qualquer anel ordenado A.

Definicao 2.2.10. Seja A um anel ordenado e a € A. O VALOR ABSOLUTO
ou MODULO de a designa-se por |a| e define-se por |a| = max{—a,a}.

Indicamos a seguir algumas das propriedades do valor absoluto que po-
dem ser provadas directamente desta definicdo. A respectiva demonstracao
faz parte dos exercicios.

Proposigao 2.2.11. Para quaisquer a,b € A, temos:
(1) —lal < a <lal;
(ii) |a+b| < la| + |b];

(iii) |ab| = |a][b].

Exercicios.

1. Complete a demonstracao da Proposicao 220

2. Mostre que, se A é um anel com identidade 1 # 0 e existe em A um elemento
i tal que i = —1, entdo A ndo pode ser ordenado.

3. Prove que, se m € Z, entdo |m,m + 1[= () em Z.

4. Prove que em Z:

m>n&m>n+1;
mn=1&(m=n=1)ou (m=n=—-1);

m =sup S se e s6 se m = max .S,

5. Prove a Proposigao ZZZT1]

6. Mostre que em qualquer anel ordenado:

(a) |a| < [b] & —[b] < a < b & a® <%
(b) [la] —[b]] < la —b];
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7. Seja B um anel ordenado e ¢ : A — B um isomorfismo de anéis. Mostre que
A pode ser ordenado com AT = {a € A: ¢(a) € BT}.

8. Seja A = {m +nv2:m,n € Z}. Mostre que A pode ser ordenado com uma
ordenagao distinta da usual (induzida de R). De quantas maneiras distintas
pode ordenar A? (SUGESTAO: Note que ¢p(m + nv2) = m — nyv/2 é um
automorfismo de A e utilize o exercicio anterior.)

9. Mostre que, se o anel ordenado A é majorado ou minorado, entdao A = {0}.
10. Mostre que qualquer anel ordenado A # {0} é infinito.
11. Mostre que a lei do corte para o produto é valida em qualquer anel ordenado.

12. O anel ordenado A diz-se ARQUIMEDIANO se e sO se para quaisquer a,b € A
com a # 0 existe z € A tal que ax > b. Prove que o anel dos inteiros é
arquimediano.

2.3 Principio de Inducgao

De acordo com a definicao de N discutida na seccao anterior, o conjunto dos
naturais verifica o principio de inducao:

Teorema 2.3.1 (Principio de Indugao). Se S C Z € um conjunto indu-
tivo em Z, entao N C S. Em particular, se S C N, entdo S = N.

Tradicionalmente, uma demonstracao “por inducao” obedece ao seguinte
esquema: dada uma proposigao P(n), ha que provar que P(1) é verdadeira, e
demonstrar que, se P(n) é verdadeira, entdao P(n+1) é também verdadeira.
A relacao entre este procedimento e o Principio de Indugao é facilmente
esclarecida introduzindo o conjunto

S ={n e N:P(n) é verdadeira}.
Temos entao
e (P(1) é verdadeira) <= (1 € 5);
e (P(n)=Pn+1) <= (necS=>n+1€0f).

O argumento por inducao habitual resume-se portanto a provar que o con-
junto dos naturais para os quais determinada afirmacao é verdadeira é um
subconjunto indutivo de N. Frequentemente nao chegamos a mencionar ex-
plicitamente o conjunto S, mas isso nao deve causar qualquer confusao.

Exemplo 2.3.2.
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Dizemos que n € N € par (respectivamente, impar) se existe k € Z tal que
n = 2k (respectivamente, n = 2k + 1). Para provar a afirmagdo “qualquer
natural € par ou itmpar”, consideramos P(n) = “n par ou impar”. Agora:

(i) Sen=1, temos1=2-041, donde 1 € impar, e P(1) é verdadeira.

(i) Semn € um natural tal que P(n) € verdadeira, temos n = 2k oun = 2k+1.
Seque-se quen+1=2k+1 oun+1= (2k+1)+1=2(k+1), e portanto
P(n+ 1) é verdadeira.

Concluimos que P(n) é verdadeira para qualquer natural.

Aproveitaremos esta técnica de demonstragdo para provar mais algu-
mas propriedades de ordem dos naturais e dos inteiros. Comegamos pelo
principio de boa ordenacao.

Teorema 2.3.3 (Principio de Boa Ordenacao). Qualquer conjunto ndao
vazio de naturais tem minimo.

Demonstracdo. Seja S um qualquer conjunto nao vazio de naturais e consi-
dere a proposicao

P(n) =“Se S contém um natural & < n, entdo S tem minimo”.
Observe que o teorema a demonstrar é equivalente a afirmacao (porqué?)
“P(n) é verdadeira para qualquer natural n”.
Podemos pois utilizar o Principio de Inducao:

(i) P(1) é verdadeira, porque, se S contém um natural k& < 1, entao de
acordo com a Proposicao (ZZZT) temos k£ = 1, e 1 é obviamente o
minimo de S, porque é o minimo de N.

(ii) Suponha-se que P(n) é verdadeira para o natural n, e suponha-se
que S contém um natural £ < n + 1. Temos de provar que S tem
minimo. Se S contém algum natural k£ < n, segue-se de P(n) que
S tem minimo. Caso contrario, S contém um natural no intervalo
[1,n + 1], mas nenhum natural no intervalo [1,n]. Como sabemos que
o intervalo |n,n + 1[ é vazio, concluimos que n + 1 é o minimo de S.

O
Quando S é um conjunto de inteiros, temos

Teorema 2.3.4. Qualquer conjunto nao-vazio de inteiros tem minimo (res-
pectivamente, mdzximo) desde que seja minorado (respectivamente, majo-
rado).
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Deixamos a demonstracao deste teorema como exercicio, mas provamos
o resultado seguinte, que pode ser utilizado para fazer demonstracoées por
indugao que “comecam” num qualquer inteiro k # 1. Note-se, do argumento
seguinte, que os Teoremas eZ3 A sdo ocasionalmente de utilizagao mais
pratica do que o principio de inducao finita, e podem substitui-lo.

Proposicao 2.3.5. Se a afirmagao P(n) € verdadeira para n = k e se
P(n) = P(n+1) para qualquer n > k, entdo P(n) € verdadeira para qualquer
inteiron > k.

Demonstracao. Seja
S={ne€eZ:n>keP(n)é falsa}.

Pretendemos provar que S é vazio, i.e., que P(n) é verdadeira para qualquer
n > k. Note-se que S é por definicdo minorado por k. Portanto, de acordo
com o Teorema Z3 A se S é ndo-vazio tem necessariamente um elemento
minimo m. Além disso, como m € S, segue-se que m > k.

Por hipétese P(k) é verdadeira, e portanto k ¢ S, donde m > k.
Considere-se agora o inteiro m — 1. Como m > k, temos m — 1 > k. Como
m—1 é menor que o minimo de S, m—1 ¢ S, ou seja, P(m—1) é verdadeira.
Mas também por hipétese P(n) = P(n+ 1) para qualquer n > k e portanto
P(m) é verdadeira. Esta conclusao é absurda, porque m é elemento de S.
Ou seja, S nao pode ter minimo, e por isso é necessariamente vazio. O

Em certas circunstancias é mais conveniente utilizar ainda uma outra
forma do principio de indugao. A titulo de exemplo, considere-se a sucessao
an, dos nimeros de Fibonacci, constituida pelos naturais

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, . ..
Esta sucessao costuma ser introduzida como a sucessao a,, que satisfazﬁ:
(2.3.1) ag=a1 =1, e apy1 =ap +an—1 paran > 1.

E possivel determinar uma expressao explicita para a sucessao de Fibonacci.
Nao nos detemos para examinar o processo do seu cédlculo, mas a expressao
¢é a seguinte:

5 HVE(1+V5 n+5—\/5 1-V5

2.3.2 .
(2.3.2) “ 10 2 10 2

Fibonacci, também conhecido por Leonardo de Pisa (1180-1250), chegou a esta su-
cessdo, considerando o seguinte problema: Quantos casais de lebres existem ao fim de
um ano se cada casal origina um novo casal ao fim de um més que, por sua vez, passa a
reproduzir-se ao fim de 2 meses.
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Parece 6bvio que a sucessdo a, acima definida deve ser a wnica que
satisfaz (Z3J]). No entanto, a demonstragao desta tltima afirmacao nao
é tao simples como a primeira vista pode parecer. Convém antes do mais
formalizar a nogao de sucessdo num qualquer conjunto X.

Definigao 2.3.6. Uma SUCESSAO de elementos do conjunto X é uma fungao
fN—=X.

Quando discutimos sucessoes, é tradicional escrever f, em vez de f(n),
e falar da “sucessao {f1, f2,...}", “{fn}”, ou mesmo “f,”, em vez de men-
cionar “a sucessao f”7. Cometeremos frequentemente o mesmo abuso de
linguagem (porque é que este habito é um abuso de linguagem?).

Note-se também que, se k é um inteiro, entao a fungao g : [k, 00[NZ — X
corresponde a sucessao f : N — X dada por f(n) = g(n + k — 1). Por este
motivo, dizemos que g é uma sucessao definida em [k,00[. A “sucessdo de
Fibonacci” mencionada acima é portanto uma sucessao definida em [0, col.

O resultado que pretendemos demonstrar é o seguinte:

Proposigao 2.3.7. Se f € uma sucessao de naturais definida em Ny, tal
que fo = fi=1¢€ foy1 = fn+ fa_1 para n > 1, entao f(n) = a(n), onde
a(n) = a, € a sucessdo definida por (Z33).

Sendo P(n) a afirmacao “f(n) = a(n)”, temos de provar P(n) para
qualquer inteiro n > 0. A dificuldade em empregar o habitual método de
inducao estd em que, por razoes evidentes, nao conseguimos demonstrar que
P(n) = P(n+1), mas apenas que (P(n) e P(n—1)) = P(n+1). Para tornar
mais facil a resolucdo deste problema e doutros semelhantes, introduzimos
a seguinte forma do principio de inducgao:

Teorema 2.3.8. Seja S um conjunto de inteiros tal que
(i) ke S, e
(i1) para qualquer n >k, [k,n] C S = [k,n+1] CS.
Entao [k, +oo[C S.

Em termos da proposicao P(n) =“n € S”, o resultado anterior diz que,
se P(k) é verdadeira e se P(n) é verdadeira sempre que P(m) é verdadeira
para (qualquer) m, k < m < n, (e ndo apenas para m =n — 1), entdao P(n)
¢é verdadeira para qualquer n > k. A demonstragao desta afirmacao faz-se
sem dificuldades de maior, a partir do principio de boa ordenacao, de forma
semelhante & demonstracao da Proposicao

Demonstragao do Teorema [ZZ8. Seja F = {n > k : n ¢ S}. Pretende-
mos provar que F' é vazio. Se F # (), como F é por defini¢ao minorado,
concluimos que F' tem minimo m > k.
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Como k € S, é claro que m > k. Portanto m — 1 > k, e o intervalo
[k, m—1] ndo contém nenhum elemento de F', porque todos os seus elementos
sao menores do que o minimo de F. Por outras palavras, [k,m — 1] C S.
Segue-se da hipdtese (ii) que [k,m] C S, e portanto m € S, i.e., m € F, o
que é absurdo.

Concluimos que F nao pode ter minimo, donde F é vazio, ou seja,
[k, +oo[C S. O

O teorema anterior permite uma demonstracao imediata da Proposicao
P31 que deixamos como exercicio.

Este resultado, no entanto, nao elimina totalmente as dificuldades logicas
com defini¢oes como (Z3T]). Esta é, na realidade, um exemplo duma de-
finicao recursiva, ou seja, duma definicao que refere o objecto a definir na
descricao que da desse mesmo objecto. Como sabemos pelo menos desde
que Epiménides de Creta se tornou famoso pela sua frase “Todos os homens
de Creta sdo mentirosos”, é possivel criar paradoxos légicos, ou afirmacoes
cujo valor l6gico nao pode ser decidido, utilizando proposicoes que de algum
modo se referem a elas préprias. Um exemplo ja classico é o paradoxo de
Bertrand Russellﬁ, sugerido pela tentativa de definir o “conjunto de todos
0s conjuntos”.

Observe-se que a definicao “U é o conjunto de todos os conjuntos” é
recursiva, porque U, sendo um conjunto, é um dos elementos que entram
na sua prépria composicao, ou seja, U tem a estranha propriedade de ser
elemento dele préprio, o que nao é usual nos conjuntos que conhecemos! Se
nos desagrada esta propriedade de U, podemos considerar em seu lugar o
conjunto N dos conjuntos “normais”, i.e., dos que nao sao elementos deles
préprios. Em simbolos,

N={CeU:C¢gC

A pergunta a por agora é simples: N é ou nao um conjunto “normal“? Infe-
lizmente, se supusermos que N é “normal” (i.e., N ¢ N) entao N pertence
ao conjunto dos conjuntos normais (i.e., N € N!). Se supusermos que N
nao é “normal”, temos N € N. Mas entao N é um elemento do conjunto dos
conjuntos normais, e portanto IV é ele préprio normal (N ¢ N!). Por outras
palavras, nao conseguimos atribuir um valor légico a afirmacao “N € N”.
A um nivel superficial, a licdo a tirar deste exemplo é simplesmente
que é necessario algum cuidado com definigoes recursivas, afirmacao que,

"Bertrand Russell (1872-1970) foi juntamente com Alfred N. Whitehead (1861-1947)
autor do famoso tratado Principia Mathematica (3 vols., 1910-13), onde se tentavam
formalizar de forma axiomaética as nogbes fundamentais da aritmética. Este trabalho
monumental foi sem duvida o auge de um programa de formalizar a Matematica, a que
se poderd chamar “logistica”, e que consistia em construir toda a Matematica através
da deducgao logica a partir de um pequeno ntmero de conceitos e principios. Embora
essa abordagem tenha falhado, devido aos trabalhos posteriores de Goédel, ela deu uma
contribuigao notavel para a Légica Matematica.
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como dissemos acima, jé era compreendida por alguns filésofos da Grécia
Antiga. Mais prosaicamente, a mesma dificuldade surge quando se utilizam
folhas de cdlculo automatico (spreadsheets), e se cria um circuito fechado de
referéncias entre células da folha, ou quando se enuncia um “teorema” como
0 que se segue:

Teorema 2.3.9. Esta afirmacdo € falsa. ..

E intuitivamente claro que dificuldades deste tipo ndao podem surgir com
definicbes semelhantes a utilizada para a sucessao de Fibonacci, e na rea-
lidade empregaremos frequentemente defini¢ées recursivas para introduzir
nocoes fundamentais. Discutiremos varios exemplos na seccao seguinte, e
esbogaremos o processo formal que as sustenta no Apéndice a este texto.
A um nivel mais profundo, no entanto, as dificuldades logicas com de-
finicOes recursivas, ou mais geralmente com proposi¢oes que se referem a
elas préprias, parecem inevitaveis e estao relacionadas com alguns dos pro-
blemas mais dificeis contemplados por matemaéticos e filésofos. E possivel
dar uma definigao (rigorosa!) de “definigao rigorosa“? Podemos compreen-
der o funcionamento da nossa proépria inteligéncia? Como podemos conciliar
o aspecto mecanico das deducoes logicas, espelhado no funcionamento dum
programa de computador, com a infinita adaptabilidade que chamamos com-
portamento “inteligente“? Afinal de contas, e regressando a vida “pratica”,
este é o problema central do desenvolvimento da Inteligéncia Artificial.

Exercicios.
1. Determine todos os subconjuntos indutivos de Z.
2. Prove o Teorema ZZ34
3. Prove a Proposicao 3.1

4. Considere-se a afirmagao (obviamente falsa!) “Todas as mulheres loiras tém
olhos azuis”. Qual é o erro da seguinte “demonstragao” por indugao? Desi-
gnamos por P(n) a afirmagdo “Se num conjunto de n mulheres loiras existe
uma com olhos azuis, entao todas tém olhos azuis”. Entao:

(a) P(1) é evidentemente verdadeira.

(b) Suponha-se que P(n) é verdadeira, e considere-se um conjunto com n+ 1
mulheres loiras L = {My, ..., M, 11}. Supomos que M; tem olhos azuis.
Definimos Ly+1 = {My : k#n+1}, e L, = {M} : k # n}. Como P(n)
é verdadeira, todas as mulheres em L, e L,; tém olhos azuis. Como
L=L,ULy,41, todas as mulheres em L tém olhos azuis.

(¢) Como existe pelo menos uma mulher loira com olhos azuis, todas as
mulheres loiras tém olhos azuis.

5. Uma outra variante do problema das mulheres loiras de olhos azuis é a se-
guinte. Considere-se a afirmacao (obviamente falsa!) “Todas os grupos finitos
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sao abelianos”. Temos a seguinte “demonstracdao” por indugao: Seja G um
grupo e designemos por P(n) a afirmagdo “Num subconjunto de G com n
elementos, todos os elementos comutam”.

(a) P(1) é evidentemente verdadeira.

(b) Suponha-se que P(n) é verdadeira, e considere-se um subconjunto de G
com n+1 elementos L = {g1, ..., gnt+1}. Designe-se ainda por L; = {gy :
k # i} o conjunto formado pelos elementos de L, & excepgio do elemento
i. Como P(n) é verdadeira, cada L; é comutativo. Como os L; esgotam
os elementos de L, vemos que L é comutativo.

(¢) Como G é finito, concluimos que G é comutativo.

6. A férmula [Z32) para a sucessdo de Fibonacci pode ser obtida determi-
nando as sucessoes da forma " que satisfazem a equagao ([Z3Jl). Quais sao
as sucessoes de inteiros que satisfazem

bn+1 = by, + 6b,_1 e bo =01 =17

2.4 Somatorios e Produtos

S6 raramente utilizamos somas e produtos de apenas dois elementos. Por
este motivo, convém-nos generalizar estas operacoes algébricas para um
numero arbitrario, mas finito, de parcelas ou factores. Comecamos por ana-
lisar a definicao de produtos de mais de dois factores, dado que os resultados
referentes a somatoérios se obtém por uma simples mudanca de notacao.
Nesta seccao, S designa um conjunto com uma operagao bindria as-

sociativa. Dada uma sucessao ai,as,...,a,,... de elementos de S, a su-
cessao dos respectivos produtos parciais, i.e., a sucessao my = a1, Ty = G103,
m3 = (ayag)as, ... é definida formalmente como se segue.

Definicao 2.4.1. A sucessao 7 : N — S é dada por:
(i) paran =1, m = ay;
(ii) paran > 1, m, = Tp_1a,.
7, diz-se 0 PRODUTO dos a;’s, com k de 1 até n, e escrevemos HZ:I ap = M.

A propriedade associativa do produto exprime-se em termos das su-
cessoes agora introduzidas, como se indica na seguinte proposicao.

Proposigao 2.4.2. Se a,b: N — S sdo sucessoes em S, temos:

(i) sempre que n >m

n

m n
[Lax){ II o) =]l
k=1 k=1

k=m+1
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(ii) se a operagdo é comutativa,

<H ak) ( bk:) = H(akbk)-
k=1 k=1 k=1

A demonstracao, por indugao, fica para exercicio (note que a definigao
acima pode ser alterada sem dificuldade para produtos que comecam com
k> 1).

Um caso particular interessante da Definicao ZZT] é o duma sucessao
a: N — S constante (i.e., com a, = ¢, para qualquer n € N). O produto
dos n primeiros termos da sucessao a corresponde entao claramente a nogao
de poténcia de base c e expoente n.

Definicao 2.4.3. A POTENCIA de base ¢ e expoente n € N é dada por
A =1 c

Note-se que a poténcia é formalmente uma fungao ® : N x § — S, dada
por ®(n,c) = ¢". Se fixarmos ¢, obtemos uma fungao exponencial ¢ : N — S|
mas podemos igualmente fixar n, para obter uma fungdo ¢ : S — S. De
acordo com as Definigbes ZZT] e ZZ3], temos:

(2.4.1) =" NHe(n>1),ec =c

Se S é um mondide com identidade I e o elemento c¢ é invertivel, usaremos
também as definicGes

(2.4.2) =Y (n>1),ed =1

Se ¢ é invertivel, a poténcia ¢ fica assim definida para qualquer inteiro
m. Portanto, se S é um grupo, entdao a funcdo ® : N x § — S pode ser
substituida por uma funcdo ® : Z x S — S. As seguintes regras elementares
sobre poténcias sao em qualquer caso vélidas neste contexto mais geral.

Proposigao 2.4.4. Se a operacdo no conjunto S € associativa, e a,b € S.
FEntao:

(1) a"a™ = a"t™ e (a™)"™ = a™™, para n,m € N;
(ii) Se ab = ba, entdo (ab)" = a"b", para n € N;
Se S € um mondide, e a e b sdo invertiveis, entdo:
(iii) a™a™ = a"t™ e (a™)"™ = a"™, para n,m € Z;
(iv) Se ab = ba, entao (ab)™ = a™b", para n € Z;

Mais uma vez a demonstracao destes resultados requer o Principio de
Indugao. Iustramos a demonstragao de (i), como exemplo de um argumento
que envolve dois naturais.
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Demonstracdo. Provamos a™a™ = a™*™ por indugao no natural m. Seja
P(m) a afirmagao:
“w n, m

P(m) = “a™a™ = a™™"™ para qualquer a € S e qualquer natural

P(1) segue-se da Definigao XA e para provar P(m + 1), note-se que
por ([ZZTI)),

por associatividade),

a™ m+1 (an)( m )

(
((@*)(a™))a (
n+m) (

(

por hipétese de indugao),

por (Z41))).

an—i—m—i—l

O

Repare-se, ainda, que de acordo com (iii), e supondo que S é um grupo, a
fungdo f : Z — S dada por f(n) =a"™ (com a € S fixo) é um homomorfismo
de grupos. Se S é apenas um monodide, a restricao da mesma funcao a Ng é
ainda um homomorfismo de mondides.

A passagem dos resultados anteriores & notagao aditiva nao oferece di-
ficuldades de maior. Se “4” designa uma operacao bindria comutativa no
conjunto S, a Defini¢ao EZZT] deve ser reescrita como se segue:

Definigao 2.4.5. A sucessao 0 : N — S é dada por
(i) paran =1, o1 = ay;
(ii) paran > 1, 0, = op—1 + ay.

oy, diz-se 0 SOMATORIO dos ay’s, com k de 1 até n, e escrevemos » ,_; ap =
On.

Da mesma forma, se a : N — S é constante com a, = ¢, entdo escreve-
mos nc¢ = y_,_,c. Além disso, se S tem identidade 0 e o elemento ¢ tem
simétrico, definimos

Oc =0, (—n)ec = n(—c).

Referimo-nos & operagao ® : N x § — S dada por ®(n,c) = nc como
o “produto de um natural n por um elemento ¢ de S”, e & correspondente
operacao ¥ : Z x S — S como o “produto de um inteiro n por um elemento
¢ de §”. Esta terminologia causa no entanto uma pequena ambiguidade
quando S é ele proprio o conjunto dos inteiros. Neste caso, passamos a
dispor aparentemente de duas operagoes de produto: a operacao mencio-
nada no Axioma 1 deste Capitulo, e a operacao introduzida na Defini¢ao
Deixamos como exercicio verificar que estas duas operagoes sao efec-
tivamente a mesma. Na realidade, o que esta duplicacao sugere é que as
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referéncias ao produto na axiomatica dos inteiros sao supérfluas e desne-
cessarias, o que é efectivamente o caso: é possivel apresentar conjuntos de
axiomas para os inteiros sem mencionar a operagao do produto, e provar
todas as propriedades usuais do produto como teoremas, se bem que nao
tenhamos explorado aqui essa via.

Se (G,4) é um grupo abeliano, as propriedades algébricas bésicas do
produto de inteiros por elementos de G podem ser resumidas como se segue:

Proposigao 2.4.6. Se g,h € G, e m e n sdo inteiros temos:

(i) Identidade: 1g = g.

(ii) Distributividade: (n +m)g =ng+ mg e n(g+ h) = ng + nh.
(iii) Associatividade: n(mg) = (nm)g.

Note-se a titulo de curiosidade que estas propriedades sao formalmente
semelhantes as da definicao de espaco vectorial. Mais exactamente, se substi-
tuirmos os elementos do grupo G por vectores de um qualquer espago vecto-
rial e os inteiros por escalares do correspondente corpo, entao as propriedades
expressas na Proposicao sao exactamente as exigidas a operacao “pro-
duto dum escalar por um vector” na definicdo de espago vectorial. De facto,
existe uma nocao bésica da Algebra que permite tratar ao mesmo nivel os
conceitos de grupo abeliano e de espaco vectorial: a nocao de mddulo sobre
um anel. Esta nogao sera formalizada num capitulo mais adiante.

Se (A,+,:) é um anel, podemos ainda verificar algumas propriedades
adicionais “mistas”, ou seja, combinando a soma e o produto. Temos entao:

Proposigao 2.4.7. Se a,a1,...,a,,b,c € A en € N, entao temos:
(1) (X1 ar) = D j-1(car);
(i) (=1 ar) € = D j—1(arc);
(iii) n(ab) = (na)b = a(nb).
Mencionamos acima que, quando G é um grupo e g € (G, entao a funcao
Y : Z — G dada por ¥(n) = ¢" é um homomorfismo de grupos. Natural-
mente, se G é um grupo abeliano e ¥(n) = ng, entado ¥ é igualmente um

homomorfismo de grupos. Deve notar-se finalmente que se (A,+,-) é um

anel e a € A, entdo ¥ (n) = na é sempre um homomorfismo de grupos entre

(Z,+) e (A, +), mas sé é um homomorfismo de anéis se, por acaso, a’ = a

(porqué?).

Exercicios.
1. Qual é a sucessao definida em Z por a1 = 1, ant1 =Y 5 ai?

2. Complete as demonstracoes dos resultados enunciados nesta secgao.
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3. Mostre que, se S é um mondide onde a lei do corte é valida, entao a igualdade
k=1 k=1 k=1

verifica-se se e s6 se S é abeliano.

4. Suponha que n € Z, e g1,92 € G, onde G é um grupo aditivo. Diga se é
sempre verdade que

n#0eng =ngs = g1 = ga-

(SUGESTAO: Cousidere o grupo Zs referido no Capitulo[l)

5. Prove que, se B é um subconjunto do anel A fechado em relagao a diferenca
em A, entao B é também fechado em relacao ao produto por inteiros, ou seja,

Sea,be B=a—be Blentao [([n€Zebec B)=nbc Bl

6. Use o resultado anterior para provar que no anel dos inteiros, as seguintes
afirmagoes sao equivalentes para um subconjunto B C Z nao vazio:
(a) B é fechado em relagao a diferenga;
(b) B é um subanel de Z;
(¢c) B éum ideal de Z.

7. Mostre que:
(a) se ¢ : G — H é um homomorfismo de grupos aditivos, entdo ¢(ng) =
no(g),n € Z,g € G;
(b) se ¢ : Z — G é um homomorfismo de grupos aditivos, entdo ¢(n) = ng,

para algum g € G.

Como é que pode generalizar estes resultados a grupos que nao sao aditivos?

8. Mostre que, se G é um grupo e g € G, entdo H = {a" : n € N} é o menor
subgrupo de G que contém g.

9. Seja A um anel com identidade I, e ¢ : Z — A dada por ¢(n) = nl. Mostre
que:

(a) ¢ é um homomorfismo, e ¢(Z) = {nl : n € N} é o menor subanel de 4
que contém I;

(b) {n €Z:na=0} éum ideal de A que contém o nicleo N(¢);

(¢) ¢(N)={nl:neN}={37_, I:neN}éo conjunto N(AH.

8Esta é a forma mais rigorosa que podemos dar & ideia de que os elementos de N(A)
se obtém somando a identidade [ a si prépria, um nimero arbitrario, mas finito, de vezes.
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10. Seja A # {0} um anel com identidade I, e ¢ : Z — A dada por ¢(n) = nl.
Prove que, se A é bem-ordenado (i.e., se A é ordenado e qualquer subconjunto
nao-vazio de A" tem minimo), entao A ¢ isomorfo a Z.

SUGESTAO: Mostre, pela seguinte ordem, que:

(a) O conjunto {a € A:0<a < I} é vazio;
(b) A+ = (N):

() A=o(2)
(d) ¢ é injectiva.

2.5 Factores, Multiplos e Divisao

Num anel arbitrario A a equagdo ax = b ndo tem necessariamente solugao
para quaisquer a e b, mesmo que a # 0 (se a = 0 a equagdo s6 pode em
qualquer caso ter solugao para b = 0). Para evitar a necessidade de distinguir
a equagao ax = b da equacao xa = b, suporemos sempre nesta secgao que A
designa um anel comutativo.

Definicao 2.5.1. Se a,b € A, dizemos que a é FACTOR (ou DIVISORH) de
b, ou que b é MULTIPLO de a, e escrevemos “alb”, se a equagao ax = b tem
alguma solugao x € A.

Exemplos 2.5.2.

1. Num anel com identidade 1, qualquer elemento b tem pelo menos os factores
1,—1,b,—b, porque b = 1b = (—1)(=b) (se bem que possa acontecer que 1 =
—1=b=-b!).

2. Se K é um corpo, e k # 0, qualquer r € K é muiltiplo de k.
3. Se A=17, ea® # 1, o conjunto dos mailtiplos de a é distinto de Z.

4. Os mailtiplos de (x — 1) no anel R[z] dos polindmios reais na varidvel x sdo
precisamente {p(z) € R[z] : p(1) = 0}.

E evidente que a relacgio “é factor de” é transitiva (se alb e b|e, entdo
ale), e se ¢ # 0 nao é divisor de zero, temos que aclbc se e s6 se alb. Por
outro lado, se A é um anel ordenado, é também claro que alb se e s6 se
jal | [0].

Neste capitulo estamos interessados no caso A = Z. O estudo da fac-
torizagao e divisibilidade em anéis mais gerais serd efectuado no préximo
capitulo. No caso dos inteiros, a implicacao n > 0 = n > 1 permite-nos
obter ainda:

9Note-se que o termo divisor é utilizado aqui numa acepcéo ligeiramente diferente da
que usamos quando definimos divisor de zero. Recorde-se que a # 0 se diz divisor de zero
se a equacdo ax = 0 tem solugdo = # 0.
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Lema 2.5.3. Se m,n € Z, entao:
(i) min = (Jm| < |n| oun =0);
(i1) (mn e n|m) <= |m| = |n|.

De acordo com o lema anterior, se n e k sdo naturais e k|n, entdo k < n.
Como ja observamos, 1 é factor de qualquer natural n. Portanto, se n e
m sao naturais, o conjunto dos factores (ou divisores) comuns a n e m é
nao-vazio e majorado, e consequentemente tem maximo.

Analogamente, o conjunto dos multiplos naturais de n e m, i.e., o con-
junto {k € N : n|lk e m|k}, é ndo-vazio, j& que nm > 0 é multiplo comum de
n e m. Tem portanto um elemento minimo, de acordo com o Principio de
Boa Ordenagao.

Definigcao 2.5.4. Se n,m € N, entao:

(i) mde(n,m) = max{k € N: k|n e k|m} diz-se MAXIMO DIVISOR COMUM
de n e m;

(i) mmec(n,m) = min{k € N : nlk e m|k} diz-se MINIMO MULTIPLO CO-
MUM de n e m.

Exemplo 2.5.5.

Sen =12 e m = 16, os divisores naturais de n e m formam os conjuntos

{k e N:k[12} = {1,2,3,4,6,12},
{keN:k|16} = {1,2,4,8,16}.

Consequentemente, os divisores naturais comuns a 12 e 16 formam o conjunto
{k e N: k12 e k|16} = {1,2,4},

e o respectivo mdximo divisor comum € mdc(12,16) = 4.

Os mualtiplos naturais de 12 e 16 sao

{k e N:12|k} = {12,24,36,48,...},
{k € N:16/k} = {16,32,48,...},

donde concluimos que os multiplos naturais comuns a 12 e 16 formam o con-
Junto
{k € N:12|k e 16|k} = {48,96,...}

e que o respectivo minimo multiplo comum é mmc(12,16) = 48.

Observe-se que, pelo menos neste exemplo, mdc(m,n) é maltiplo de to-
dos os divisores comuns a n e m, e mmc(n, m) é factor de todos os miltiplos
comuns a n e m, sugerindo que:
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Proposigao 2.5.6. Sejam n,m,d,l € N. Entado:
(i) d = mdc(n,m) se e sé se:

(a) d|n e d|m;
(b) para qualquer k € N, (kln e klm) = k|d.

(ii) d = mmc(n,m) se e so se:

(a) n|ld e m|d;
(b) para qualquer k € N, (n|lk e m|k) = d|k.

Provaremos estas afirmagoes na secgao seguinte.
Indicamos aqui para referéncia futura mais duas definigbes elementares.
Note-se que convencionamos dizer que o natural 1 ndo é primo.

Definigao 2.5.7. Sejam p,m,n € N.

(i) Dizemos que p é PRIMO se p > 1 e se, para todo o k € N tal que kl|p,
temos que k=1 ou k = p.

(ii) Dizemos que n e m sdo PRIMOS ENTRE SI se mdc(n,m) = 1.

Exemplo 2.5.8.

E'fcicil verificar enumerando todas as possibilidades que 4 ¢ 9 sdo primos entre
si, i.e., mde(4,9) = 1, e que 13 € um ndmero primo. Para provar que p € primo
nao € mecessdrio testar todos os numeros k com 1 < k < p, podendo o teste
terminar com o maior natural k tal que k> < p. No caso de p = 13, basta
portanto constatar que 18 nao € multiplo de 2 nem de 3.

Na seccao anterior provamos por inducao que qualquer natural n é par
ou impar, ou seja, dado n, existem inteiros q e r tais que n = 2qg + r, com
0 < r < 2. Este resultado nao é especifico do natural 2. Por outras palavras,
podemos escrever sempre n = 3¢’ +r’, com 0 <1’ < 3, oun = 4¢” +r", com
0 < r"” < 4, etc. Um momento de reflexdo mostra que estas afirmacoes estao
relacionadas com o Algoritmo de Divisao que todos aprendemos na escola
primaria.

Teorema 2.5.9 (Algoritmo de Divisdao). Sen,m € Z en # 0, existem
inteiros inicos q,r, tais que m =nqg+r, e 0 <r < |n|.

Demonstracdo. Provamos apenas o caso n,m € N, deixando o caso geral
como exercicio. Note-se que o argumento para provar a existéncia corres-
ponde ao processo usual para efectuar uma divisao.

(i) Existéncia: Considere-se o conjunto @@ = {x € Ny : nx < m}. Note-
-se que @ é nao-vazio (porque 0 € Q) e majorado (porque z < nx < m).
Tem consequentemente um maximo z = q. E claro que ng <m < n(qg+1),
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porque ¢ € Q e (¢+ 1) € Q. Subtraindo ng destas desigualdades, obtemos
0<r<mn,jadquer=m-—ng.

(ii) Unicidade: Se m = ng+r = ng’'+7r', segue-se que n(|g—¢'|) = |r—r'].
Agora, se q # ¢', é ébvio que |¢—¢'| > 1 e |r—7r'| > n. Por outro lado, r e r’
verificam 0 < r, 7’ < n, donde temos —n < r —r’ < n, ou seja, |r —r'| < |n|.
Assim, s6 pode ser ¢ = ¢’, mas como n(|g—¢'|) = |r—71/|, também r = /. O

Definicao 2.5.10. Se n,m € Z, n # 0, e m = ng+r com 0 < r < |n|,
dizemos que g e r sao respectivamente o QUOCIENTE e 0 RESTO da divisao
de m por n.

O quociente e o resto dependem dos sinais algébricos de m e n duma
forma que nao é imediatamente 6bvia. Para o verificar, considerem-se os
exemplos abaixo:

m ‘ n ‘ q ‘ r
51 3 1]2
5(—-3]—-1]|2
-5 3|-2|1
—-5|-3| 2|1

Supondo n # 0 fixo, considere a fungao p : Z — {0,1,...,n — 1}, onde
p(m) é o resto da divisao de m por n. Deixamos como exercicio a verifica¢ao
do seguinte resultado:

Proposigao 2.5.11. Se x,y sdo inteiros arbitrdrios, temos
(1) p(x) = p(y) se e sé sen|(x —y);
(ii) plx+y) = pp(z) = p(y));

(i) p(xy) = p(p(x)p(y))-

Vamos usar o Teorema ja na préxima sec¢ao para descrever comple-
tamente os ideais do anel dos inteiros, e tornaremos a encontra-lo repetidas
vezes. No proximo capitulo apresentaremos uma sua generalizacao a certos
anéis de polinémios e outros anéis mais gerais. De facto, todas as nogoes
introduzidas nesta sec¢do (primo, mdc, mme, etc.) serdo eventualmente
generalizadas a uma classe muito extensa de anéis.

Exercicios.

1. Seja A um anel comutativo, e a,b,c € A. Prove que, se alb e b|c, entdo alc,
e que, se ¢ # 0 nao é divisor de zero, temos acl|bc se e sé se alb.

2. Prove o Lema

3. Conclua a demonstragiao do Teorema
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4. Mostre que, para m,n, k € N, se mn =k e m? > k, entdo n? < k.

5. Faca uma lista com os naturais entre 100 e 200. Observe que 172 = 289,
e corte da sua lista todos os multiplos de 2, 3, 5, 7, 11 e 13. Quais s&o os
nimeros que restamfd?

6. Determine os ntimeros primos entre 1950 e 2000.
(SUGESTAO: Determine primeiro os primos p < v/2000).

7.8emne€Z,n#0ep:7Z — {0,1,...,n— 1} é o resto da divisdo por n,
quando é que p(m) = p(—m)?

8. Prove a Proposicao BRIl Qual é a relagao entre este teorema e a “prova
dos nove” da Aritmética elementar?

9. Diga se o Teorema R é vélido se substituirmos o anel dos inteiros pelo
anel formado pelos multiplos de 2. E se substituirmos o anel dos inteiros pelo
anel dos reais?

10. Enuncie e demonstre um resultado andlogo ao Teorema para o anel
dos inteiros de Gauss.

2.6 Ideais e o Algoritmo de Euclides

Se dispusermos de dois reldgios de areia (ampulhetas), um marcando um
intervalo de tempo de 21 minutos e o outro marcando um intervalo de tempo
de 30 minutos, que intervalos podemos medir utilizando as duas ampulhetas?
Certos intervalos sao obviamente possiveis, se utilizarmos sucessivamente
uma ou outra ampulheta. Por exemplo, 30, 60, 90,..., 21, 42, 63,..., ou
somas destes ntmeros, como 51, 81, 111,..., 102, 123,..., 132, 153,. .., etc.
Se usarmos simultaneamente as duas ampulhetas, podemos obter diferencas
destes numeros. Exemplos sao 9 = 30 — 21, 3 = 63 — 60, etc.

Um exame mais cuidadoso dos niimeros que se podem obter sugere as
seguintes observacoes:

e Podemos obter qualquer natural da forma x21 4 y30 com x,y € Z.

e Todos os nimeros da forma x21 + y30 sao multiplos de 3 (pois 3 é o
maximo divisor comum de 21 e 30).

Por outro lado, existem inteiros z’ e ¢ (e.g., 2’ = 3,y = —2) tais que
3 = 2/21 + 4’30. Em particular, se m = k3 é um qualquer muiltiplo de

Y Chama-se a este procedimento o FILTRO DE ERATOSTENES. Eratéstenes (276 a.C.-
194 a.C.) nascido na actual Libia, foi o terceiro bibliotecdrio da famosa Biblioteca de
Alexandria. Entre outras coisas estabeleceu a esfericidade da Terra, e calculou com grande
exactidao o seu didmetro.
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3, entao m = k(2’21 + y'30) = k(2’21 4+ y'30) = 2”721 + y”30. Por outras
palavras,

e Os numeros da forma z21 + y30 sao precisamente os multiplos de 3;
e 3 =mdc(21,30) é o menor natural da forma x21 + y30.

O objectivo desta seccao é explorar estas observagoes, generalizando a
um anel arbitrario as ideias que se tém revelado tteis noutros contextos.
Como subprodutos do nosso trabalho determinaremos todos os ideais de Z e
encontraremos um processo de célculo de mdce(n,m), o chamado Algoritmo
de Fuclides, que nao envolve o conhecimento dos factores primos de n e
m, é facilmente generalizdvel a polindmios, e é especialmente apropriado ao
calculo automatico.

Sendo n e m inteiros arbitrérios fixos, considere-se o conjunto I = {zn+
ym : x,y € Z}. E evidente que I nao é vazio, e é fechado em relacdo
a diferenca e ao produto por inteiros arbitrdrios, i.e., se z,y,z’,y, 2 € Z,
entao

(zn+ym)+ (2'n+y'm)=(x+ 2"+ (yLty)mel,
z(xzn +ym) = (zn+ym)z = (zx)n + (zy)m € I.

Por outras palavras, I é um ideal de Z. Por outro lado, se J é um ideal
tal que n,m € J, é claro que xn,ym € J para quaisquer z,y € Z, donde
xn +ym € J, ou seja, I C J. Dizemos por isso que I é o menor ideal de Z
que contém n e m, ou ainda que I é o ideal gerado por n e m.

Mais geralmente, considere-se um qualquer anel A em lugar do anel dos
inteiros, e substitua-se o conjunto {n,m} por um subconjunto arbitririo
(ndo-vazio) S em A. Notamos que o préprio anel A é um ideal de A que
contém S. Portanto, a familia dos ideais de A que contém S nao é vazia.
Designamos por (S) a intersec¢do de todos os ideais pertencentes a esta
familia, sendo claro que S C (S5). E f4cil verificar da definicao de ideal que
a interseccdo duma familia de ideais de A é ainda um ideal de A, e portanto
(S) é um ideal de A que contém S. E também evidente que, se S € I C A
e I é um ideal, entdao (S) C I. A verificacdo de todas estas afirmacoes é
deixada como exercicio.

Definicao 2.6.1. Se A é um anel, e S C A, chama-se a (S) 0 IDEAL GERADO
por S, ou 0 MENOR IDEAL de A que contém S. Os elementos de S dizem-se
GERADORES do ideal (S), e S diz-se CONJUNTO GERADOR de ().

Se S ={ay,as,...,a,} é um subconjunto finito dum anel A, escrevemos
por vezes (aj,asg,...,a,) em lugar de (S). Vimos no caso dos inteiros que
(n,m) ={xn+ym : x,y € Z}, e é imediato provar que (n) = {zn : z € Z}.
Existem no entanto anéis onde nao é tao ficil determinar o ideal gerado por
um dado conjunto de elementos.
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Exemplos 2.6.2.

1. Seja A um anel abeliano e a € A. Entio {xa :x € A} é um subanel de A,
pois, se x,y € A, temos

ra—ya=(z -y, (za)(ya) = (zay)a,

logo {xa : x € A} € fechado para a diferenca e o produto. Por outro lado, se
x,be A, como A € abeliano, temos

b(zxa) = (za)b = (bx)a,

logo {xa : © € A} € um ideal. Finalmente (a) contém necessariamente o0s
“mailtiplos” de a, e concluimos que (a) = {xa:x € A}.

2. Seja A = Ms(Z) o anel das matrizes 2 X 2 com entradas em Z, e

(10
a=\ 4 9/
O congunto dos “mailtiplos” de a é

{a:c:xEMg(Z)}:{<g Tg’):n,mEZ},

mas {a) = Ms(Z) por razéoes que exploraremos nos exercicios.

O ideal de Z gerado por 21 e 30 é também gerado por 3. De facto
acontece que qualquer ideal dos inteiros é gerado por um dos seus elementos,
propriedade que nao é de modo nenhum generalizavel a todos os anéis.

Teorema 2.6.3. I ¢ um ideal de Z se e sé se existe d € Z tal que I = (d).

Demonstracao. Vejamos que ambas as implicacoes se verificam.

(a) Se I = (d), entao I é obviamente um ideal de Z.

(b) Seja I um ideal de Z. Se I se reduz ao conjunto {0}, é claro que
I = (0). Podemos portanto supor I # (0), e notamos que neste caso o
ideal I contém inteiros positivos (note que, se n € I, entdo —n € I). Sendo
I ={ne€l:n>0} tomamos d igual ao minimo de I (minimo esse que
existe pelo Principio de Boa Ordenagcao).

Como d € I segue-se (porqué?) que (d) C I, restando-nos portanto
provar a inclusao oposta I C (d), ou seja, que, se m € I, entao m é multiplo
ded. Sejam € I, e qer oquociente e resto da divisao de m por d (recorde-se
que d > 0, donde d # 0). Temos entdo m = gd+r, ou r = m — qd. Observe-
se que qd € (d), e portanto gd € I (ja vimos que (d) C I). Como r = m —qd
¢é a diferenca de dois elementos do ideal I, temos r € I. Finalmente, como
0 <r <dedépor definicaio o menor elemento positivo do ideal I, temos
necessariamente r = 0, donde m é multiplo de d, i.e., m € (d). Portanto,
I C{(d). O
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O exemplo do ideal (21, 30) sugere que, se I = (d) = (n,m), entdo |d| é o
maximo divisor comum de n e m. O resultado anterior permite estabelecer
este resultado e ainda a parte (i) da Proposigao

Corolario 2.6.4. Se n,m € N, entio (n,m) = (d) onde d = mdc(n,m).
Em particular, temos que:

(i) a equacao xn + ym = d tem solugoes x,y € Z;
(ii) se k € um divisor comum de n e m, entao k é também divisor de d.

Demonstragao. (i) Sabemos, do teorema anterior, que existe um natural
d tal que (n,m) = (d). E 6ébvio que d € (d) = (n,m). Como (n,m) é
o conjunto dos inteiros da forma xn + ym, existem inteiros x’,y’ tais que
d=12'n+ym.

(ii) E igualmente ébvio que n,m € (n,m) = (d). Portanto, n e m sao
multiplos de d, que é um divisor comum a n e m. Por outro lado, se k € N
é um qualquer divisor comum a n e m, temos n = kn’ e m = km’, donde
d =2'n+y'm = k(z'n +y'm’), ou seja, k|d. Em especial, k < ded éo
méximo divisor comum de n e m. U

Este corolario sugere que o célculo de mdc(n, m) pode ser feito por busca
do menor natural no ideal (n,m). O Algoritmo de Divis@o torna essa busca
possivel recorrendo ao seguinte lema.

Lema 2.6.5. Sen,m € N e m =qgn+r, entao (n,m) = (n,r).
Demonstracao. Por um lado,

ke (n,m)=k=xzm+yn
= k=x(qgn+r)+yn
= k= (zq+yn+ar
=k € (n,r),

logo (n,m) C (n,r). Por outro lado,

ke (nr)y=—=k=xn+yr
= k=an+y(m —qn)
=k = (z —yq)n +ym
=k € (n,m),

ou seja, (n,r) C (n,m). O

O ALCORITMO DE EUCLIDES ¢ a aplicacao repetida do lema anterior até
obter uma divisao exacta (r = 0). Este é um procedimento muito simples,
facil de programar, e que passamos a ilustrar no caso com que iniciamos esta
secgao:
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Exemplo 2.6.6.

Sen =21 e m = 30, entao

30 =1-21+9 = (30,21) = (21,9),
21 =2-943 = (21,9) = (9,3),
9=3-3+0=(9,3) = (3).

Logo
(30,21) = (3),

e pelo coroldrio anterior temos que 3 = mdc(21,30). Em termos gerais, i.e.,
comecando com dois naturais quaisquer n e m, e supondo n < m, 0 proce-
dimento a sequir deve ser claro, e corresponde a um processo iterativo muito
facil de programar (experimente-o!). QObserve-se também que € simultanea-
mente possivel determinar inteiros x e y tais que mdc(n, m) = xn + ym. Das
equagoes acima temos imediatamente

3=21+(-2)9 ¢ 9 =230+ (—1)21,

donde
3 =214 (—2)[30 + (—1)21] = (3)21 + (—2)30.

Apresentamos a seguir um argumento que explora o facto de mde(n, m)
ser uma combinagao linear de n e m.

Proposicao 2.6.7. Sejam m,n,p,k € N e suponha-se que mnlkp. Se m e
p sGo primos entre si, entdo m € factor de k.

Demonstragao. Como por hipétese mde(m,p) = 1, existem inteiros z’, v/’
tais que 1 = 2'm + y'p, donde k = k(z'm + y'p). Além disso, como mn|kp,
existe um inteiro 2’ tal que kp = z’mn. Portanto,

k= k(z'm+19y'p)
=ka'm +y'kp

= kx'm +y'2'mn = (k2’ + y'2'n)m,
donde ml|k. O

O minimo multiplo comum de dois naturais pode também ser estudado a
partir do Teorema Dados os naturais n e m, observamos que (n) N (m)
é o conjunto dos miltiplos comuns a n e m. Como a intersecgao de dois ideais
é um ideal, concluimos, do Teorema ZG3] que (n) N (m) = (I), onde [ é um
natural. E claro que [ é um multiplo comum de n e m, e que qualquer
miultiplo comum k& de n e m é multiplo de [, e portanto | < |k|. Assim,
podemos verificar, analogamente ao caso do do méximo divisor comum, a
parte (ii) da Proposigao

Estas observagoes sugerem a definicao de méximo divisor comum e mi-
nimo multiplo comum de dois inteiros como se segue.
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Definigao 2.6.8. Se m,n,d,[ sdo inteiros, e d,l > 0, entao:
(i) d =mdc(n,m) se (d) = (n,m);
(i) I = mmc(n,m) se (I) = (n) N (m).

A definicao acima é compativel com o Teorema e conduz ao resul-
tado “natural” mdc(n,m) = mdc(|n|,|m|) e mmec(n,m) = mmc(|n|, |m|).
Note-se de passagem que mdc(n,0) = n e mmc(n,0) = 0. Veremos mais
adiante que é possivel explorar estes resultados para estender as nocoes de
maximo divisor comum e minimo multiplo comum a certas classes de anéis.

Num anel arbitrario, distinguimos com um nome especial os ideais que,
tal como os ideais do anel Z, sao gerados por um dos seus elementos.

Definigao 2.6.9. O ideal I num anel A diz-se um IDEAL PRINCIPAL se existe
a € A tal que I = (a).

De acordo com o Teorema 6.3l todos os ideais do anel dos inteiros sao
ideais principais, mas veremos adiante anéis com ideais que nao sao prin-
cipais. No entanto, os anéis onde todos os ideais sao principais constituem
uma classe importante de anéis.

Sabemos que, se A é um anel com identidade I, entao a funcao ¢ : Z — A
dada por ¢(n) = nl é um homomorfismo. Segue-se naturalmente que o
conjunto das solugbes da equagao homogénea nI = 0 (n € Z), que é o
ntcleo de ¢, é um ideal de Z. Portanto, e dado que todos os ideais de Z sao
principais, existe um inteiro m > 0 tal que

{ne€Z:nl=0}=(m).

Na realidade, e de acordo com a demonstracao do Teorema 6.3l se m > 0,
entao m é simplesmente a menor solugao positiva da equacao n/ = 0. Em
qualquer caso, o inteiro m merece um nome especial.

Definicao 2.6.10. Dizemos que um inteiro m > 0 é a CARACTERISTICA do
anel A se
{ne€Z:nl=0}=(m).

Exemplos 2.6.11.
1. Os anéis mais “comuns” (Z, Q, R, C, H, etc.) tém caracteristica 0.

2. O anel Zo tem caracteristica 2.

Se (m) e (n) sao ideais de Z, é claro que (n) C (m) se e s6 se m|n. Por
outras palavras, determinar todos os ideais que contém (n) é equivalente a
determinar todos os divisores de n.

Isto mesmo ¢ ilustrado na préoxima figura, quando n = 12, onde cada
rectangulo representa um ideal de Z que contém (12). Note-se que, se um
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(12)

Figura 2.6.1: Ideais de Z que contém (12).

rectangulo estd contido noutro, entao os ideais correspondentes também o
estao, e que o ideal gerado por 1 é obviamente o anel Z.

Em alternativa, podemos representar os ideais que contém (12) como no
seguinte diagrama (note o subdiagrama a direita).

Figura 2.6.2: Os divisores de 12.

Deve observar-se que um diagrama deste tipo pode ser prolongado para
baixo indefinidamente, mas nao o pode ser para cima. Em particular, dado
um ideal (m) dos inteiros é possivel que o tunico ideal que o contenha es-
tritamente seja o préprio Z, o que acontece precisamente quando n é um
nuimero primo ou 1. O mesmo pode acontecer a um ideal arbitrario de um
qualquer anel, pelo que introduzimos:

Definigao 2.6.12. O ideal I em A diz-se MAXIMO ou MAXIMAL se para
qualquer ideal J em A,

IcJ=J=TITouJ=A.

Os ideais méximos de um dominio integral D podem ser utilizados, como
veremos adiante, para associarmos a D certos corpos. Como dissemos acima,
é ficil identificar os ideais méximos de Z, que usaremos adiante para definir
uma classe importante de corpos finitos.
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Teorema 2.6.13. O ideal (p) em Z € mdzimo se e sé se p=1 ou |p| € um
numMero primo.

Demonstragao. Suponha-se p,q € N e (p) C (q), i.e., glp. Se p=1oup é
primo, temos ¢ = 1 ou ¢ = p, donde (q) = Z ou (q) = (p), e (p) é maximo.
Se, por outro lado, p > 1 nao é primo, entdo existe ¢ € N tal que

1 < g <pegq|p. Segue-se que Z # (q) # (p), e (p) < (q), donde (p) ndo é
maximo. O

Na proxima secgao examinaremos mais pormenorizadamente outras pro-
priedades dos ntiimeros primos.

Exemplos 2.6.14.
1. O ideal (0) € mdzimo no anel R, mas ndo no anel Z.

2. O ideal (x> — 2) ndo é mdrimo em R[z], porque (x% —2) C (x 4+ V/2), e
(x + v/2) # R[z]. Por outro lado, (x* —2) é mazimal em Z[z] (porqué?).

3. No apéndice mostra-se, recorrendo ao lema de Zorn, que num anel arbitrdrio
A qualgquer ideal proprio I C A estd contido num ideal mazximal.

Exercicios.
1. Dé exemplos de naturais a, b, n tais que ab ndo é factor de n, mas a|n e b|n.
2. Determine inteiros x e y tais que mdc(135,1987) = 2135 + y1987.

3. Como pode medir 1 litro de 4gua, se tiver a sua disposi¢do apenas dois
recipientes com capacidades respectivamente de 15 e 23 litros?

4. Sejam a,b,d,m,x,y,s,t € Z. Mostre que:

(a) d=MDC(a,b),a =dz,b=dy = mdc(z,y) = 1;

(b) as+ bt =1 = mdc(a,b) = mdc(a,t) = mde(s,b) = mde(s, t) = 1;
(¢) mdc(ma, mb) = |m| mdc(a,d);

(d) mdc(a, m) =mdc(b,m) =1 < mdc(ab,m) = 1;

(e) alm e blm = ablm mdc(a,b);

(f) |ab] = mdc(a, b) mmc(a, b).

5. Seja I = {Iﬁ}ﬁeB uma familia de ideais de um anel A indexada por um
conjunto B qualquer. Considere o conjunto intersec¢ao desta familia:

I= ﬂ Is ={a € A:ac€ I, para qualquer § € B}.
BeB

(a) Prove que I é um ideal de A.
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(b) Seja S C A, e T a familia de todos os ideais de A que contém S. Prove
que neste caso I é o menor ideal de A que contém S.

6. Prove que, se S1 C Sz C A, entdo (S1) C (Sa).

7. Suponha que m,n € Z, e prove que:
(a) (n) C (m) <= m|n;
(b) (n) = (m) <= m = +n.

8. Prove que, se A é um anel abeliano com identidade e a1,as,...,a, € A,
entao

n
(a1,a2,...,a,) = {Zxkak:xk EA,lgkgn}.
k=1

Como é que descreveria (ay, as, ..., a,) se A fosse abeliano, mas néo contivesse
identidade?

9. Seja {an}, y Uma sucessao de inteiros.

(a) Defina d,, = mdc(a,as,...,a,) e l, = mmc(ay,as,...,a,), € prove que
a equagdo d, = Y. ,_, zray tem solucdes xy, € Z.

(b) Prove que dy+1 = mdc(dy,, ant1) € lpt1 = mme(ly, Gpyr).

(¢) Quais sao os valores de n para os quais 30z + 105y +42z = n tem solugdes
inteiras?

10. Faga um diagrama semelhante ao dos divisores de 12 para n = 18.

11. Suponha que A e B sao anéis unitarios, de caracteristica respectivamente n
e m. Prove que a caracteristica de A @ B é mmc(n, m).

12. Seja A um anel abeliano com identidade 1, e J um ideal de A. Prove que J
é maximal se e s6 se, para qualquer a ¢ J, a equagdo xa +y = 1 tem solugoes
re€Aeyed.

(SUGESTAO: Verifique primeiro que {ra+y:x € Aey € J} é o ideal gerado
por JU{a}.)

13. Suponha que A é um anel com identidade I e caracteristica m > 0, e prove
que

(nI:neZ}={nl:neN}={p(1),6(2),...,é(m)}

é um anel com m elementos. Prove também que, se a € A, entdao a menor
solucao positiva de na = 0 é um factor de m.
(SUGESTAO: se n = mgq + r entdo ¢(n) = ¢(r).)

14. Suponha que A é um anel com caracteristica 4, e determine as tabuadas da
soma e do produto do anel ¢(Z). Verifique se este anel é ou nao isomorfo ao

corpo de 4 elementos referido no Capitulo [

15. Determine os ideais de cada um dos seguintes anéis.
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a) O anel dos inteiros pares.

(

(b
(c
(d

O anel Z[i] dos inteiros de Gauss.
O anel Z ® Z.
O anel M, (Z).

NN N N

16. Determine no caso de cada um dos anéis do exercicio se os respectivos
ideais sao todos principais.

2.7 O Teorema Fundamental da Aritmética

Uma das propriedades mais importantes dos nimeros primos é a de gerarem
por multiplicacoes todos os naturais n > 2. O objectivo deste seccao é
precisar e demonstrar esta observacao que, formulada convenientemente, se
diz o Teorema Fundamental da Aritmética.

Proposigao 2.7.1. Qualquer natural n > 2 tem pelo menos um divisor
pPrimo p.

Demonstra¢ao. O conjunto
D={meN:m>1emln}

é nao-vazio, ja que contém n. Seja p o minimo de D. Se p nao é primo,
entao p = mk, onde 1 < m < p. Como m é obviamente factor de n ,p nao
pode ser o minimo de D. Concluimos que p é primo. O

Uma consequéncia desta proposicao é a ezxisténcia de factorizagoes em
nimeros primos para qualquer natural n > 2.

Corolario 2.7.2. Se n > 2, existem numeros primos p1 < pa < -+ < pi
tais que n = Hle Di.

Demonstracdo. Demonstramos este resultado por inducao.

Se n = 2, é evidente que n tem uma factorizagao do tipo indicado (k = 1
e p1 = 2). Supomos agora que qualquer natural m com 2 < m < n tem uma
factorizacao do tipo indicado. Pretendemos provar que n tem também uma
factorizagao deste tipo.

Seja P = {p € N : p|n, p primo} o conjunto dos factores primos de n.
Sabemos que P é majorado (n é um majorante) e ndo-vazio (de acordo com
a Proposicao Z7I). P tem portanto um elemento méximo ¢q. Se ¢ = n,
entdo n é primo, e tomamos k = 1 e p; = ¢ = n. Caso contrario, ¢ < n
e, portanto, n = mgq, onde 2 < m < n. Pela hipdtese de inducao, existem
numeros primos p1 < po < --- < ppr tais que m = Hf’;l p;, todos eles
majorados por q. Tomamos neste caso k =k’ + 1, e p, = q. O
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Verificdmos acima a existéncia de factorizagoes em primos para qualquer
natural n > 2. A questao da wunicidade dessas factorizagdes (a menos da
ordem dos factores) serd esclarecida em seguida, mas convém desde ja notar
que corresponde a um problema conceptualmente distinto do anterior, como
se ilustra no exemplo seguinte.

Exemplo 2.7.3.

Se classificarmos como “primos” no anel dos numeros pares os inteiros pares
que ndao podem ser erpressos como produtos de outros inteiros pares, € fdcil
constatar que 2, 6 e 18 sao “primos”. Deixaremos para os exercicios a de-
monstracao dos andlogos dos resultados anteriores para este anel que, tal como
o dos inteiros, € bem ordenado. Por outro lado, como 36 = 2-18 =6-6, €
obvio que as decomposicoes em “primos” ndo sdo unicas no anel dos inteiros
pares.

O resultado fundamental para provar a unicidade das factorizacoes em
primos no anel dos inteiros é o seguinte lema.

Lema 2.7.4 (Euclides). Sejam m,n,p € Z e suponha-se que p é um
numero primo. Se p € factor do produto mn, entao p € factor de m ou
factor de n.

Demonstragao. Seja d = mdc(m,p). Como d é factor de p e p é primo,
temos d=1 ou d = p.

E evidente que, se d = p, entao p é factor de m. Se d = 1, existem
inteiros = e y tais que 1 = xm + yp, donde n = nxm + nyp. Como p é
factor de mn, existe também um inteiro z tal que mn = zp. Concluimos
que n = xzp + nyp = (zz + ny)p, e portanto p é factor de n. O

Note-se de passagem que o exemplo apresentado antes do Lema de Eu-
clides mostra que este lema nao é aplicdvel no anel dos inteiros pares, se
interpretarmos o qualificativo “primo” como indicdmos.

Exemplo 2.7.5.

Uma das descobertas dos matemdticos gregos da Antiguidade que mais os sur-
preendeu e intrigou foi, em linguagem moderna, a da existéncia de niumeros
irracionais. Podemos verificar agora sem dificuldade que /2 € irracional, i.e.,

. ) o . ny\2 _ o = om?. A
que nao existem inteiros n e m tais que ()" = 2, ou seja, n° = 2m=. Argu-
mentamos por absurdo.

Podemos supor sem perda de generalidade que m e n sdo primos entre si

(porqué?). Notamos agora que
n? =2m? = 2|n? = 2|n,

pelo Lema de FEuclides. Concluimos que n = 2k, para algum inteiro k. Assim,
n? = 4k?, donde 4k* = 2m?, ou ainda 2k* = m?. Como 2|m?, seque-se
novamente do Lema de Euclides que 2|m, contradizendo a hipdtese de m e n
serem primos entre si. Concluimos que a equacdo n? = 2m? ndo tem solucdes
nos inteiros, e \/2 nao é racional.



2.7. O Teorema Fundamental da Aritmética 97

Deixamos para os exercicios a generalizacao deste exemplo para o caso
v/n, quando n € N nao é um quadrado perfeito. Por palavras, quando n é
um natural, a sua raiz quadrada é ou outro natural (caso em que n é um
quadrado perfeito) ou é um nimero irracional.

Podemos generalizar o Lema de Euclides para um qualquer produto finito
de inteiros. A demonstracdo (que fica como exercicio) deve ser feita por
indugao no numero de factores.

Corolario 2.7.6. Se p € primo e p ]Hle m;, entdo:
(i) plm; para algum j, com 1 < j <k.

(it) Se os inteiros m; sdo primos, entdo p = mj, para algum j, com 1 <
J<k.

Podemos agora enunciar e provar o

Teorema 2.7.7 (Teorema Fundamental da Aritmética). Qualquer na-
tural n > 2 tem uma factorizacao em primos, que € unica a menos da ordem
dos factores.

Demonstracao. A existéncia de factorizacbes em primos decorre do Co-
rolario Resta-nos por isso provar a sua unicidade.

Procedemos como se segue. Supondo que k e m sao naturais, p; < ps <
- <preq < g2 < s80 primos, e

k m
17 =11
i=1 j=1

provamos que k =m e p; = ¢;. Para isso, argumentamos por indugao em k:
Para k =1, o resultado é 6bvio da definicdo de nimero primo;
Supomos o resultado valido para o natural k£ — 1, e

k m
=1
i=1 j=1

Seja P={p;: 1 <i<k}eQ={gj:1<j<m}. Note-se mais uma
vez que de acordo com a defini¢ao de primo temos necessariamente m > 1,
porque k > 1. Pelo Corolario é evidente que pi € @), donde pr < g, €
analogamente ¢,, € P, donde q,, < pg. Concluimos que p; = ¢,,, € segue-se

da lei do corte que
k—1 m—1
sz' = H q;-
i=1 j=1

Pela hipétese de indugao, k —1=m —1e p; = q;, parat < k, donde k =m
e p; =q;, para i < k. O
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A factorizac@o de n em primos pode evidentemente conter factores repe-
tidos, e é por isso comum escrevé-la na forma

m
n = Hpiei (67; Z 1),
i=1

que se diz a factorizacao de n em poténcias primas. Esta expressao é tnica,
a menos da ordem dos factores.

O Teorema Fundamental da Aritmética nao implica directamente a exis-
téncia dum nimero infinito de primos. Este tltimo facto foi também desco-
berto por Euclides.

Teorema 2.7.8 (Euclides). O conjunto dos primos € ilimitado.

Demonstracao. Pretendemos provar que para qualquer natural n existe um
primo p > n. Dado um natural n, considere-se o natural m = n! + 1, onde
n! é o factorial de n. E evidente do Algoritmo de Divisao que o resto da
divisao de m por qualquer natural entre 2 e n é 1. Em particular, todos
os factores de m, incluindo os seus factores primos (que existem de acordo
com a Proposicao ZZTl), sao maiores do que n. Concluimos que existem
nimeros primos maiores do que n. U

Como acabamos de ver, os nimeros primos formam uma sucessao ilimi-
tada
2,3,5,7,11,13,... ,pp, ...

sobre a qual a mais elementar curiosidade sugere algumas perguntas sim-
ples. Por exemplo, é possivel determinar uma féormula explicita, envolvendo
o natural n, que permita calcular o primo p,? Quantos nimeros primos
existem no intervalo de 1 a n? Até que ponto é dificil determinar os factores
primos dum dado natural n?

Sobre a primeira questao mencionada acima, a resposta parece ser nega-
tiva. Em particular, nao se conhece nenhuma férmula explicita que produza
apenas numeros primos. A titulo de exemplo, descrevemos aqui uma das
mais famosas tentativas nesta direccao, devida a Fermat, e que envolveu
os numeros da forma

F,=2"+1,

hoje conhecidos por numeros de Fermat. E fécil calcular os nimeros de
Fermat correspondentes a n =0, 1, 2 e 3, obtendo-se respectivamente 3, 5,
17, e 257, todos eles primos. A escolha n = 4 corresponde a 65537, que é

"Pjerre de Fermat (1601-1665), matemético francés. Fermat, advogado de profissio, é
um dos personagens mais interessantes da histéria da Matematica. Foi um dos fundadores
do Calculo Infinitesimal, e descobriu independentemente de Descartes (de quem alids foi
amigo) os principios da Geometria Analitica. O seu trabalho mais importante foi sem
divida a criagdo da moderna Teoria dos Numeros.
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ainda um numero imo. Ha no entanto niimeros de Fermat que nao sao
primos, como Fuler’q descobriu em 1732 para n = 5. Se esta lhe parece uma
observagao simples de demonstrar, note que n = 5 corresponde a

22” 41 =4 204 967 297,
e Euler descobriu que a factorizagao deste nimero em primos é
2%’ 4+ 1 =641 (6 700 417).

A escolha do expoente e = 2" é facil de explicar. Suponha-se que F' =
2°+ 1, e e = ks, onde k,s > 1, com s impar. O polinémio p(z) = z°* + 1
tem a raiz z = —1, logo factoriza-se

p(z) = (z +1)q(z),

onde ¢(z) é um polinémio com coeficientes inteiros. Substituindo x por 2k,
concluimos que

F=2+1=(2""+1= (2" +1)q(2"),

seguindo-se imediatamente que o nimero F' nao é primo. Por outras pala-
vras, se F' = 2° + 1 é primo entao e nao tem factores impares maiores do
que 1, logo o seu tnico factor primo é 2, donde e = 2", ¢ F' é o ntimero de
Fermat F,,.

Apesar do comeco “auspicioso” da sucessao de Fermat, ndo conhecemos
numeros de Fermat com n > 4 que sejam primos, e sabemos que alguns
desses nimeros sao compostos. Sabemos por exemplo que o menor factor
primo do nimero de Fermat correspondente a n = 1945 (nimero esse com
mais de 10°%2 digitos na sua expansio decimal!) é um nimero primo p de
587 digitos: p = 5-21947 4+ 1, e julga-se que nenhum dos nimeros de Fermat
com n > 4 é primo. Apesar disso, veremos nos exercicios que estes nimeros
podem ser usados para provar a existéncia de um numero infinito de primos.

As questoes sobre o nimero de primos no intervalo de 1 a n, ou so-
bre a distribuicao dos primos, referem-se evidentemente a probabilidade
de um ndmero natural escolhido ao acaso no intervalo [1,n] ser primo.
Estao também directamente relacionadas com o problema mencionado ini-
cialmente, sobre a determinacao duma expressao explicita para o enésimo
primo. Legendr e Gauss foram os primeiros matematicos a sugerir uma

12T eonhard Euler (1707-1783), matemadtico suigo. Euler foi um dos mais prodigiosos
matematicos de sempre, tendo trabalhado nas mais diversas dreas da Matemaética Pura e
Aplicada (anélise, geometria, geometria diferencial, teoria dos nimeros, fisica, mecanica
dos fluidos, e outras).

13 Adrien Marie Legendre (1752-1833), matematico francés. Legendre distinguiu-se na
teoria dos nimeros e no estudo das funcoes elipticas.
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expressao aproximada para o nimero de primos < x, que designamos por
7(x). Nos finais do século XIX, Hadamard L provou que

7(x)

—— — 1 quando x — oo.
log x

Nao provaremos aqui resultados desta natureza, que tipicamente requerem
técnicas analiticas para a sua demonstracao.

Problemas como os referidos sao talvez dos mais tedricos e dificeis que
podemos conceber, e ilustram bem as capacidades e limitagoes do espirito
humano. Apesar da sua origem, tém também reflexos interessantes na vida
actual. Referiremos adiante técnicas de Criptografia que exploram a re-
lativa facilidade de cédlculo de grandes niimeros primos, comparada com a
dificuldade de determinar os factores primos dos naturais que podemos ob-
ter pela multiplicagdo desses primos. Neste contexto, os niimeros “grandes”
podem ter mais duma centena de digitos; a sua factorizacao por verificagao
sequencial de todos os possiveis factores envolveria um numero de divisoes
da ordem de 10°°! N&o sabemos até que ponto é possivel estabelecer um
algoritmo pratico para a factorizagdo de niimeros desta ordem de grandeza,
mas enquanto essa ignorancia se mantiver, as mais secretas comunicagoes
politicas e militares poderao continuar a fazer-se com seguranga recorrendo
a0s numeros primos. E diffcil neste momento indicarmos outros problemas
“praticos” onde as propriedades dos numeros primos tém reflexos impor-
tantes, porque todos tendem a ser tecnicamente sofisticados. Refira-se no
entanto que o problema do reconhecimento da fala por computadores exige
o desenvolvimento de algoritmos tao rapidos quanto possivel para a decom-
posicao de sons nas suas frequéncias fundamentais, uma técnica conhecida
como Anadlise de Fourier. A velocidade tedrica maxima desses algoritmos
estd directamente relacionada com a funcao m(x).

Exercicios.

1. Sen = Hle pifiem= Hle pifi com ey, f; > 0 inteiros, obtenha expressdes
para o mdc(n,m) e mmc(n, m).

2. Sejam p e ¢ primos distintos, e n = p?¢>. Conte os factores naturais de n, e
mostre que a sua soma é (1+p+ p?)(1 +q+ ¢> + ¢°).

3. Generalize o resultado anterior para o caso em que n = [[;_; pi®.

4. Prove uma versao do Corolario para o anel dos inteiros pares.

5. Demonstre o Coroléario P26

1 Jacques Hadamard (1865-1963), um dos mateméticos franceses mais influentes do virar
dos séculos XIX e XX, e que trabalhou em dominios muito diferentes da Matem4tica (e.g.,
na teoria do nimeros e no célculo de variagdes).
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6. Prove que, para qualquer natural n, o intervalo [n + 1,n! + 1] contém pelo
menos um primo.

7. Os primos da forma 2™ — 1 dizem-se PRIMOS DE MERSENNE. Prove que, se
a™ —1 é primo e n > 1, entdao a = 2 e n é primo.

2

8. Prove que a sucessao a,, = n° — n + 41 nao é sé constituida por primos.

9. Mostre que, se p(z) é um polinémio nao-constante com coeficientes inteiros,
entdo o conjunto dos inteiros n para os quais a,, = p(n) néo é primo é infinito.

10. Seja F,, = 22" + 1 o enésimo niimero de Fermat (n > 0).

(a) Prove que Foiq =2+ [, Fi;
(b) Prove que se n # m entao mdc(F,, Fp,) = 1;

(c) Porque é que o resultado anterior estabelece a existéncia de um ndimero
infinito de primos?

11. Prove que, se n nao é um quadrado perfeito, entdo y/n ¢ irracional (i.e., a
equacao x2 = ny? nio tem solugdes x,y € Z).

2.8 Congruéncias

Estudaremos nesta seccao novas relacoes binarias em Z, as de “congruéncia
modulo m”, associadas a relagao de divisibilidade. Usaremos a teoria aqui
desenvolvida para resolver equagoes do tipo ax + by = n, onde todas as
variaveis sao inteiros. No préximo capitulo, as mesmas ideias serao usadas
para exibir uma classe muito importante de anéis finitos.

Definicao 2.8.1. Se x,y € Z, dizemos que ¥ é CONGRUENTE MODULO m
com ¥y se e s6 se x — y é miltiplo de m. O inteiro m diz-se 0 MODULO DE
CONGRUENCIA.

Se x é congruente com y médulo m, escrevemos x =y (mod m). Temos
portanto

r=y (modm) <= m|(z—y) <= (z—y)e (m).

Recorde-se que uma relacao bindria se diz uma RELACAO DE EQUI-
VALENCIA quando é reflexiva, simétrica e transitiva.

Proposigao 2.8.2. A relacao de congruéncia mddulo m € de equivaléncia.

Demonstracao. Vejamos que a relagao de congruéncia modulo m satisfaz as
trés propriedades:
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(i) = é reflexiva: Como 0 é multiplo de m, temos
r=x (modm).

(i) = é simétrica: E claro que z —y = km se, e s6 se, y — z = (—k)m,
logo
r=y (modm) <= y=x (modm).

(iii) = é transitiva: Se x =y (mod m) e y = z (mod m), entao existem
inteiros k e n tais que x —y = km e y — z = nm. Mas entao,
r—z=(x—y)+(y—2) =km+nm=(k+n)m,
logo = z (mod m). O
Exemplos 2.8.3.

1. Ignorando a incégnita y, a equagdo 3 = 21x + 30y (z,y inteiros) escreve-se

3=21z (mod 30), ou2lz =3 (mod 30).

2. Sem =0, entdo como 0 € o unico mailtiplo de 0,
x=y (mod0) <= x =y,

ou seja, a relagao de congruéncia modulo 0 € a habitual relagao de igualdade.
Num outro extremo, se m = 1, entao x = y (mod 1), para qualquer x,y € Z
(0 inteiro x —y € sempre miltiplo de 1).

8. Qualquer inteiro n € par ou impar, i.e., n =0+ 2k oun =1+ 2k. Portanto

n=0 (mod?2), oun=1 (mod 2).

De acordo com o Algoritmo de Divisdo, se m > 0 e x é fixo, entao
x=mq-+r,onde q,r € Z (i.e., z =r (mod m)), e estes inteiros sdo tinicos
se 0 < r < m. Portanto, z = r (mod m), com 0 < r < m, se e s6 se 1
é o resto da divisao de x por m. E consequentemente facil generalizar a
observacao acima, a propésito de m = 2, a qualquer m > 0.

Proposigao 2.8.4. Se m > 0, qualquer inteiro x é congruente com exac-
tamente um inteiro r do conjunto {0,1,2,...,m — 1}, onde r € o resto da
divisdo de x por m.

Com m # 0 fixo, o conjunto {z € Z : x = r (mod m)} diz-se por esta
razao uma CLASSE DE RESTOS. Veremos no proximo capitulo que a familia
das classes de restos (mod m) é na realidade o suporte do anel Z,,, de que
ja mencionamos, informalmente, alguns exemplos, como Zs, e Zs.

Exemplo 2.8.5.
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Qualquer inteiro x verifica exactamente uma das equacoes

=0 (mod4), x=1 (mod4), =2 (mod4) ouxz=3 (mod 4).

As equagbes que envolvem relagbes de congruéncia podem ser manipu-
ladas como equagoes algébricas vulgares, excepto no que diz respeito a “lei
do corte” para o produto.

Proposigao 2.8.6. Sex =2’ (mod m) ey =y’ (mod m), entdo verificam-
se as propriedades:

(i) x+y=2"+9y (mod m);

(ii) xy = z'y’ (mod m).
Em particular, temos que:

(iii) x =2’ (mod m) < z+a=12"4a (mod m);

() z=2' (mod m) = ax = azx’ (mod m).
Demonstracao. Por hipétese, tanto z — 2’ como y — 3y’ sdao multiplos de m.
E portanto evidente que (x —2') + (y —y') = (z+y) — (2’ £ y') sdo miltiplos
dem, ie, z+y=2"+y (mod m).

Por outro lado, (x — 2')y e 2/(y' — y) sdo ainda multiplos de m. Por

isso, (x — ')y — 2/ (y — y) = zy — 2’y é muiltiplo de m, ou seja, xy = z'y/

(mod m).
Deixamos as restantes afirmagoes para os exercicios. O

Exemplo 2.8.7.

E claro que 10 = 3 (mod 7) e 11 = —3 (mod 7). De acordo com a Proposicio
ZX4, temos que
10+11=3+(-3) (mod7)<=21=0 (mod7),
10-11=3—-(-3) (mod7)<= —1=6 (modT7),
10-11=3-(-3) (mod 7) <= 110=-9 (mod 7).

Por outro lado, observe que
4-5=4-8 (mod 6),

mas 5 Z 8 (mod 6). Assim, em geral, ax = az’ (mod m) ndo implica x = =’
(mod m).

E importante compreender que a Proposi¢ao 2.8.6] usa precisamente as
propriedades de (m) que tornam este conjunto um ideal. A demonstracao
do seguinte corolario desta proposicao fica como exercicio.



104 Capitulo 2. Os Numeros Inteiros

Coroldrio 2.8.8. Se z =y (mod m), entdo ™ = y" (mod m) para todo o
natural n.

Uma das aplicagoes mais simples da Proposicao .88 e do seu Corolario
é o estabelecimento de critérios de divisibilidade de n por m em termos dos
algarismos da representacao decimal de .

Exemplo 2.8.9.

Tomando m = 3, observamos que
10=1 (mod3)=10"=1 (mod 3) para qualquer natural k.
Para n = 1998, notamos que
1998 =1-1000+9-100+9-10 + 8,

logo:
1998 =1+4+9+9+8=27=0 (mod 3).

Concluimos, assim, que o numero 1998 ¢é divisivel por 3, sem que para tal seja
necessario usar o Algoritmo de Divisdo.

Este exemplo ilustra o seguinte critério de divisibilidade:

Proposicao 2.8.10. O natural n € divisivel por 3 se e sé se a soma dos
digitos da sua representagao decimal € divisivel por 3.

Deixamos para os exercicios os critérios de divisibilidade por 2, 5, 9 e 11.

Passamos agora a estudar em pormenor as equagoes (lineares) do tipo
ar =b (mod m). Como sabemos, a equacdo ax = b s6 tem solugodes inteiras
quando b é miltiplo de a, sendo a sua solucao nestes casos inica (excepto se
a = 0). Pretendemos determinar os valores de b (em termos de a e m) para
os quais a equagao ax = b (mod m) tem solugoes, e estabelecer algoritmos
de calculo de todas as suas solugoes.

E interessante reconhecer que a questao da existéncia de solucoes para
ar = b (mod m) se reduz as ideias que introduzimos a propésito do maximo
divisor comum de dois inteiros.

Teorema 2.8.11. A equagdo ax = b (mod m) tem solucdes, se e s6 se b é
multiplo de d = mdc(a, m).

Demonstragao. Na realidade, az = b (mod m) tem solugoes se e sé existem
inteiros = e y tais que b — ax = my, i.e., b = ax + my. Dito doutra forma,
ar = b (mod m) tem solugdes precisamente quando b é uma combinacao
linear de a e m com coeficientes inteiros. Como vimos na Secgado (ver
Definicao EZ6.H), as combinagoes lineares de a e m com coeficientes inteiros
sao exactamente os multiplos de mdc(a, m). O
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De um ponto de vista pratico, o resultado anterior mostra que a exis-
téncia de solugoes da equagdo ax = b (mod m) pode ser decidida com o
auxilio do Algoritmo de Euclides. Na realidade, como este permite obter
d = mdc(a,m) como combinagao linear de a e m, obtemos também uma
solucdo de ax = d (mod m), e desta obtemos facilmente solucoes da equacao
original. Tlustramos este procedimento no préximo exemplo.

Exemplo 2.8.12.
Considere-se a equacdo
152 =b (mod 40).

Usando o Algoritmo de Fuclides, temos

40=15-2 410, ou 10 = 40 + 15 - (~2),
15=10-14+5, ou 5=15+10-(—1) =15-3+40-(—1),
10=5-240, logo 5 =mdc(15,40) = 15-3+40- (—1).

Concluimos do TeoremaZ8 11l que a equacao tem solugdes precisamente quan-
do b € maultiplo de 5.

Ainda de acordo com os mesmos cdlculos, temos
5=15-3+40-(-1),

donde x=3 € solugdo de 15z = 5 (mod 40), ou mais geralmente x = 3k ¢
solugao de 15x = 5k (mod 40). Tomando como exemplo a equagao 15z = 10
(mod 40), observamos que x =6 € uma sua solugdo dbvia, porque

15-3=5 (mod40)=15-3-2=5-2 (mod 40),

de acordo com a Proposicao [Z8.0. E evidente que qualquer inteiro x que ve-
rifigue © = 6 (mod 40) é também solug¢do de 152 = 10 (mod 40), e portanto
esta ultima equacdo tem um numero infinito de solugoes.

No entanto, os inteiros que satisfazem x = 6 (mod 40) nao incluem todas as
solugoes de 152 = 10 (mod 40), e. g., x = —2 € solu¢do de 15z = 10 (mod 40),
mas —2 Z 6 (mod 40). E claro que este facto € um outro reflexo da auséncia
de uma “lei do corte” geral para o produto, porque

3:5-(—2)=5-2 (mod 40) # 6=-2 (mod 40).

Analisamos agora as circunstancias em que esta multiplicidade de solu-
¢oes que existia neste exemplo nao é possivel. Segue-se também do Teorema
ERTT que a equagao ax = b (mod m) tem solugoes para qualquer b preci-
samente quando mdc(a,m) = 1, ou seja, quando a e m sdo primos entre
si. Este caso ocorre evidentemente quando a equagao ax =1 (mod m) tem
solucoes.

Definigao 2.8.13. Diz-se que a € Z é INVERTIVEL (mod m) se e s6 se
ax =1 (mod m) tem solugao, i.e., se e sé se a e m sao primos entre si. Se a’
é solucao da equacao ax =1 (mod m), dizemos que a’ é INVERSO (mod m)
de a.
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Exemplos 2.8.14.

1. A equagdo 4z = b (mod 9) tem solugdes para qualquer b, pois vemos que
mdc(4,9) = 1. Em particular, 4z = 1 (mod 9) tem a solu¢do x = —2 porque
4(—2) +9 = 1. Portanto,

(a) —2 € inverso de 4 (mod 9), e

(b) x = —=2b € solugao de 4z = b (mod 9), qualquer que seja o inteiro b.

2. Como mdc(21,30) = 3, 21 ndo € invertivel (mod 30).

Suponha-se que = ¢ é uma solugdo particular de axz = b (mod m). J&
observdmos que qualquer inteiro ' congruente com ¢ é também solucao da
mesma equagao, ou seja,

[ [ —
¥ =c (modm)=axr' =ac=b (modm),

mas que podem existir solucoes z” que nao sao congruentes com c, i.e.,
podemos ter

ar” =b (mod m) com 2" #c¢ (mod m).

No entanto, se a e m sao primos entre si, é agora facil constatar que este
ultimo caso é impossivel, em virtude da seguinte “lei do corte”.

Teorema 2.8.15. Se a e m sao primos entre si,
ar =ay (modm) <= x=y (modm).
Demonstracao. Ja sabemos que
r=y (modm)= axr = ay.

Por outro lado, seja ¢’ um inverso (mod m) de a, donde aa’ = d'a = 1
(mod m). Entao

(Proposicao ZX0),

a'(ax) = d'(ay) (mod m
! (associatividade),

~— —

da)r = (d'a)y (modm

(
r=y (modm) (dla=1 (modm).

Concluimos dos Teoremas EZX. 11 e que
Teorema 2.8.16. Se a e m sao primos entre si e b € Z, entdao:
(i) A equagdo ax =b (mod m) tem pelo menos uma solu¢ao ¢ € Z;

(ii) ax =b (mod m) = z =c¢ (mod m).
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Temos pois um método simples para resolver a equagao linear ax = b
(mod m) no caso em que a e m sao primos entre si. Isto mesmo ¢ ilustrado
no préximo exemplo.

Exemplo 2.8.17.

Como mdc(4,7) = 1, e4-2 =1 (mod 7), concluimos que as solugdes de
4 =1 (mod 7) (os inversos de 4 (mod 7)) sao precisamente os inteiros que
satisfazem x = 2 (mod 7), ou seja, sao os numeros da forma x = 2 + Tk.
Tomando como exemplo b=3, temos

dr=3 (mod7)<=z=6 (modT7).

Quando a e m nao sao primos entre si, é mesmo assim ficil determinar
todas as solucoes da equagao

ar =b (mod m).

Convém para isso recordar que, se a = a’d e m = m’d com d = mdc(a, m) #
0, entao a’ e m’ sao primos entre si.

Exemplo 2.8.18.

Para calcular todas as solugées de 152z = 10 (mod 40), notamos que esta
equagdo € equivalente a 15z = 10 4 40y, que dividimos por mdc(15,40) = 5
para obter 3z = 24 8y, ou 3x = 2 (mod 8). Temos portanto

152 =10 (mod 40) <= 3z =2 (mod 8),

onde naturalmente na dltima equagdo mdc(3,8) = 1. Jd vimos que x = 6 €
solugdo da equagao original, e consequentemente de 3x = 2 (mod 8). Segue-
se, do Teorema 2810, que as solugdes da sequnda equacdo sdo os inteiros que
satisfazem x =6 (mod 8).

Concluimos que as solugdes de 15z = 10 (mod 40) sdo os nimeros da forma
x = 6+ 8k. Em particular, € claro que a primeira equacao tem 5 solugoes que
ndo sao congruentes (mod 40), nomeadamente, x = 6,14,22, 30,38 (a solugdo
que referimos anteriormente, i.e., x = —2, corresponde a x = 38).

Veremos nos exercicios como calcular o niimero de solucoes da equacao
ar = b (mod m) que ndo sao congruentes entre si para o médulo m.

Teremos ocasionalmente necessidade de resolver sistemas do tipo

(2.8.1) { r=a  (modm),

T=Db (mod n).

O resultado seguinte foi descoberto pelo matematico chinés Sun-Tsu (no
século I!) e por isso é muitas vezes referido pela designagao de Teorema
Chinés do Resto.
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Teorema 2.8.19 (Teorema Chinés do Resto). O sistema (Z81l) tem
solucoes para quaisquer a e b se e s6 se m e n sao primos entre si. Neste
caso, se ¢ € uma solucao, entdo (ZIT) € equivalente a v = ¢ (mod mn).

Demonstracao. E evidente que os inteiros da forma z = a + ym sdo as
solugoes da equagdo © = a (mod m). Portanto = = a + ym é solucao de

EZET) se e s6 se
r=b (modn)=a+ym=>b (modn)=my=>b—a (modn).

Pelo que vimos acima, esta ultima equacao tem solugdo para quaisquer a e b
se e 86 se m e n sao primos entre si. Nesse caso, segue-se, do Teorema 2818,
que as solucoes sao os inteiros da forma y = 4’ + zn, onde 3y’ é uma qualquer
solugdo fixa, e z é arbitrario. Concluimos que as solugoes do sistema (EZ8T])
sao os inteiros da forma x = a+ (y' + zn)m = ¢+ z(nm), onde ¢ = a + y'm,
i.e., sdo as solugoes de z = ¢ (mod mn). O

O caso em que m e n nao sao primos entre si serd tratado num exercicio
da préoxima secgao.

Exemplo 2.8.20.

Considere-se o sistema

{ z=1 (mod 4),
T=2 (mod 9).

As solugdes da primeira equacdo sdo os inteiros da forma x = 1+ 4y, que de
acordo com a sequnda equagdo devem também satisfazer

1+4y=2 (mod9)<=4y=1 (mod?9) com solugio y = —2

(vimos acima que —2 € inverso de 4 (mod 9)). Concluimos que ¢ = 1+4(—2) =
—7 € uma solucao particular do sistema, sistema esse que € portanto equiva-
lente a equagdo x = —7 (mod 36). As suas solugdes sdo consequentemente os
inteiros da forma x = —7 + 36z, com z € Z.

Nas equacoes que temos vindo a estudar as incognitas sao inteiros. Por
este motivo, estas equagoes dizem-se dz’ofantinas. Apesar da relativa sim-
plicidade da teoria que expusemos (que diz respeito basicamente a equagoes
lineares do tipo ax + by = n), deve notar-se que alguns dos problemas mais
dificeis (e mais famosos) da Matemadtica se referem a equagoes diofantinas
nao-lineares. Um dos exemplos mais célebres é o chamado Ultimo Teorema
de Fermat”, que envolve a equagao " +y™ = 2™. Apesar de esta equagao ter

5De Diofanto de Alexandria, matemético grego do século III, autor do tratado Arith-
metica, onde se expunham entre outros assuntos solugdes (por vezes extremamente enge-
nhosas!) de equagoes algébricas. Diofanto apenas se interessava pelas solugdes racionais,
e designava as irracionais por “impossiveis”.
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um numero infinito de solugdes para n=2 (e.g., x = 3, y = 4 e z = 5), nunca
se encontraram solugoes naturais para n > 2. Fermat escreveu na margem
duma cépia da Arithmetica de Diofanto, junto a discussao sobre o teorema
de Pitagoras, que sabia demonstrar a nao-existéncia de solugoes para n > 2,
mas que a margem do livro era demasiado pequena para descrever o seu
argumento. Nao nos chegou até hoje a demonstracao de Fermat. De facto,
foi preciso esperar 300 anos, e pelos esforcos de geracoes de matematicos
famosos, para que se obtivesse uma demonstracao completa do Ultimo Te-
orema de Fermat . Esta demonstragdo, devida ao matemadtico americano
Andrew Wile@, ¢é sem duvida uma das grandes descobertas da Matemaética
contemporanea. O grau de sofisticacdo da demonstracao, que culmina os
trabalhos de matematicos célebres ao longo de mais de 200 anos, é tal que
a transforma numa das mais elaboradas construgoes intelectuais alcancadas
pela humanidade.

Exercicios.
1. Calcule todas as solugbes (inteiras) de 21z + 30y = 9.
2. Para que inteiros b é que a equagao 533z = b (mod 4141) tem solugoes?

3. Enuncie e demonstre critérios de divisibilidade por 2,5,9 e 11, em termos da
representagao decimal de um natural n.

4. Calcule para qualquer natural k o resto da divisdo de 3% por 7.
5. Determine todas as solugoes de zy = 0 (mod 12).

6. Prove que exactamente uma das seguintes alternativas é véalida para qualquer
a,mée Z, m+#0:
(a) aequagdo ax =1 (mod m) tem solugdes (caso mdc(a,m) = 1), ou

(b) a equagao ax

= 0 (mod m) tem solucdes = # 0 (mod m) (caso em que
mdc(a, m) # 1).

7. Suponha que mdc(a, m) = d, e m = dn. Prove que:

(a) a equacdo ax = 0 (mod m) tem d solugbes z, com 0 < = < m, que sdo
n,2n,...,dn;

16 Andrew Wiles anunciou no Verdo de 1993 que possuia uma demonstracio do Ultimo
Teorema de Fermat. Veio posteriormente a verificar-se que de facto nessa demonstragao
faltava justificar um passo crucial. Finalmente, em Setembro de 1994 o préprio Wiles
em conjunto com Richard Taylor descobriram um argumento que permite evitar esse
passo. A demonstracgio correcta foi entretanto publicada sob o titulo “Modular elliptic
curves and Fermat’s last theorem”, Ann. of Math. 141 (1995), no. 3, 443-551, e recorre
ao artigo seguinte dos Annals que é precisamente o artigo conjunto de Wiles e Taylor,
“Ring-theoretic properties of certain Hecke algebras”, Ann. of Math. 141 (1995), no. 3,
553-572.
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(b) a equacdo ax =b (mod m) tem 0 ou d solugdes z, com 0 < x < m.
8. Prove que a equacdo 2 +1 =0 (mod 11) ndo tem solucdes.
9. Determine quais sdo os niimeros entre 1 e 8 que possuem inverso (mod 9).
10. Calcule todas as solugoes da equacao 2 +1 =0 (mod 13).
11. Prove que z° — x = 0 (mod 30) para qualquer inteiro z.
12. Prove que, se a = a’ (mod m), entdo mdc(a, m) = mde(a’, m).

13. Para que valores de ¢ € Z é que o sistema

rT=c (mod 14)
2z

10 (mod 42)
14. Resolva o sistema de equagoes

{ 20 +3y=3 (mod 5)

tem solucoes?

3x+y=4 (mod 5).

15. Que dia da semana foi 15 de Marco de 18007
(SUGESTAO: No calendério actual (chamado Calenddrio Gregoriano) um ano
é bissexto se for divisivel por 4 mas nao por 100 ou se for divisivel por 400.).

16. Cinco niufragos chegam a uma ilha onde encontram um chimpanzé. Depois
de passarem o dia a apanhar cocos, decidem deixar a divisao dos cocos para
o dia seguinte. Durante a noite, os naufragos acordam sucessivamente e vao
buscar o que julgam ser a sua parte dos cocos. Todos eles descobrem que nao
podem dividir os cocos exactamente por 5, sobrando-lhes sempre 1 coco que
deixam para o chimpanzé. No dia seguinte, dividem os cocos que sobraram das
suas sucessivas incursoes nocturnas por 5, e desta vez a divisao é exacta. Quan-
tos cocos tinham apanhado no dia anterior, sabendo que apanharam menos de
10 0007

2.9 Factorizacao Prima e Criptografia

A titulo de exemplo, vamos descrever em detalhe uma aplicagdo das ideias
anteriores a Criptografia. Precisamos para isso de alguns resultados prelimi-
nares. Supomos conhecida a expressao para C}', o “nimero de combinacoes
de n elementos em grupos de k”, e em particular a equacgao

El(n — k)ICY =nl.

Como n|n!, é evidente, da equagao anterior e do Lema de Euclides, que, se
n = p é primo e k verifica 0 < k < p, entao p\C,f . Enunciamos este resultado
na seguinte forma:
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Lema 2.9.1. Se p é primo e 0 < k < p, entdo CY =0 (mod p).

Supomos também conhecida a férmula do binémio de Newton, que pode
em qualquer caso ser demonstrada por inducao em qualquer anel comutativo.
Esta férmula é

(2.9.1) (@+b)"=> Cpa'v" "
k=0

No caso em que n = p é primo, concluimos sem dificuldade que

Proposicao 2.9.2 (“A férmula do caloiro”). Se p € primo, (a + b)P =
aP + b (mod p).

Demonstracao. Pelo Lema ZOT] os tinicos termos da expansao do binémio

que podem nao ser congruentes com zero (mod p) correspondem a k =0 e
k=n. O

Teorema 2.9.3 (Fermat). Se p € primo, a? = a (mod p).

Demonstracao. Provaremos este resultado por inducao em a. O resultado é
6bvio para a = 0. Se for verdadeiro para um inteiro a > 0, temos (a+1)P =
a? + 1 (mod p), pela férmula do caloiro, e a? = a (mod p), pela hipétese
de indugao. Concluimos que (a + 1)’ = a + 1 (mod p), e o resultado é
verdadeiro para qualquer inteiro a > 0. Como (—1)? = (—1) (mod p) para
qualquer primo p (porqué?), o resultado é valido para qualquer inteiro. [

Um corolario interessante deste teorema é o seguinte, que descreve ex-
plicitamente como calcular inversos (mod p).

Coroldrio 2.9.4. Se p € primo e a Z 0 (mod p), entdo a?~* =1 (mod p).

Demonstragio. E evidente que mde(a,p) = p (donde a = 0 (mod p)) ou
entdao mdc(a,p) = 1. Temos portanto e por hipétese que mdc(a,p) = 1. De
acordo com a lei do corte, obtemos, do teorema, que

a? =a"la=a (modp)=a’'=1 (mod p).
U

Podemos agora expor um mecanismo de codificagao particularmente as-
tucioso, do tipo a que se chama de chave piublica. Esta expressao é utilizada
porque o processo de codificacao pode ser conhecido por todos, sendo apenas
o processo de descodificagdo mantido secreto. Este tipo de codificacao é por
exemplo utilizado na Internet em transacgoes ﬁnanceira.

170 sistema mais utilizado na Internet é o chamado sistema de codificacio RSA (des-
coberto por Rivest, Shamir e Adleman) ou suas variantes. Este é um sistema de chave
ptblica, como o que descrevemos, que inclui ainda um esquema simples (mas engenhoso)
de verificagdo de assinatura, crucial nas comunicagoes privadas via canais publicos.
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Os ingredientes fundamentais s@o um natural N, da forma N = pq,
onde p e ¢ sao primos distintos, e um outro natural r, que deve ser primo
relativamente a p—1ea ¢g—1. Os nimeros N e r sao do dominio piblico, mas
a factorizagcao de N deve ser mantida secreta. Este sistema explora portanto
a possibilidade de determinar niimeros primos grandes, juntamente com a
dificuldade de célculo dos factores primos de naturais grandes.

O procedimento a seguir é o seguinte: os simbolos a transmitir sao
nimeros a verificando 0 < a < N. Em lugar de transmitir a, transmite-se
o resto da divisao de a” por N, que designamos por b = p(a”, N). A desco-
dificagao corresponde ao calculo de a, conhecido b = p(a”, N). Este cdlculo,
por sua vez, s6 é pratico se conhecidos os factores primos de IV, e neste caso
¢ uma aplicacao de alguns dos resultados acima.

Por um lado, tomando ¢ = p(b,p) e d = p(b, q), é evidente que

c=a" (modp)ed=a" (modq).

Por outro lado, como r é suposto primo relativamente a p—1 e ¢g—1, existem
inteiros x,y,x’, 1y’ tais que

l=rz+@p-1y=rz'+(¢—-1)y,
donde

a=a*tP D = (") =& (mod p), e

a=a® @ = (") =3¢ (mod q),

de acordo com o coroldrio acima. Note-se que o calculo de x e z’ pode ser

feito directamente com o Algoritmo de Euclides. As poténcias negativas de

a devem ser interpretadas como poténcias positivas dum inverso de a, mas

¢ claro que z e ' podem ser sempre escolhidos ambos positivos.
Concluimos que a mensagem original a satisfaz o sistema

{a (p(b;p))*  (mod p)
a=(p(b,q))" (modgq)

De acordo com o Teorema Chinés do Resto, estas equagoes determinam uni-
camente a (mod pgq), i.e., (mod N). A sua resolugao envolve apenas conhe-
cer um inverso de p (mod ¢), o que representa mais uma vez uma aplicacao
do Algoritmo de Euclides. Isto tudo é ilustrado no exemplo seguinte.

Exemplo 2.9.5.

Seja N =21=3-T=p-q, er =5 que € primo relativamente ap—1=2 ¢
q — 1 =6. Suponhamos que se quer transmitir a mensagem a = 4. De acordo
com o procedimento descrito acima, em vez de transmitir a, transmite-se o
resto da divisdo de a” = 1024 por N = 21, que é b = p(1024,21) = 16 (pois
1024 = 48-21 4 16).
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Suponhamos que recebiamos a mensagem codificada b = 16 e que queriamos
descodificar, de forma a recuperar a mensagem a (que desconheciamos). Como

1=5-(—1)4+2-3=5-(=1)+6'-1,

concluimos que x = —1 e 2’ = —1. Por sua vez, os nimeros c e d sdo dados
por

c=p(b,p) =1, (pois 16 =3-5+1)
d = p(b,q) =2, (pois 16 =7-2+ 2).

Assim, o nimero a procurado satisfaz o sistema

{ a=(1)"' (mod 3)
a=(2)"' (mod?7) "

Como o inverso de 2 (mod 7) é4 (pois2-4=8=1 (mod 7)), concluimos que
a satisfaz o sistema
a=1 (mod 3)
{ a=4 (mod7) "’

A primeira equagao tem como solugdes a =1+ 3n onde n € Z, o que, substi-
tuindo na seqgunda equacdo, fornece

14+3n=4 (mod 7),

ou ainda
3n=3 (mod 7).

Para resolver esta ultima equagdo notamos que o inverso de 3 (mod 7) € 5
(pois 3-5=15=1 (mod 7)), logo:
n=3-5=15 (mod 7).

Assim, pelo Teorema Chinés do Resto, concluimos que a = 1+ 3 -15 = 46
(mod 21). Como 0 < a < 21, obtemos finalmente a resposta correcta: a = 4.

Exercicios.

1. Uma palavra é codificada fazendo corresponder a cada letra do alfabeto por-
tugués (23 letras) um ntmero inteiro, de forma que a — 1, b+— 2, c+— 3,....
De seguida é transmitida num sistema de chave piblica com N =35 e r = 5.
Sabendo que a mensagem transmitida é “33,10, 12, 24, 14” determine a palavra
original.

2. Demonstre a seguinte generalizagao do Teorema Chinés do Resto: Seja d =
mdc(m,n). O sistema

T=a (mod m)
{ T=b (mod n)

tem solugdes se e s6 se d|(a—b). Neste caso, se ¢ é uma solugao, entao o sistema
é equivalente a x = ¢ (mod mmc(n,m)).
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Capitulo 3

Outros Exemplos de Anéis

3.1 Os Anéis Z,,

No Capitulo Bl vimos em pormenor o anel dos inteiros. O leitor também
conhece certamente muitas das propriedades algébricas de corpos como Q,
R ou C. Existem no entanto outros exemplos de anéis muito importantes
que vamos estudar neste capitulo.

Comegamos pelo estudo dos anéis associados a congruéncia (mod m), os
anéis Z,,. No Capitulo[j4 vimos brevemente os casos Zs e Zg, sem qualquer
referéncia a congruéncia (mod m). Um estudo sistemético destes anéis exige
no entanto a utilizacao desta congruéncia. Observamos que a congruéncia
(mod m) pode ser substituida por uma igualdade se “identificarmos” (i.e.,
tratarmos como um unico objecto) todos os inteiros congruentes entre si. O
procedimento que seguimos € aplicavel a qualquer relacao de equivaléncia, e
consiste em utilizar em lugar de um determinado objecto a classe de todos
os objectos que lhe sdo equivalentes. Para isso, supomos fixado o médulo de
congruéncia m € Z, e sendo  um inteiro arbitrario, introduzimos:

Definigao 3.1.1. A CLASSE DE EQUIVALENCIA (mod m) de x é o conjunto
z dos inteiros congruentes com z (mod m), ou seja,

z={yeZ:x=y (modm)}.

Exemplo 3.1.2.

Com o mdodulo de congruéncia m = 3, temos
0=1{0,£3,46,...},
1={1,1+3,1+6,...},
2=1{2,2+3,2+6,...}.

E claro que o simbolo x é ambiguo porque nao contém qualquer in-
formacao sobre o médulo de congruéncia m em causa. No entanto, € evidente

115



116 Capitulo 3. Outros Exemplos de Anéis

que
r={r+ym:y €L},

ou ainda
z={r+z:2¢€ (m)}

Por este motivo, sempre que necessério escrevemos z + (m) em lugar de z.

Exemplo 3.1.3.

Para m =4 em =5 temos respectivamente

34+ 4)y={...,-5-1,3,7,11,...},
=3+ ()={...,—7,-2,3,8,13,...}.

m=4 3
m = 3

Para substituir a congruéncia x = y (mod m) por uma igualdade, usa-
mos o seguinte lema, que como consequéncia directa da Proposicao 82 é
na realidade aplicavel a qualquer relacao de equivaléncia.

Lema 3.1.4. Para todo os inteiros x,y temos:
r=y (modm) <<= z=y <<= zNy#0

Demonstracao. E evidente da transitividade da relacao de congruéncia que,
se =y (mod m), entdao z 2 y. Por simetria, x = y (mod m) < y ==

(mod m), logo também z C y. Concluimos que, se z = y (mod m), entao

z=y.
Por reflexividade, sabemos também que y € y. Portanto, se x = y, entao
zNy #0.
Finalmente, se x Ny # (), seja z um elemento de z N y, e note-se que, por

definicao de classe de equivaléncia, se tem z = z (mod m) ey = z (mod m),
donde se segue por simetria e transitividade que x =y (mod m). O

De acordo com a propriedade reflexiva, qualquer inteiro x pertence a
classe x, e portanto a uniao de todas as classes de equivaléncia é o conjunto Z.
Por este motivo, dizemos que o conjunto de todas as classes de equivaléncia
para um dado médulo m, que é o conjunto {z : x € Z}, é uma cobertura de
Z. Além disso, de acordo com o lema anterior, as classes de equivaléncias
distintas sao necessariamente disjuntas. Dizemos por isso que o conjunto
{z : x € Z} é uma parti¢ao de Z. Recorde-se ainda que, como indicdmos
no Capitulo anterior, e quando m # 0, dizemos que x é uma textscclasse de
restos.

Exemplos 3.1.5.

1. Sem =2, a particdo referida é a habitual classificacao dos inteiros em pares
e impares.
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2. Sem = 3, a particdo corresponde a classificagdo dos inteiros em termos do
resto da sua divisao por 3:

Z={0,+3,46,...}U{1,14£3,1+6,...}U{2+3,2+6,...}.

Note-se de passagem que a classe de equivaléncia z fica unicamente de-
terminada por qualquer um dos inteiros que a constituem. Por este motivo,
qualquer inteiro y em x diz-se um representante da classe z, ja que y = z.

Exemplo 3.1.6.

Sem = 3, os inteiros 1,4,7,—2 e —5 sao todos representantes de 1, e temos

1=4=7=-2=—5.

[

Dada uma relacao de equivaléncia “~” num conjunto X, o conjunto das
respectivas classes de equivaléncia diz-se 0 QUOCIENTE de X por ~ e designa-
se em geral por X/ ~. A fungdo 7 : X — X/ ~ dada por n(z) = z, que
transforma cada elemento de X na sua classe de equivaléncia, é a APLICAGAO
QUOCIENTE. No caso de X = Z, e quando ~ ¢é a relagao de equivaléncia
médulo m, designamos o conjunto quociente Z/ ~ por Z,,, e a aplicagao
quociente por 7,,, ou apenas 7. Temos por isso m,(z) = z + (m) = z. Mais
formalmente,

Definicao 3.1.7. Sendo z = {y € Z : y = = (mod m)}, entdao Z,, = {x :
x €L}, e Ty i L — Ly, é dada por m,(z) = 2.

Com esta nova notagao, a Proposicao L84l resume-se agora em contar o
numero de elementos de Z,,:

Proposicao 3.1.8. Sem >0, Z,, ={0,1,...,m — 1} tem m elementos.

Observe-se ainda que, se m = 0, entdo x = {z}, e portanto Zy é um con-
junto infinito. Na realidade, e com as operacoes algébricas que definiremos
a seguir, Zg e Z sao anéis isomorfos.

Exemplo 3.1.9.

O conjunto Zg tem precisamente 6 elementos, e podemos escrever

Note-se mais uma vez a ambiguidade da notag¢ao que utilizamos: quando es-
crevemos Z4 = {0,1,2,3}, os simbolos nesta lista designam objectos que nao
sao elementos de Zg. Por exemplo,

2+ <4> 75 2+ <6> i.e., 7T4(2) 7é 7T6(2).
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De acordo com a Proposigao Z80l sabemos que, quando z = 2’ (mod m)
ey =y (modm), entao x +y = 2’ + ¢’ (mod m) e xzy = 2’y (mod m).
Em termos de classes de equivaléncia, temos

Por outras palavras, as classes x + y e xy nao dependem dos representantes
x e y, mas apenas das classes x e y. Aproveitamos este facto para introduzir
operacoes de soma e produto em Z,,.

Definigao 3.1.10. A SOMA e PRODUTO em Z,, sao dados por

r+y==z+y, e T-y=xy.

Como seria de esperar, uma parte das propriedades das operacoes algé-
bricas em Z transferem-se automaticamente para as operagoes agora defini-
das. Por exemplo, observe-se que

r+Yy+z)=z+y+z,

=z + (y+2),

r+y)+ 2,
T+y+z,
=(z+y)+ 2z

—~

donde concluimos que a adi¢ao em Z,, € associativa. Deixamos como exer-
cicio a verificagao do seguinte

Teorema 3.1.11. (Z,,+,-) € um anel abeliano com identidade.

Exemplo 3.1.12.

As “tabuadas“ da soma e do produto em Z4 sdo:

|||+
SN Y )
=IO T
=S|I IN]IN
NI Iwo] e
o|lo|lo|lo|lo
| INo| I I |1
NI IS] I
= I [CN (en) [V}

(SN (el

E curioso observar algumas diferencas e semelhancas entre este anel e Z:

e A equacdo x = —x tem duas solucoes em Zy;

e Como 2-2=0 € claro que 2 é um divisor de zero, e portanto Z4 nao €
um dominio integral;

e Os mualtiplos naturais da identidade 1 sdo trivialmente
1l:la 2l:23 31237 4124297 etc.

e consequentemente este anel tem caracteristica 4;
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e Os subanéis de Z4 sao todos ideais principais (tal como ocorre no anel
dos inteiros), e reduzem-se a

(1) = (3) = Zs, (2) =1{0,2}, e (0)={4)={0}.

Note-se que estes ideais correspondem exactamente aos divisores de 4.

Regressamos agora ao caso geral do anel Z,,, com m > 0, e comegamos
por identificar os elementos invertiveis de Z,,, que formam o conjunto Z;,,
(na notagao introduzida no Capitulo ). Dado a € Z, é claro que a é
invertivel em Z,, se e s6 se a equagao a -z = 1 tem solugoes em Z,,. De
acordo com os resultados da Secgdo EE8 temos, ainda, que:

a€Z), <= a-z =1 tem solucio em Z,y,,
<= ar=1 (mod m) tem solucdo em Z,
<= mdc(a,m) = 1.
Por palavras, os elementos invertiveis de Z,, correspondem aos naturais k,
1 < k < 'm, que sao primos relativamente a m. O nimero de elementos de
Z},, designa-se por ¢(m), e a fungao ¢ : N — N assim definida chamamos
FUNCAO DE EULER.

Exemplo 3.1.13.

Os elementos invertiveis no anel Zg formam o conjunto

portanto, p(9) = 6.

Veremos adiante como calcular a funcao de Euler, conhecidos os factores
primos do seu argumento. Para jd, observamos que, se p é um niimero primo,
entdo ¢(p) = p — 1, e todos os elementos nao-nulos de Z, sao invertiveis.
Dito doutra forma:

Teorema 3.1.14. Sep € primo, entao Z, € um corpo finito com p elementos.

A caracteristica dos anéis Z,, ¢ muito ficil de calcular. J4 observamos
que Z4 tem caracteristica 4. Na realidade, é facil mostrar que

Teorema 3.1.15. O anel Z,, tem caracteristica m.
Demonstracao. De facto, por indugao, vemos que
(3.1.1) VneN,a€Z : na=n-a=na.
No caso especifico de a = 1, temos

nl=0 <= n

Il
1o
!
S
m
E]

donde o resultado se segue. ]
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IdentificAmos acima todos os subanéis e ideais de Z4, e notdmos que neste
anel (tal como no anel dos inteiros) os respectivos subanéis sao na realidade
ideais principais. Antes de provar esta afirmacao para qualquer valor de m,
examinemos em pormenor os ideais gerados por cada um dos elementos de
Zpm. A proposicao seguinte é 6bvia da comutatividade da multiplicacao de

L, ¢ de (BIT).
Proposicao 3.1.16. Sea € Z, entao (a) ={an:n € Zy,} ={na:n €Z}.

Assim, é facil listar os elementos de um ideal de Z,,, uma vez dado um
gerador.

Exemplos 3.1.17.
1. Em Zy4o temos:

2. Em Zs1 temos:

(15) = {15,30 = 9,24 = 3,18,33 = 12,27 = 6,21 = 0}.

Um momento de reflexdo mostra que os elementos do ideal (a) correspon-
dem aos inteiros b para os quais a equacao ax = b (mod m) tem solugoes.
Estes inteiros s@o, como sabemos, os multiplos de d = mdc(a,m). E agora
possivel exprimir este resultado na seguinte forma:

Proposigao 3.1.18. Se d = mdc(a,m), entdo temos que (a) = (d) em Zy,.

Demonstra¢ao. Como d = ax+my, temos d = ax, donde d € (a) e {(a) D (d).
Como a = dz, temos a = dz, donde a € (d), e (d) D (a). O

Observe-se que o resultado anterior torna simples a contagem dos ele-
mentos de (a). Na verdade, se d = mdc(a,m), entdo m = dk, e (a) = (d)
tem k elementosﬂ.

Exemplos 3.1.19.

1. Em Zgo temos:

com % = 8 elementos.

2. Em Z9, temos

com % =7 elementos.

'Vemos aqui directamente que o ntimero de elementos do ideal (a) é um factor do
nimero de elementos do anel Z,,. Veremos no préximo capitulo que este facto nao passa
de um caso particular do chamado Teorema de Lagrange.
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Todos os subanéis do anel Z,4 sao ideais principais, tal como todos os
subanéis do anel dos inteiros. Verificamos agora que esta é uma propriedade
comum a todos os anéis Z,,. Com este objectivo, comecamos por estabelecer
uma relacao directa entre os subanéis de Z,, e os subanéis do anel dos
inteiros. Esta relagao envolve a aplicacao quociente 7 : Z — Z,,, dada como
sabemos por w(z) = z, e é ilustrada na figura seguinte.

Figura 3.1.1: Subanéis de Z e de Z,,.

Proposicao 3.1.20. Se I é um subconjunto de Zy,, e J = {a € Z : a €
I} = 7= Y1), entdo I é um subanel de Z,, se e s6 se J é um subanel de Z
que contém (m).

Demonstracdo. Provamos apenas que, se I é um subanel, entao J é também
um subanel.
Obviamente, se a,b € J, entao a,b € I. Logo, vemos que

a—b=a—-bel=—a—-beJ,
a-b=abel = abeJ

O seguinte corolario é imediato.

Corolario 3.1.21. Se I é um subconjunto de Z,,, as sequintes afirmagoes
sao equivalentes:

(i) I € um subanel de Z,;
(ii) I € um ideal de Zpy,;
(iii) existe d € Z tal que djm e I = (d).

Demonstragao. Deve ser 6bvio que (iii)=(ii)=>(i). O coroldrio fica portanto
provado se estabelecermos que (i)=-(iii), o que deixamos para os exercicios.
O
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Segue-se deste coroldrio que Z,, tem precisamente um subanel (que é
necessariamente um ideal principal) por cada um dos divisores de m. Isto
mesmo se ilustra na figura seguinte, para m = 40. Aproveitamos ainda este
exemplo para ilustrar a utilizacao da Proposicao no calculo de todos
os geradores de cada um destes ideais.

Figura 3.1.2: Os ideais de Zyg.

Exemplo 3.1.22.

Os geradores de (1) = Zao correspondem as solugoes de mde(x,40) = 1:

Os geradores de (2) correspondem as solugdes de mdc(zx,40) = 2:

(2) = (6) = (14) = (18) = (22) = (26) = (34) = (38).

Os geradores de (4) correspondem as solugoes de mdc(x,40) = 4:
(4) = (12) = (28) = (36).

Os geradores de (8) correspondem as solugoes de mdc(x,40) = 8:

(8) = (16) = (24) = (32).

Os geradores de (5) correspondem as solugoes de mdc(x,40) = 5:
(5) = (15) = (25) = (35).

Os geradores de (10) correspondem as solugées de mdce(x,40) = 10:

(10) = (30).

Os ideais (20) e (0) tém naturalmente um inico gerador.

Suponha-se que n|m, e B é o subanel de Z,, com n elementos. E muito
interessante estudar desde ja as seguintes questoes:

e O grupo aditivo B é sempre isomorfo ao grupo Z,?
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e O anel B é sempre isomorfo ao anel Z,?
A primeira destas questoes é muito facil de esclarecer:

Proposicao 3.1.23. Sen|m e B € o subanel de Z,, com n elementos, entdo
0s grupos aditivos B e Z,, sdo isomorfos.

Demonstragao. Seja m = dn, donde B = (d). Definimos ¢ : Z,, — Z, por
¢(z) = dz, onde bem entendido x € Z,,, e dz € Z,

E fundamental mostrar aqui que a funcao ¢ estd bem definida, i.e., provar
que o lado direito da igualdade ¢(x) = dx nao depende da escolha do inteiro
T que representa a classe z no lado esquerdo. Para isso, basta verificar que

z =12 em Z, < n|(x — 2') = m = dn|(dx — d2') = dx = d2’ em Z,,.
E imediato que ¢ é um homomorfismo de grupos, e também que
¢(Zyn) ={dx : x € Z} = (d) = B.

Resta-nos provar que ¢ é um isomorfismo entre Z, e B, ou seja, que ¢
é injectivo, o que se reduz a calcular o respectivo nticleo:

¢(z) =0<=dx =0 (em Z,,) <= dn =m|dx <= n|zx <=z =0 (em Z,).
Como o ntcleo de ¢ é trivial, ¢ é um isomorfismo entre B e Z,,. O

Veremos mais adiante que este resultado nao passa de uma propriedade
geral dos chamados grupos ciclicos. A questao relativa aos isomorfismos de
anel nao é tao simples, e podemos ilustrar a complexidade adicional com
alguns exemplos.

Exemplos 3.1.24.

1. Considere-se, em Zy, o subanel B = (2) = {2,0}. Como acabdmos de ver,
(B,+) ~ (Za,4+). No entanto, os anéis B e Zy nao sao certamente isomorfos,
porque o produto em B é sempre nulo, ou seja, x,y € B = xy = 0.

2. Considere-se, em Zg, os subanéis B = (2) = {2,4,0}, e C = (3) = {3,0}.
Mais uma vez, temos (B,+) ~ (Zs,+) e (C,+) =~ (Z2,+), mas neste caso 0s
anéis em causa sao igualmente isomorfos, apesar de este facto nao ser ébvio.

As observacoes feitas nos exemplos acima podem ser esclarecidas pelo
resultado seguinte, cuja demonstracao fica como exercicio.

Proposicao 3.1.25. Sen|m e B € o subanel de Z,, com n elementos, entao
as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

2Podiamos igualmente escrever, para mais clareza, ¢(m,(z)) = mm(dz).
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(i) Os anéis B e Z,, sao isomorfos,
(ii) O anel B € unitdrio,
(ii) m = nd, onde mdc(n,d) = 1.
Neste caso, a identidade de B € o unico x € Z,, tal que
=0 (modd), ex=1 (mod n).
Exemplos 3.1.26.

1. O anel Zsg tem 9 subanéis, porque 36 tem 9 divisores naturais. Exceptuando
0s subanéis triviais (0) = {0} e (1) = Zsg, apenas os subanéis B = (4), com 9
elementos, e C = (9), com 4 elementos, tém identidade.

2. Continuando o exemplo anterior, a solu¢do do sistema x = 0 (mod 4) e
x =1 (mod9) é x = 28 (mod 36), e portanto a identidade de B € x

s

28. Analogamente, a solugio de x = 0 (mod 9) e x = 1 (mod 4) ¢ x =9
(mod 36), e portanto a identidade de C € z = 9.

Exercicios.
1. Prove o Teorema BT.T1]
2. Verifique directamente que os tnicos subanéis de Z4 sao (1), (2) e (0).
3. Prove que, se m > 1, entao Z,, ou é um corpo ou tem divisores de zero.
4. Prove que nag = na (em particular, n = nl).

5. Mostre que, se n > 1, entdo M,,(Z,,) é um anel ndo-abeliano, com carac-
_ 2
teristica m, e m™ elementos.

6. Considere o anel das fungoes f : Z — Z,, e mostre que para qualquer m > 1
existem anéis infinitos com caracteristica m.

7. Prove que A € M, (Zy,) é invertivel se e s6 se det(A) € ZH.

8. Dé um exemplo de um espago vectorial finito sobre um corpo finito (compare
R™ com Zy).

9. Determine todas as matrizes em GL(2,Z2) (matrizes 2 X 2 com entradas em
Zs, invertiveis).

30 determinante de uma matriz A = (a;;) de dimensdo n x n com entradas num anel
comutativo define-se da forma usual:

det A = Z SgN(T)@1r(1) -+ * Anm(n)-

TESY
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10. Qual é o cardinal de GL(n,Z,), se p é primo? (SUGESTAO: Note que as
linhas da matriz M € GL(n,Z,), que sao vectores de Zj;, devem ser linearmente
independentes.)

11. Calcule a inversa da matriz

100
2 3 4 € GL(3,Zs).
3 2 4
12. Resolva o sistema
T+2y = a
{—3x+3y = b

em Zs.
13. Prove que (a) = Z,, se e s6 se a¢ € Z7,.
14. Conclua as demonstragoes da Proposicao e do Corolario B-T.Z11
15. Quais sdo os elementos e os geradores de (85) em Zogs?
16. Quantos elementos tem o ideal (28,52) em Zogs?

17. Determine todos os ideais de Zsg. Quais destes ideais sdo anéis unitarios, e
quais sao as respectivas identidades?

18. Sendo p um ntmero primo, e n € N, mostre que p(p") = p
SUGESTAO: Mostre que z € Zj. <= x Z (p).

19. Calcule ¢(3000). SUGESTAO: Mostre que

T € Lo ==z & ((2) U(3) U (5)).

20. Suponha que d = mdc(a,m), m =dn, e ¢ : Zy, — Z, é dada por ¢(z) = az.

(a) Mostre que ¢ é um homomorfismo de grupos.
(b) Prove que o nucleo de ¢ é (n), e ¢(Z,,) tem n elementos.

(¢) Supondo m = 12, quais sdo os valores de g para os quais ¢ é um auto-
morfismo de grupos?

(d) Supondo m = 12, quais sdo os valores de a para os quais ¢ é um homo-
morfismo de anéis?

21. Supondo n|m, prove que a fungéo ¢ : Z,, — Z, dada por ¢(z) = z, i.e.,
O(mm(2)) = mp(x), com x € Z, estd bem definida, e é um homomorfismo de
anéis. Qual é o respectivo nicleo?

22. Para provar a proposicao BET.2ZH, proceda como se segue:

(a) Demonstre a implica¢ao “(i) = (ii)”.
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(b) Para provar que “(ii) == (iii)”, mostre primeiro que se a é a identidade
de B entdo (a) = (d), e a®> = a. Conclua que a = 0 (mod d), e a = 1
(mod n).

(¢) Resolva o sistema a =0 (mod d), e a =1 (mod n), e considere a funcdo
¢ : Ly — Zy dada por ¢(z) = ax. Prove que ¢ estd bem definida,
é um homomorfismo injectivo de anéis, e ¢(Z,,) = B, o que termina a
demonstracao.

23. Esta questao refere-se a homomorfismos ¢ : Z4 — Zsg.

(a) Quais sdo os homomorfismos de grupo ¢? Quais destes sdo injectivos?

(b) Quais sao os homomorfismos de anel ¢? Quais destes s@o injectivos?

24. Suponha que a € Z},, e considere U : Z* — Z,, dada por ¥(z) =a - z.

(a) Prove que ¥ é injectiva, e que de facto ¥(z) € Z},, para qualquer x € Z,.

(b) Sendo Zf, = {x1,x2,x3,...,2}, onde k = ¢(m) e ¢ é a fungao de Euler,
mostre que [[r_, U(z;) = [[_, z;, e utilize este facto para provar o
TEOREMA DE EULER : d* = 1.

(c¢) Prove ainda o TEOREMA DE FERMAT : Se m = p é primo, entdo a? = a.

3.2 Fraccoes e Nimeros Racionais

Esta seccdo tem como principais objectivos definir o corpo dos nimeros
racionais e mostrar que as suas propriedades (normalmente introduzidas
por via axiomadtica) sdo consequéncia légica dos axiomas para os inteiros
que indicdmos no Capitulo Bl Veremos simultaneamente que o processo de
defini¢ao dos nimeros racionais a partir dos niimeros inteiros é efectivamente
aplicavel a qualquer anel abeliano onde a lei do corte seja vélida, o que nos
permitira mais adiante introduzir outros corpos de importancia pratica.

Os numeros racionais (fracgdes, razoes, etc.) sdo normalmente e infor-
malmente introduzidos como as “expressdes do tipo 2”7, em que m e n Sao
inteiros, e n # 0. De um ponto de vista mais formal, observamos que o par
ordenado de inteiros (m,n) determina um nimero racional, desde que n # 0.
Por outro lado, todos sabemos que pares ordenados distintos podem corres-
ponder ao mesmo niimero racional, ou seja, podemos ter (m,n) # (m’,n’) e
o= %,/, o que ocorre exactamente quando mn’ = m/n. Estas observagoes
sugerem a definicdo dos niimeros racionais nao como pares ordenados de in-
teiros mas sim como classes de equivaléncia de pares ordenados de inteiros.
Como veremos, o éxito desta ideia nao assenta em propriedades especificas
dos inteiros, mas apenas no facto de Z ser um anel abeliano com mais de
um elemento, onde a lei do corte para o produto é valida. Por este motivo,
formularemos alguns dos nossos resultados num contexto mais abstracto.

No que se segue, A # {0} designa um qualquer anel abeliano onde a lei
do corte para o produto é vélida (i.e., sem divisores de zero).
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Definicao 3.2.1. Seja B = {(a,b) : a,b € A, e b # 0}. Designa-se por “~”
a relacao bindria em B definida por

(a,b) ~ (d',V) <+ ab =db.

A relacao definida acima é sugerida pela igualdade de fraccGes que re-
ferimos. Naturalmente, sé pode ser ttil se corresponder a uma relacao de
equivaléncia, o que verificamos a seguir.

Lema 3.2.2. A relacao ~ é uma relagdo de equivaléncia.

“ ”

Demonstracao. E evidente que a relacao “~” é reflexiva e simétrica. Para
verificar a sua transitividade, suponha-se que (a,b) ~ (a’,b'), e (a’,b') ~
(a”,b"). Usando a comutatividade e associatividade do produto, temos:

(' V)~ (a"0") = db'=d"V = dbb" =d"b¥,
(a,b) = (d',V) <= ab/=db = dbb"=ab"V.

Concluimos que a”bb’ = ab”b’, donde a”b = ab”, e (a,b) ~ (a”,b"”), usando
naturalmente o facto de b’ # 0, e A nao ter divisores de 0. O

Como sabemos, uma relacdo de equivaléncia “~” em B determina sem-
pre uma partigdo de B em classes de equivaléncia. Se (a,b) € B, diremos
que a respectiva classe de equivaléncia (a,b) é uma FRACGAO DE A, que

wan

designaremos por “a/b”, ou por “¢”. Por outras palavras, temos a seguinte
definicao:

Definigao 3.2.3. Seja A # {0} um anel abeliano onde a lei do corte é
valida.

(i) Sea,b € Aeb+#0,aFRACCAO ¢ é dada por

%:{(a’,b')GAXA:b';éOeab':a’b};

(ii) Designamos o conjunto de todas as fracgdes § por Frac(A);

(iii) No caso em que A = Z, a fracgao § diz-se um nimero racional, e o

conjunto Frac(Z) designa-se por Q.

No caso A = Z, o conjunto dos nimeros racionais Frac(Z) = Q é de facto
um anel. No caso geral, dotamos o conjunto das fraccées de A com operagoes
algébricas de soma e produto por simples cépia das operagoes usuais com
numeros racionais, que sao dadas, como sabemos, por

a ¢ ad+bc
2.1 -4+ - =
(3:2.1) b dT T bd
ac ac
(3.2.2) T
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Para formalizar esta definicdo, que representa operactes sobre classes de
equivaléncia, resta-nos provar que o resultado de cada operacao é indepen-
dente do representante escolhido para cada classe. Deixamos a verificacao
deste facto, que enunciamos no préoximo lema, como exercicio.

Lema 3.2.4. Se (a,b) ~ (a',V), e (¢,d) ~ (¢, d’), entdo

(ad + be,bd) ~ (a’'d + b V'd'),
(ac,bd) ~ (a'd,b'd").

De acordo com este lema, as Definigoes (BZZT]) e (B2Z2)) nao acarretam
qualquer ambiguidade.

E ébvio que a soma e produto definidos acima sao comutativos, e que o
produto é associativo. Com um pouco mais de trabalho podemos também
verificar que a soma ¢é associativa e que o produto é distributivo em relagao a
soma. A existéncia de identidades para as duas operactes nao oferece igual-
mente quaisquer dificuldades. Na realidade, e exactamente como sabemos
acontecer nos racionais, temos:

Teorema 3.2.5. O conjunto Frac(A) com as operacgoes algébricas definidas
por (ZZ1) e (ZZ3A) € um corpo, dito CORPO DAS FRACGOES de A.

Demonstracdo. Seja b # 0 um qualquer elemento nao-nulo de A, e defina-se
0= %, el = %. Entao deixamos como exercicio verificar que

0 ={(0,¢):c#0} e
1"={(c,c) : c#0}
sao respectivamente identidades para a soma e produto em Frac(A). Note-se

que os elementos 0’ e 1’ sao efectivamente independentes da escolha de b # 0
em A. Em particular, e supondo y # 0, temos:

=0 <= z=0,¢
=1 <= z=uy.

Note-se, ainda, que a existéncia de uma identidade para o produto de
fracgoes nao depende da existéncia de uma identidade para o produto no
anel original A, e observe-se finalmente que

g (_a’) — 0/’

b o

e que, se ¢ # 0, entdo a # 0 (donde % é uma fracgao) e

ab _

- =1
ba
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Quando A = Z é o anel dos inteiros, e Frac(A) = Q, estamos habituados
a considerar Z como um subconjunto de Q. E interessante observar que esta
“identificacao” é sempre possivel para um anel arbitrario, ou seja, o corpo
das fracgoes do anel A contém sempre um subanel isomorfo ao anel A.

Proposigao 3.2.6. Seja a # 0 um elemento fixo do anel A. Entdo:

(i) a fungdo v : A — Frac(A) dada por 1(x) = %% € um isomorfismo entre
0s anéis A e 1(A);

(ii) o isomorfismo v € independente da escolha de a € A — {0}.

o

Demonstracao. As identidades ¢(z +y) = v(x) + t(y) e t(zy) = t(z)(y) sa
de verificagdo imediata. Portanto ¢ é um homomorfismo de anéis, e ((A) é
um subanel de Frac(A). Além disso,

(r) =0 = — =0
a

< axr =0

<— =0,

e consequentemente ¢ é um isomorfismo entre os anéis A e ((A).

Por outro lado, se a,a’ # 0 e x € A, entdo % = “(;—fﬂ, (porque (az)a’ =

(a'z)a, donde a fungao ¢ é independente da escolha de a € A — {0}. O

De acordo com este resultado, os elementos de Frac(A) da forma %%, com
a,x € A ea#0 fixo, sao “copias” dos elementos z € A. Por esse motivo,
quando trabalhamos com elementos do corpo Frac(A), designamos a fraccao
% por “a”, e dizemos que se trata de um elemento do anel A. Escrevemos
também Frac(A) D A, ou seja, consideramos Frac(A) como uma extensao do
anel A. Cometemos evidentemente um abuso de linguagem, mas fazemo-lo
para evitar sobrecarregar a notagao que utilizamos. Usamos naturalmente
o mesmo simbolo para designar os zeros de A e Frac(A), e procedemos
analogamente com as suas identidades para o produto, sempre que essa
identidade exista em A.

O mesmo tipo de dificuldade surge quando consideramos “frac¢oes de

fracgoes”. Sabemos perfeitamente, do nosso estudo dos racionais, que a

a
fraccao & € a fraccdo ab—f, mas ¢ evidente que de acordo com a defini¢ao for-

d
mal de fraccdo que indicamos acima tal igualdade nao pode ser literalmente
verdadeira (note-se que % é um elemento de QQ, enquanto que a fracgao
composta original é uma fraccao de @, ou seja, um elemento de Frac(Q)).

O sentido em que a igualdade deve ser entendida é o seguinte:

Proposicao 3.2.7. Se K é um corpo, a funcgdo v : K — Frac(K) definida
na Proposi¢ao 210 é sobrejectiva, e é portanto um isomorfismo de anéis.
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Demonstracdo. A demonstracdo resume-se a observar que % = (zy™h), o

que de acordo com as convengdes mencionadas acima se escreve normalmente
na forma “% = xy~ 17, U
No caso da frac¢ao composta acima (x = $ ey = g), temos, estritamente

falando, que

e

Z <a (0)—1> <ad> <ad>
==t~ |5 =i|{-=)=¢l— .
3 b \d bc be
Usando a identificagdo de x com ¢(z), temos, entao, que é = ab—f.
d

Vimos na seccao anterior que a existéncia dos corpos finitos Z, se se-
gue dos axiomas para os inteiros que indicdmos, e acabamos de ver que a
existéncia do corpo QQ é outra das consequéncias desses axiomas. Mais adi-
ante mostraremos que estes corpos sao em certo sentido os menores corpos
que existem. Por outras palavras, provaremos que qualquer corpo contém
necessariamente um subcorpo isomorfo a um Z, ou isomorfo a Q.

Exercicios.
1. Demonstre o Lema BZ4]
2. Complete a demonstragdo do Teorema BZH
3. Qual é o corpo das fraccoes do anel dos inteiros de Gauss?

4. Se Frac(A) é isomorfo a Frac(B), é sempre verdade que A é isomorfo a B?
E se A é isomorfo a B, Frac(A) é sempre isomorfo a Frac(B)?

5. Mostre que, se o corpo K é uma extensao do anel A, entao K contém um
subcorpo isomorfo a Frac(A) (este resultado, que é uma generalizacao da Pro-
posicao B2ZH mostra que Frac(A) é o menor corpo que contém A). (SUGESTAO:
Se K é um corpo, a interseccao de todos os subcorpos de K é o menor subcorpo
de K.)

6. Prove que, se A é numerdvel, entdo Frac(A) é numeravel.

7. Suponha que A é um dominio integral, e mostre que as caracteristicas de
Frac(A) e A sao iguais.

8. Prove que Q s6 pode ser ordenado da forma usual: 7 > 0 < mn > 0.
(SUGESTAO: Em qualquer corpo ordenado tem-se sempre x > 0 < x~! > 0.)

9. Prove que, se A é um anel ordenado, entao Frac(A) é ordenado.
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3.3 Polindmios e Séries de Poténcias

Os polinémios com coeficientes reais sdo muitas vezes definidos como as
funcdes p: R — R da forma

N
p(@) = pna",
n=1

onde os numeros reais p, sao os coeficientes do polinémio p. Nao podemos
definir de modo andlogo os polinémios com coeficientes num anel arbitrario
A, se desejarmos que polinémios com coeficientes distintos sejam necessari-
amente polinémios distintos. Na realidade, desde que A tenha mais de um
elemento, existe uma infinidade de possibilidades distintas para os coefici-
entes de um possivel polinémio. No entanto, se A é finito, existe apenas um
numero finito de fungoes f : A — A, que seguramente ndo podem ser usadas
para definir fodos os polinémios com coeficientes em A.

Exemplo 3.3.1.

O suporte do anel Zo € o conjunto {0,1}, com dois elementos. O conjunto das
funcoes f : Zo — Zo tem portanto 4 elementos. Por outro lado, se polinomios
com coeficientes distintos sao polinomios distintos, existe um niumero infinito
de polinédmios com coeficientes em Zs.

Resolvemos este problema identificando um polinémio com a sucessao
dos seus proprios coeficientes, deixando a sua relagao com funcoes de tipo es-
pecial para consideracao posterior. Note-se que consideramos os polinémios
(que tém um numero finito de coeficientes nao-nulos) como um caso par-
ticular de “séries de poténcias”. Estas ultimas sdo definidas sem qualquer
referéncia a questoes de convergéncia ou divergéncia.

No que se segue, A designa um anel abeliano com identidade 1.

Definigao 3.3.2. Uma SERIE (FORMAL) DE POTENCIAS em A ¢ uma fungao
s:Ng — A. A série diz-se um POLINOMIO se e s6 se existe N € Ny tal que
s(n) = 0 para todo o n > N.

Exemplos 3.3.3.
1. Os seguintes polindmios com coeficientes em A tém um papel importante:

e 0=(0,0,0,...), dito o0 POLINOMIO ZERO, ou nulo;
e 1=(1,0,0,...), o POLINOMIO UM, ou identidade;
e x=(0,1,0,...), a que chamaremos a INDETERMINADA .

2. O polinémio a = (a,0,0,...), onde a € A, diz-se um POLINOMIO CONS-
TANTE. Em particular, os polinédmios zero e um sao polinémios constantes.
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3. O congunto das séries de poténcias em Zsy € infinito ndo-numerdvel (trata-se
de um congunto obviamente isomorfo a P(N)), e o conjunto dos polindmios em
Zs € infinito numerdvel.

Os termos s(0),s(1),s(2),... da sucessao (série formal) s : Ng — A
dizem-se naturalmente os COEFICIENTES DA SERIE. Para evitar confusoes
com os valores da funcao possivelmente associada a série pelos processos usu-
ais, designaremos sempre estes coeficientes por sg, s1, So, etc. Designaremos
os conjuntos das séries e polinémios com coeficientes em A respectivamente
pelos simbolos A[[z]] e A[z], sendo ébvio que A[x] C A[[m]]ﬂ

A soma e produto de polinémios com coeficientes reais é-nos seguramente
familiar. A titulo de exemplo, e considerando polinémios de grau 2, temos:

(ap + a1z + agx®) + (b + by + box®) = (ag + bo) + (a1 + by)x + (ag + by)a?
(ap + a1z + a2x2)(b0 + bix + b2m2), = (apbo) + (apby + a1bo)x
+(a0b2 + a1b1+a2b0):172 + (a1b2 + CLle):Eg + (a2b2)$4.

A definicao seguinte limita-se a reconhecer que as operagoes sobre os coe-
ficientes dos polinémios que aparecem a direita das igualdades precedentes
sao possiveis em qualquer anel. Note que a soma introduzida nao passa da
soma usual de sucessoes, mas o produto nao é o habitual. Quando ha risco
de ambiguidade, referimo-nos ao produto definido abaixo como o PRODUTO
DE CONVOLUCAO, e representamo-lo por s xt em lugar de st.

Definicao 3.3.4. Sendo s,t : Ny — A séries de poténcias, a SOMA s+t e
0 PRODUTO (DE CONVOLUGAO) s+t sao as sucessoes dadas por:

(3.3.1) (S + t)n = Sp +tn, €
(3.3.2) (s%thn =D Sktn_p
k=0

Exemplos 3.3.5.

1. Se a = (a,0,0,...) e b = (b,0,0,...) sao polindmios constantes, a sua
soma e o seu produto sio dados por a +b = (a+b,0,0,...) ea*xb=ab=
(ab,0,0,...). Portanto, o conjunto dos polinémios constantes com as operagoes
acima indicadas € um anel isomorfo ao anel A.

2. Sea = (a,0,0,...) é constante e s = (sg, 51, S2,...) € uma qualquer série, o
produto a x s € a série (asg,as1,ass,...) = as , porque a SOMa ZZ:O AkSn—_k
se reduz sempre ao termo com k = 0.

40 uso da letra “z” na notacio A[z] ou A[[x]] é condicionado pela escolha desta letra
para designar a indeterminada (0, 1,0,...). Poderemos por vezes designar esta indetermi-
nada por uma outra letra, e.g. y, caso em que usamos a notagao Aly] ou A[[y]].
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3. Considere-se a série s = (1,1,1,...) com coeficientes em Zs. Para calcular
o seu quadrado, observamos que (s8), = EZ:O SESn_k = Z:Ol =n+1.
Concluimos que

4. Se s = (80,581, 82,...) € uma qualquer série, o produto xs é a série que se
obtém de s por translacao de todos os seus coeficientes para a direita, porque

(xs)o = xpso =0,
n+1
(ms)n+1 = Z TESn+1—k = Sn-
k=0
No caso s = x, concluimos que > = (0,0,1,0,...), 2> = (0,0,0,1,0,...),
etc. Alargamos esta observagdo ao caso n =0, escrevendo por convencao

z’ = (1,0,0,...)=1.

O préximo teorema nao apresenta dificuldades técnicas, e a sua demons-
tracao fica como exercicio.

Teorema 3.3.6. Se A ¢ um anel abeliano com identidade, tanto Al[z]] como
A[m]ﬁ sdo anéis abelianos com identidade (com a soma e o produto definidos

por (Z31) e (332)), e Alx] é um subanel de Al[z]].

Observamos acima que o conjunto dos polinémios constantes é um anel
isomorfo a A. Como fizemos em casos analogos, passamos a usar 0 mesmo
simbolo a para designar um dado elemento do anel A, e o correspondente
polinémio constante (a,0,0, ... ). Dizemos também que A[x] e (por maioria
de razao) Al[x]] sao extensoes de A. Note-se que a expressao ax”™ passa a re-
presentar assim o produto do polinémio constante (a, 0,0, ... ) pela poténcia
n da indeterminada @, i.e., ", que de acordo com o que dissemos acima
tem como tnico coeficiente diferente de zero o coeficiente (ax™), = a (nesta
ultima igualdade, a tem dois significados diferentes!). Concluimos que, se

b= (pO)pl)p% NN 2 U )7 entao
N
p=po+px+-+pya’ = ppa”.
n=0

Dizemos que a soma & direita é a FORMA CANONICA do polinémio p. Como
¢é habitual, um coeficiente é omitido se for igual a 1.

0 anel A[[x]] das séries formais de poténcias em A e o anel S das sucessdes em A tém
evidentemente o mesmo suporte e a mesma operagao de soma, sendo diferentes apenas
na operagao de multiplicagdo. Quando é necessario distinguir a série de poténcias s em
Al[z]] da correspondente sucessdo a em S, é frequente dizer que s é a TRANSFORMADA z
de a.
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Exemplo 3.3.7.

Suponha-se que p,q € Z4[x] sdo dados por p =1+ x +2x? e g = 1 + 2z
Para somar e multiplicar estes polinémios, procedemos exactamente como com
polindmios com coeficientes reais, reconhecendo que o0s procedimentos usuais
envolvem apenas propriedades algébricas comuns a qualquer anel. Deve ser
fdcil reconhecer essas propriedades nos cdalculos pormenorizados que se sequem,
complementados com detalhes especificos do anel a que pertencem os coeficien-
tes:

A+z+22) +(1422°) = (L+1) + (L+ 0 + (2 + 2)a?
=2+,
A+x+22?)(1+22%) = (L +x + 2251 + (1 + x + 22°)2x>
= (1 +=z+22°%) + (22% + 22°)
:l+w+2w3.

Em certos casos, é possivel atribuir significado a “somas” do tipo Y Sy,
em que cada s, é uma série de poténcias. Se s, designa o coeficiente k da
série s, o significado mais simples a atribuir & igualdade t = )" ° s, é

o o
t:an@tk:ZSnk, para todo o k € Ny.

Utilizaremos esta definicdo sempre que a sucessao s, for eventualmente zero
para qualquer k > 0, interpretando a “soma” infinita a direita como a soma
(finita) dos seus termos diferentes de zero. Escreveremos em particular

o
s= E Spx”,
n=0

para qualquer série de poténcias s.

Definicao 3.3.8. Se p # 0 é um polinémio, o GRAU de p é o inteiro degp
definido por
degp = max{n € Ny : p,, # 0}.

Se p = 0, entao convencionamos que degp = —oo.

Exemplo 3.3.9.

Claramente, degx™ = n, para qualquer n > 0.

O exemplo de produto de polinémios em Z4[x] que vimos acima mostra
que nem sempre o grau do produto de dois polinémios é a soma dos graus
dos polinémios factores. O proximo teorema esclarece completamente as
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propriedades do grau, face a soma e ao produto de polinémios. Para evi-
tar frequentes excepgoes envolvendo o polinémio nulo, convencionamos que
degp + deg g = —o0, sempre que p =0 ou g = 0.

Proposicao 3.3.10. Sejam p,q € Alx]. temos entdo:

(i) deg(p + q) < max{degp,degq}, e deg(pq) < degp + deggq;

(ii) se A é um dominio integral, deg(pq) = degp + degq, e Alx] é um
dominio integral.

A demonstracao deste teorema fica como exercicio. Note-se que, de
acordo com (ii), quando A é um dominio integral, podemos formar o corpo
das fracgoes de A[x] (i.e., Frac(A[z]) na notacdo da seccao anterior). Um
momento de reflexdo mostra que este corpo é o analogo formal e abstracto
do corpo das FUNCOES RACIONAIS da Algebra elementar.

Definicao 3.3.11. Se A é um dominio integral, A(x) designa o0 CORPO DE
FRACGOES de A[x].

Exemplo 3.3.12.

Se A =7, entao Z(x) € o corpo das fracgdes cujos numeradores e denomina-
dores sdo polinémios com coeficientes inteiros. Neste corpo, temos

2
xzt—1
=z -1
z+1
No entanto, as fungbes f(z) = “;2;11 e g(x) = & — 1 ndo sdo iguais, porque

tem dominios distintos.

Sendo ¢ : A — B um homomorfismo de anéis, é facil verificar que a
fungao @ : Alx] — B[z] dada por

N N
¢ (anmn> = Z ¢(pn)mn
n=0 n=0

é igualmente um homomorfismo de anéis. Frequentemente, se p € Alz],
entdo designamos o polinémio ¢ = ®(p) por p?(x). Em certos casos (por
exemplo, se A C B é um subanel e ¢ : A — B é a inclusao), utilizamos a
mesma letra para designar estes dois polindémios, sendo claro do contexto
a que anel pertencem os coeficientes do polinémio. O exemplo seguinte
mostra que este é um “abuso” razodvel (mesmo natural) de notagao ao qual
ja estamos habituados!

Exemplo 3.3.13.
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Seja p =1+ 2z + 3x2 € Z[x] um polindmio com coeficientes inteiros. Claro
que Z C Q, e podemos considerar a inclusao candnica v : Z — Q = Frac(Z).
Temos obviamente p*(z) = 14+2x+3x? € Q[z]. Na realidade, os simbolos “1”,
27 e ‘37 nesta segunda expressao designam niumeros racionais e nNao NUMeros

7

inteiros, mas esse € um abuso de motacao aceitdvel, tal como discutimos a

propdsito dos corpos de fracgoes: a fracgao < designa-se por x. E pois natural

representar este novo polindmio pela mesma letra do original.

Finalmente, observe-se que, se ¢ : A — B é um monomorfismo de anéis
e p € A[z], entdo p e p®(x) possuem o mesmo grau.

Exercicios.
1. Para m = 2, 3 e 6, calcule em Z,,[x] o produto
(L+x +22%)(2 + 3 + 22°).
2. Demonstre o Teorema B30
3. Mostre que o ideal (2, z) em Z[x] néo é principal.
4. Demonstre a Proposicao B3 10
5. Quais s@o os elementos de A[x]*, quando A é um dominio integral?

6. Suponha que A é um dominio integral, e mostre que as caracteristicas de
Alz] e A sao iguais.

7. Os polinémios em mais de uma varidvel podem ser definidos de diversas
maneiras. Para o caso de 2 varidveis, podemos considerar:

(i) O anel A[x], e os polindémios com coeficientes em Afx] que denotamos
por Alz][y] (designamos neste caso a nova indeterminada por y);

(ii) As funcgoes s : Ng x Ny — A, definindo de forma apropriada as operagoes
de soma e produto de convolucao, e as indeterminadas « e y, de modo a
obter um anel que denotamos por Az, y].

Estas duas formas de encarar polindmios a vérias varidveis sao ambas uteis.
Os exercicios seguintes mostram que sao equivalentes.
(a) Descreva completamente a definigdo sugerida em (ii).

(b) Prove que as duas definigbes indicadas sao equivalentes, i.e., conduzem a
anéis isomorfos.

(c) Como se devem generalizar estas definigdes para polinémios nas varidveis
Ti,...,T,7

(d) Como se devem generalizar estas defini¢oes para polinémios nas varidveis
Ty, com « € 1, onde I pode ser um conjunto infinito?
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8. Mostre que as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(a) A é um dominio integral;
(b

(c
(d) para quaisquer p,q € Alx], deg(pq) = degp + degq.

[x] é um dominio integral;

[[x]] é um dominio integral;

)
) A
) A
)

9. Mostre que existem anéis com caracteristica p (primo) que ndo sao corpos,
e corpos com caracteristica p que sdo infinitos (tanto numerdveis como nao-
numeraveis).

10. Se p € A[x] é o polinémio p = ZZ«LV:O prx™, a sua DERIVADA (FORMAL) p’
é o polinémio
# =3 g,
n=1
E sempre verdade que p’ = 0 implica que p é constante?

11. Use o exercicio anterior e o homomorfismo ¢ : Z — Z,, dado por ¢(n) =n
para provar a seguinte generalizacao do Lema de Euclides: se p € N é primo,
a,b € Z[x] e plab, entdo pla ou p|b.

12. Seja D um dominio integral, e K = Frac(D). Prove que D(x) é isomorfo a
K(x).

13. Defina um anel com suporte nas séries de poténcias da forma > -, s,z",
onde k € Z é arbitraridd. Mostre que, se os coeficientes pertencem a um corpo
K, entao o anel assim definido é um corpo isomorfo a Frac(K[[z]]).

14. Prove que em K[[x]] temos
1 o0
_ n
= > an.
n=0
(Note o abuso de notagao que o exercicio anterior possibilita!)

15. Determine as séries de poténcias inversas de (a — ) e de (a — x)(b — ) em

16. Mostre que em Zso[[z]], temos

1 - 2n
TA—z02 Z -
(1 w) n=0

SEstas séries sdo conhecidas pelo nome de SERIES DE LAURENT, sendo pois este anel
designado por anel das séries de Laurent com coeficientes em A. O caso em que A = C
desempenha um papel crucial na Andlise Complexa e na Geometria Algébrica.
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17. E possivel resolver problemas como o da sucessao de Fibonacci da Secgao
através de célculos com séries formais de poténcias. Recordando que esta
é definida recursivamente pela equacgao

Ap+2 = Gpy1 + Ap, (TL > 0)7

comecgamos por observar a sua equivaléncia com

o0 [eS) [eS)
§ : n § : n § : n

Ap42L " = Ap4+1T + an -,
n=0 n=0 n=0

€ com

o0 oo

oo
Ungox™ 2 =a E A1z 4 22 anz".
0 n=0 0

n= n=

Como, se s = Y7

n=

0 @n™, entao

o
E an+2w”+2 =8 —ap—aix,
n=0

o0

n+1 __
anp12" T =5 — ao,
0

n=

concluimos que a relagao de recorréncia é equivalente a
s—ag— a1z = (s — ag) + x*s.
Resolvendo em ordem a s, obtemos:

—ap + (ag — a1)x
r2+x—1

Sendo a e 3 as raizes de x? + & — 1, podemos decompor a fraccio racional
anterior na forma

—ag + (ag — a1)x A B

r2+x—1 _a—m+ﬁ—w’

e usar o resultado do exercicio acima para calcular explicitamente os coefici-
entes de s, que sao os termos da sucessao de Fibonacci.

Verifique todas estas afirmacgoes, e calcule os coeficientes da sucessao de Fibo-
nacci.

3.4 Funcoes Polinomiais

Observamos na secgao anterior que nao é de todo conveniente definir os
polinémios com coeficientes em A como fungdes de determinado tipo, com
dominio e valores em A. Apesar disso, nada nos impede de definir funcoes
de A em A a partir de polinémios em A[x].
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Defini¢ao 3.4.1. Se p = Eﬁfzo prx™ é um polinémio em Alz], a fungao
p* : A — A definida por p*(a) = Zg:o pna™ diz-se FUNCAO POLINOMIAL
ASSOCIADA a p.

Exemplo 3.4.2.

Seja A=17y, ep=1+x+a? (ﬁ) A fungdo polinomial associada ao polinomio
p ép* : Ly — Zy dada por p*(a) = 1+ a + a?, para qualquer a € Zy. Neste
caso, temos p*(0) = p*(1) = 1, e portanto p* é uma funcdo constante, apesar
de p nao ser um polindmio constante. Em particular, se ¢ = 1, temos p # q
ep"=q".

Sendo A um anel e designando por A4 o conjunto das funcées f : A — A,
observamos no Capitulo [ que A4 é um anel, com as operacoes usuais de
soma e produto de fungées. A fungao que associa a cada polinémio p € A[x]
a respectiva funcao p* : A — A é uma funcao ¥ : A[x] — A4 e temos

Proposicao 3.4.3. U : A[x] — A4 ¢ um homomorfismo.

Demonstragao. Sejam p,q € A[x], onde podemos sempre escrever (tomando
se necessario coeficientes nulos adicionais) p = Zﬁfzo prxteq = Zﬁfzo qnx”.

Supondo que a € A, temos a provar as seguintes igualdades:

(p+q)*(a) =p*(a) +q*(a), e
(pq)*(a) = p*(a)q*(a).

A primeira destas igualdades foi provada no Capitulo Plem termos um pouco
mais gerais. A segunda pode ser demonstrada sem grandes dificuldades por
indugao em N. O

Exemplos 3.4.4.

1. Dado um polinémio p € Alz], a fungdo p* associada estd definida nao sé no
anel A como em qualquer extensao de A. Por exemplo, sendo p = 1+ 2x +
3x? € Zlz], a funcio polinomial associada é em principio p* : Z — Z, dada
naturalmente por p*(n) = 1 + 2n + 3n2, para qualquer n € Z. No entanto,
como Z C Q podemos também considerar q* : Q — Q, dada igualmente por
q*(r) =1+ 2r + 312, para qualquer r € Q.

De um modo geral, se o anel B é uma extensao do anel A (no sentido em que
existe um homomorfismo injectivo ¢ : A — B, donde ¢(A) é um subanel de B
isomorfo a A), ep = Zﬁ;o prx™ € um polindmio em Alx], entdo p determina
uma fungao polinomial q* : B — B, nomeadamente q*(b) = 27]:/:0 O (pp)b™.
E claro que, na notacdo da seccio anterior, temos q* = (p®)*. Tal como
observamos em relagdo a forma candnica de p*, € uma mera questao de bom

"Daqui em diante, ndo distinguimos entre o inteiro n e a classe n, sendo claro do
contexto se nos referimos a um inteiro (elemento de Z) ou a uma classe de equivaléncia
nalgum Z,,.
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senso saber se utilizamos uma letra diferente para g* e se € necessdrio escrever
explicitamente os coeficientes na forma ¢(pn), ou se € mais razodvel usar o
mesmo simbolo para p, e ¢(py,).

2. Continuando o exemplo anterior, recordamos que Mo(Z) € o anel das matri-
zes 2 X 2 com entradas inteiras, e que o conjunto das matrizes da forma nl
(onde I € a matriz identidade e n € Z) é isomorfo a Z. O monomorfismo
¢ : Z — My(Z) é dado por ¢(n) = nl, e portanto (p®)* : Mo(Z) — Mo(Z)
¢ dada por (p®)*(C) = ¢(1) + ¢(2)C + ¢(3)C?, onde C designa agora uma
qualquer matriz em My(Z). E claro que a expressio ¢(1) + ¢(2)C + ¢(3)C2 se
pode simplificar neste caso para I +2C +3C?, expressio em tudo igual & usada
no exemplo 1, com excepc¢ao da pequena “subtileza” de substituir o simbolo “1”
pelo simbolo “I”, este ultimo representando evidentemente a matriz identidade.

No primeiro exemplo, a identificacdo do anel Z com a sua imagem em Q
¢é aceitavel e recomendavel. No segundo exemplo nao é necessario substituir
os coeficientes de grau > 0 (porque o produto de uma matriz pelo inteiro n
é igual ao produto da mesma matriz por nl), mas é indispensavel substituir
o coeficiente com grau zero, porque a soma de uma matriz com um inteiro
n nao estd definida, e portanto nao deve ser usada para representar a soma
da mesma matriz com a matriz nl.

Por outro lado, podemos utilizar estas ideias para formalizar a nogao de
raiz de um polinémio:

Definicao 3.4.5. Seja p € Alx] e B uma extensao de A. Dizemos que
b € B é uma RAIZ de p se p*(b) = 0.

Quando escrevemos a expressao p*(a), estamos habituados a considerar
p* como fixo e a como varidvel (a “varidvel independente” da funcao p*).
No entanto, é possivel considerar ao mesmo tempo p* e a como varidveis
independentes. Supondo que A é mais uma vez um qualquer anel abeliano
com identidade e B uma sua extensao, introduzimos a seguinte definicao
(sem esquecer as observagoes acima a propdsito da identificacdo entre um
anel e uma sua imagem isomorfa):

Definicao 3.4.6. A funcao Val : Alx]x B — B é dada por Val(p,b) = p*(b).
Val(p, b) diz-se o VALOR do polinémio p no ponto b.

A fungao Val tem duas varidveis independentes (o polinémio p e o ponto
b). Se fixarmos o polinémio p, Val reduz-se a funcao p* : B — B, associada
ao polinémio p, de que ji vimos varios exemplos. E também possivel fixar
o valor de b, para obter uma funcéo v : Alz] — B.

Exemplos 3.4.7.

1. Seja A =7, B =C eb = 1i. Temos portanto ¢ : Zlx] — C dada por
P(p) = p*(i), e para determinar a imagem de (Z[x]) recordamos que qualquer
polinémio p € Z[x] pode ser dividido por 1+ x2, com um resto de grau inferior
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a 2. Por outras palavras, p = (1+x?)q+(ap+aix), onde q € Z[x] e ag, a1 € Z.
Logo p* (i) = ag + a1i € um inteiro de Gauss.

2. Seja A=Q, B=R eb=+2. Neste caso, (p) = p*(v/2), e como p =
(2—22)q+ (ap+aix), onde q € Q[x] e ag, a1 € Q, temos p*(V/2) = ap+a1V/?2,
e concluimos que ¥(Q[x]) € o conjunto dos mimeros reais da forma ag+ ayv/2
com ag, a1 € Q.

3. O anel Alx] é sempre uma extensdo de A, e por isso supomos agora A ar-
bitrdrio, B = Alx] e b= x. E dbvio que (p) = p*(x) = p, ie., ¥ : Alx] —
Alz] € a identidade. Por este motivo, podemos designar o polindmio p pelo
stmbolo p*(x), usualmente simplificado para p(x).

Por analogia com o ltimo exemplo, sempre que B é uma extensao de
A, be B,et: Alx] — B é dada por ¥(p) = p*(b), designamos o conjunto
Y(A[z]) pelo simbolo A[b]. E esta a razdo pela qual introduzimos o simbolo
Z[i] quando primeiro referimos os inteiros de Gauss. No caso do segundo
dos Exemplos BZL1, temos

@[\/5] = {p*(\/i) :p€Q} ={ag+ al\/§ tag,a1 € Q}.

Os exemplos anteriores sugerem que A[b] é sempre um subanel de B. E
iSs0 que provamos a seguir.

Proposigao 3.4.8. Fizado b € B, e definindo ¢ : Alx] — B por (p) =
p*(b), ¥ é um homomorfismo de anéis, donde A[b] é um subanel de B.

Demonstragao. Procedemos como na demonstragao da Proposicao B.43l U

Por analogia com a Definigao BTl sempre que A[b] é um dominio
integral designamos o seu corpo de fracgoes por A(b).

Note-se que A[b] contém necessariamente os valores de todos os po-
linémios constantes, que formam um subanel de A[b] isomorfo a A. Por-
tanto, A[b] é sempre uma extensio de A. (O anel dos inteiros de Gauss
contém um subanel isomorfo a Z, Q(1/2) contém um subanel isomorfo a Q,
etc.). Por outro lado, nos Exemplos BT, 1 é injectiva apenas no ultimo,
e portanto s6 no tltimo caso é que A[p] é isomorfo a Az]. E claro que ¢ é
injectiva se e s6 se o seu nicleo N (7)) se reduz ao polinémio zero, e que o
nucleo de v, dado por

N() =A{p € Alz] : p*(b) = 0},

¢é simplesmente o conjunto dos polinémios com coeficientes em A que tém b
como uma das suas raizes. Concluimos que v é injectiva se e sé se b nao é
raiz de nenhum polinémio nao-nulo com coeficientes em A.

Definicao 3.4.9. Seja B uma extensdo de A, e b € B. Dizemos que b é
ALGEBRICO sobre A se existe algum polinémio nao-nulo p € Alz] tal que
p*(b) = 0. Caso contrario, b diz-se TRANSCENDENTE sobre A.
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Exemplo 3.4.10.

Como vimos acima, i € algébrico sobre Z, e /2 € algébrico sobre Q (como
alids sobre Z.). O polindmio x € sempre transcendente sobre A.

Em geral, se B é uma qualquer extensido de A, entdo B pode conter ele-
mentos algébricos e elementos transcendentes sobre A, ou apenas elementos
algébricos sobre A. Distinguimos estas possibilidades como se segue:

Definicao 3.4.11. B diz-se uma EXTENSAO ALGEBRICA de A se todos os
seus elementos sdo algébricos sobre A. Caso contrario, B diz-se uma EX-
TENSAO TRANSCENDENTE de A.

Exemplos 3.4.12.

1. O anel dos inteiros de Gauss € uma extensao algébrica de Z. Para o ve-
rificar, notamos apenas que o inteiro de Gauss m + ni € raiz do polinomio
com coeficientes inteiros (x —m)? +n? = x? — 2max +m? + n?, que € sempre
nao-nulo.

2. (@[\/ﬁ] ¢ uma extensio algébrica de Q, porque a + b\/2 € raiz do polindmio
com coeficientes racionais (x — a)? — 2b%, mais uma vez ndo-nulo.

3. Q ¢ uma extensao algébrica de Z, porque ™ € raiz de nx —m € Zlx].
4. C é uma extensio algébrica de R, porque a+bi € raiz de (x —a)?+b* € Rlz].
5. Alz] é uma extensdo transcendente de A.

6. Provaremos adiante que R € uma extensao transcendente de Q.

O préximo resultado diz essencialmente que A[x] é a menor extensao
transcendente de A. A sua demonstracao fica como exercicio.

Teorema 3.4.13. Qualquer extensdo transcendente de A contém um suba-
nel isomorfo a Alx].

Exercicios.
1. Conclua a demonstracao da Proposigao

2. Suponha que /n ¢ irracional, e mostre que Q[/n] é uma extensao algébrica
de @, um subcorpo de R, e um espago vectorial de dimensao 2 sobre (@.

3. Demonstre o Teorema B.4T3

4. Suponha que A C B s@o dominios integrais e b € B. Mostre que:

80s corpos da forma Q[/a] onde a nio é um quadrado perfeito, os chamados CORPOS
QUADRATICOS, desempenham um papel importante na Teoria dos Nimeros.
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(a) A[b] é o menor dominio integral que contém A e b.

(b) A(b) é o menor corpo que contém A e b.

5. Sendo K um corpo, considere N pontos (ag,bx) em K x K com a; # a; para
i # j. Prove que:

(a) Existe um polinémio p; € K[x] tal que

1, se j =1,
pi(a;) =
0, se j # i.
N
(SUGESTAO: Modifique o polinémio q; = W)

(b) Existe um polinémio p(x) € K[z] de grau < n — 1 tal que p(ax) = bi.

A férmula que define p chama-se a formula de interpolacao de Lagrange.

6. Prove que, se K é um corpo finito, entdo qualquer funcdo de K em K é
polinomial.

7. Seja K um subcorpo do corpo L, e suponha que L é um espacgo vectorial de

dimensao finita sobre K. Mostre que L é uma extensao algébrica de K.

(SUGESTAO: se a dimensdo de L sobre K é n e a € L, as poténcias a* com

0 < k < n nao podem ser linearmente independentes.)

3.5 Divisao de Polinomios

Nesta sec¢ao e na préxima estudamos em pormenor o anel dos polindmios
Alz]. Na base deste estudo estd o algoritmo usual para a divisao de po-
linémios. Necessitamos pois de encontrar condigoes sobre o anel A para que
este algoritmo seja aplicavel. Em muitos casos, os resultados que obtemos
sao analogos a resultados que provamos no Capitulo ] para os inteiros.

De acordo com o que vimos no Exemplo B4 3, passamos a adoptar a
seguinte convengao: o polinémio p é representado pelo simbolo p(x), e o
valor do polinémio p no ponto a é representado por p(a), em vez de p*(a).

Definigao 3.5.1. O polinémio p(x) € A[z] diz-se MONICO se p, = 1, onde
degp(x) =n e 1 é a identidade do anel A.

Exemplo 3.5.2.

O polinémio 5 + 3x + 2x2 + x* € Z[x] é mdnico.

Nao provaremos resultados sobre divisibilidade para polinémios com coe-
ficientes num anel com divisores de zero. Por este motivo, supomos nesta
seccao que A = D é um dominio integral. Segue-se portanto da Proposicao
B3I0(b) que D[] é igualmente um dominio integral.
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Teorema 3.5.3 (Algoritmo de Divisao). Se p(x),d(x) € D[x] e d(x) ¢
mdnico, existem polinomios unicos q(x) e r(x), com degr(x) < degd(x),
tais que p(x) = q(x)d(x) + r(x).

Tal como no caso dos inteiros, os polinémios ¢(x) e r(x) dizem-se res-
pectivamente QUOCIENTE e RESTO da divisao de p(x) por d(x). O caso em
que r(x) = 0 corresponde, claro estd, ao caso em que d(x) é divisor (ou
factor) de p(x). Recordemos que neste caso escrevemos d(x)|p(x).

Demonstracdo do Teorema [T25.3. Mostramos separadamente a existéncia e
unicidade da divisao.

Ezisténcia: Tomamos R = {p(x) —a(x)d(zx) : a(x) € D[x]}. Temos dois
casos, dependendo se 0 pertence ou nao a R:

(a) Se 0 € R, i.e., se existe ag(x) € Dx] tal que p(x) — ap(x)d(x) = 0,
entdo tomamos ¢(x) = ap(x) e r(x) = 0;

(b) Se 0 € D[x], o conjunto G = {deg(p(x) — a(x)d(x)) : a(x) € Dz},
formado pelos graus dos polinémios em R, é um subconjunto de Ny, e
tem consequentemente um minimo m. Existe portanto um polinémio
ap(x) tal que deg(p(x) — ap(x)d(x)) = m. Tomamos q(x) = ap(x) e
r(x) = p(x) — q(x)d(x).

No caso (a), é evidente que p(x) = q(x)d(x) + r(x) e degr(x) < degd(x).
No caso (b), notamos que degr(x) = m, e degr(x) < deg(p(x) — a(x)d(x)),
para qualquer a(z) € D[z]. Dado que temos p(z) = ¢(x)d(x) + r(x),
resta-nos provar que m = degr(x) < degd(x), o que fazemos por redugao
ao absurdo. Sendo n = degd(x) < m e k = m — n, tomamos r'(x) =
r(x) —rmx¥d(x). Deve ser claro que r'(x) = p(x) — (¢(x) +rmx®)d(x) € R.
Por outro lado, como d(x) é ménico, temos que degr’(x) < m = degr(x),
o que é impossivel. Concluimos que m < n, ou seja, degr(x) < degd(x).
Unicidade: Se p(x) = q(x)d(x) + r(x) = ¢'(z)d(x) + r'(x), temos que

(a(x) — d'(x)) d(z) = r'(x) — r(z),

e concluimos que, quando ¢(x) # ¢'(x), entao deg (r'(x) — r(x)) > degd(x).
Se supusermos que tanto deg r(x) como deg r’(x) sdo menores do que deg d(x),
temos

deg (r'(z) — r(x)) < max{degr'(x),degr(x)} < degd(x),

e portanto o caso ¢(x) # ¢'(x) é impossivel, donde g(x) = ¢'(x) e também
r(x) =1r'(x). O

O argumento de existéncia pode ser esquematizado da seguinte forma.
Para um polinémio p(z) = a,x" + a,_ 12" ' + -+ + a9 € Klz] de grau
n designamos por p*°P(x) = a,z" o termo de grau maximo. Entao para
dividir o polinémio p(x) por um polinémio d(x) procede-se por iteragao:
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e Comecando com g(x) =0 e r(x) = p, substituimos em cada passo

(@) = @)+ T r(e) - @) - T (e,

A iteracao termina quando degr(x) < degd(x).
Exemplo 3.5.4.

Seja D = Zs. A divisdo de p(z) = z*+2x3+ 322 +x+4 por d(x) = 2 +x+1
resulta no quociente q(x) = x> + x + 1, com resto r(x) = 4z + 3.

Supondo a € D, o polinémio d(x) = (x — a) é ménico, e de grau 1.
Qualquer polinémio p(x) € D[x| pode ser dividido por (x — a), e de acordo
com o teorema anterior o resto dessa divisao é um polinémio constante.
O préximo corolario, cuja demonstracdo fica como exercicio, resume-se a
observar que esse resto (identificado com o correspondente elemento de D)
é o valor de p(x) em a.

Corolério 3.5.5 (Teorema do Resto). Se p(x) € D[x] e a € D, o resto
da divisao de p(x) por (x — a) € o polindmio constante r(x) = p(a). Em
particular, (x — a)|p(x) se e sd se a € raiz de p(x).

Exemplos 3.5.6.

1. Considere-se o polindmio p(x) = x* + 223 + 3x> +  + 2 em Zs[x]. Como
p(1) = 4, seque-se que o resto da divisio de x=* + 2x* + 3x* + = + 2 por
(x—1)=(x+4) ér(x) =4.

2. Supondo agora que p(x) = x* + 223 + 3x? + x + 2 é um polinémio com
coeficientes em Zs, temos p(1) =0, e neste caso (x —1) = (x +2) € um factor
de x* + 222 + 322 + = + 2.

Outra das consequéncias do Algoritmo de Divisao (ou mais directamente
do Corolario B0l é o resultado cldssico sobre o niimero méximo de raizes
de um polinémio nao-nulo.

Proposigao 3.5.7. Se p(x) € D]z] e degp(x) =n > 0, entdo p(x) tem no
mdzimo n raizes em D.

Demonstrag¢ao. Argumentamos por inducdo no grau do polinémio p(x).

Se n = 0, o polinémio p(x) é constante e nao-nulo. E portanto ébvio
que nao tem raizes.

Supondo a afirmacao véalida para um inteiro n > 0, suponha-se que
degp(x) =n+1, e que a é raiz de p(x) (se p(x) ndo tem raizes, nada temos
a provar!). De acordo com o teorema do resto, p(x) = g(x)(x — a), onde é
claro que deg q(x) = n. Podemos portanto concluir, da hipdtese de indugao,
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que ¢(x) tem no méaximo n raizes. Por outro lado, se b € D é distinto de a,
temos p(b) = q(b)(b—a), e como D é um dominio integral, s6 é possivel que
p(b) = 0 quando ¢(b) = 0. Por outras palavras, as restantes raizes de p(x)
s@o necessariamente raizes de g(x), e por isso p(x) tem no maximo n + 1
raizes. ]

Se D é um dominio integral, os inicos polindmios p(x) € D[x| invertiveis
s@o os polindémios constantes p(x) = a, com a € D invertivel. Estes po-
linémios podem ser sempre utilizados para obter factorizacoes triviais, ou
6bvias, de qualquer outro polinémio p(x), porque se a(x)b(x) = 1 entdo
naturalmente p(x) = a(x)b(x)p(x). Por esta razao, se q(x)|p(x), é comum
dizer que g(x) é um FACTOR PROPRIO de p(x) se e s6 se p(x) = a(x)q(x),
onde nem a(x) nem ¢(x) sao invertiveis. Nesta terminologia, uma factori-
zacdo é NAO-TRIVIAL se e sO se inclui pelo menos um factor préprio. Nos
termos da préoxima definicao, que deve ser cuidadosamente comparada com
a definicdo de numeros primos apresentada no Capitulo Bl os polindmios
irredutiveis sao aqueles que nao sao invertiveis, e tém apenas factorizacoes
triviais, ou seja, sao os polindmios nao invertiveis que nao tém factores
proprios. Repare-se ainda que a restricao a polinémios nao invertiveis é em
tudo andloga a exclusao do natural 1 do conjunto dos nimeros primos.

Definigao 3.5.8. Um polindmio p(x) € D[x] diz-se IRREDUTIVEL EM D[]
quando nao tem factores préprios (em D|x]), e nao é invertivel (em Dlx]).
Em particular, se p(x) é irredutivel em D[z] e q1(x), ¢2(x) € D[x]

p(x) =q(x)e(x) =  q(x) ou ¢a(x) é invertivel em D[x].
Caso contrério, p(x) diz-se REDUTIVEL EM D|z].
Exemplos 3.5.9.

1. p(x) = — a € irredutivel, qualquer que seja o dominio D em questdo.

2. Se D =7, p(x) = 2x — 3 € irredutivel (verifique!), mas q(x) = 2x + 6 €
redutivel, porque 2 + 6 = 2(x + 3), e 2 e  + 3 ndo sdo invertiveis em Z[x].

3. Sedegp(x) > 2 ep(x) tem pelo menos uma raiz em D, seque-se, do Teorema
do Resto, que p(x) € necessariamente redutivel em D[x].

4. Se p(x) é mdnico e tem grau 2 ou 3, entdo p(x) € redutivel em D[x] se e sé
se tem pelo menos uma raiz em D (porqué?).

5. E possivel que p(x) nao tenha raizes em D, e seja redutivel em D[x]. E o
caso de ®* +2x% + 1, que € redutivel em Z[x], porque = +2x*+1 = (x> +1)?,
e que claramente nao tem raizes em 7.

6. Deve ser conhecido da fflgebm elementar que o0s unicos polindmios irre-
dutiveis em R sao os polindmios de grau 1 e os polindmios quadrdticos p(x) =
axz? 4 bx + ¢, com DISCRIMINANTE A = b? — 4ac negativo. Veremos adiante
que este facto € uma consequéncia do Teorema Fundamental da Algebra.
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7. A irredutibilidade de um polindmio depende fortemente do dominio D con-
siderado. Todos sabemos que o polinémio x> + 1 é irredutivel em R[x|, mas
redutivel em Clx] D R[z]. Por outro lado, o polindmio p(x) = 2x+6 € redutivel
em Zlz], mas irredutivel em Q[x] D Z[x].

E possivel em certos casos descrever todos os polinémios irredutiveis em
DJz], como ocorre no Exemplo 6 acima. Noutros casos, é praticamente im-
possivel fazé-lo, e os préximos resultados sugerem a complexidade presente
nos anéis Zz] e Qz]. Dado p(x) € Z[x|, p(x) = ap + a1 + - -+ + apx”,
dizemos que ¢(p) = mdc(ag,ai,...,a,) 6 0 CONTEUDO de p(x). Dizemos
ainda que p(x) é PRIMITIVO se os seus coeficientes sao primos entre si,
i.e., se c(p) = 1. E claro que p(x) é primitivo se e s se nao tem factorizacoes

do tipo p(x) = kq(x), k € Z, k # £1, que sao triviais em Q[x].

Lema 3.5.10. Se p(z) € Z[x|, e p(x) = a(x)b(x) com a(x),b(x) € Q[z],
entdo existem polindmios o' (x),b' (x) € Z|x], e k € Q, tais que

p(x) = d' ()b (x), a(x) = kd' (), e b(x) = k=¥ ().

Demonstragio. E evidente que existem inteiros n, m tais que a(z) = na(x) €
Zlx] e b(x) = mb(x) € Z[x], e temos nmp(x) = a(x)b(x). Sendo ¢ um qual-
quer factor primo de nm, recordamos a generalizacao do Lema de Euclides
dada no Exercicio [l da Seccio B3): gla(x)b(x) = gla(x) ou ¢|b(x).
Podemos assim dividir a igualdade nmp(z) = a(x)b(x) por g, obtendo
ainda do lado direito dois polinémios em Z[z]. Repetindo esta operacao
para todos os factores primos de nm, obtemos uma igualdade da forma
p(x) = d'(x)V (x), onde o/ (x),V (x) € Z[x], a(x) = sa’(x) e b(x) = V' (x),
S

com s,t € Z. Concluimos que a(z) = >a'(x), b(x) = %b’(m), e %% =1. O

Lema 3.5.11 (Gauss). Se p(xz) € Zlx] nao € constante, entio p(x) €
irredutivel em Z[x] se e sd se é € primitivo em Zlx] e irredutivel em Q[x].

Demonstrag¢ao. Supomos primeiro que p(x) é redutivel e primitivo em Z[x],
e mostramos que p(x) é redutivel em Q[z]|. Neste caso p(x) = a(x)b(x),
com a(x),b(x) € Z[x]. Notamos que se algum dos polindmios a(x) ou b(x) é
constante entao é invertivel, i.e., é £1, porque p(x) é primitivo. Concluimos
que a(x) e b(x) nao sao constantes, portanto nao sao invertiveis em Q|x],
e a factorizagdo p(x) = a(x)b(x) ndo é trivial em Q[x], ou seja, p(x) é
igualmente redutivel em Q|x].

Se p(zx) nao é primitivo é evidente que é redutivel em Z[z]. Resta-nos
por isso provar que se p(x) é redutivel em Q[x] entdo é também redutivel
em Z[x]. Neste caso p(x) = a(x)b(x), onde a(x),b(x) € Qx| ndo sdio
constantes. De acordo com o lema (B5I0), existem polinémios a’(x), b/ (x) €
Z[x] tais que p(x) = o' (x)b'(x), e a’(x),b (x) ndo sao constantes. Portanto
p(x) é redutivel em Z[x]. O
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O préximo teorema e o lema anterior permitem-nos obter facilmente
exemplos de polindmios irredutiveis em Z[x| e Q[z].

Teorema 3.5.12 (Critério de Eisenstein). Seja a(x) = ao+ax+---+
anx™ € Z[x] um polinémio de grau n. Se existe um primo p € Z tal que
ap =0 (mod p) para 0 < k < n, a, 0 (mod p) e ag Z 0 (mod p?) entdo
a(x) € irredutivel em Q[x].

Demonstragao. Supomos que temos em Qlz]
a(x) = b(z)c(x) = (bo +bix+...)(co+arz+...).

De acordo com o lema (B5I0), podemos supor sem perda de generalidade
que b(x),c(x) € Z[x]. Se by = ¢p = 0 (mod p), é claro que ag = bycy = 0
(mod p?), contradizendo a hipétese ag # 0 (mod p?). Supomos portanto
(ainda sem perda de generalidade) que ¢y Z 0 (mod p).

E evidente que se p|b(x) entao pla(x), o que é impossivel, porque a,, Z 0
(mod p). Concluimos que o conjunto {k > 0: by Z 0 (mod p)} nao é vazio,
e designamos por m o seu minimo.

Finalmente, notamos que

am = Z bicm—i = meO 5—'& 0 (IIlOd p),
=0

donde m = n, ja que a, é o Unico coeficiente de a(x) nao divisivel por p.
Assim, degb(x) > dega(x), e como a(x) = b(x)c(x), temos degb(x) =
dega(x), e c(x) é constante. Logo a(x) é irredutivel em Q[x]. O

Exemplos 3.5.13.
1. Sep € Z é primo, q(x) = x™ — p € irredutivel em Zlxz] e em Q[x].

2. O Critério de Eisenstein ndo ¢ aplicdvel ao polinémio q(x) = x5 + x> + 1.
No entanto,

gz +1)=(x+1)°+(x+1)>+1
= a5 + 62 + 15x* + 2123 + 1822 + 9x + 3,

logo o polinémio q(x + 1) € irredutivel em Q[x]. Concluimos que q(x) € irre-
dutivel em Qlx].

Os exemplos e referéncias anteriores permitem-nos observar o seguinte:
e Em qualquer anel de polinémios, os polinémios & — a sao irredutiveis.

e Existem anéis de polinémios que contém polinémios irredutiveis de
grau arbitrariamente grande.
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e Existem anéis de polinémios que contém polinémios irredutiveis ape-
nas até determinado grau superior a 1. (Em R, os polinémios irre-
dutiveis tém grau 1 ou 2.)

Resta-nos verificar que existem efectivamente corpos onde os inicos po-
linémios irredutiveis sao da forma @ — a. Neste caso, e como veremos nos
exercicios, qualquer polinémio de grau > 1 tem necessariamente raizes, razao
pela qual introduzimos:

Definigao 3.5.14. O corpo K diz-se algebricamente fechado se e s6 se qual-
quer polinémio nao-constante p(x) € K[x] tem pelo menos uma raiz em K.

Nao demonstramos o préximo teorema, que naturalmente utilizaremos
apenas para exemplos e exercicios. O leitor podera encontrar a sua de-
monstragdo num texto de Andlise Complexa. Deixamos como exercicio a
determinacao dos polinémios irredutiveis em R utilizando este resultado.

Teorema 3.5.15 (Teorema Fundamental da Algebra). O corpo dos
complexos € algebricamente fechado, ou seja, qualquer polindmio complexo
ndo-constante tem pelo menos uma raiz complexa.

Exercicios.
1. Se p(x) € D[], p(x) # 0, e a € D é raiz de p(x), o maior natural m tal que

p(x) é miltiplo de (x — a)™ diz-se a MULTIPLICIDADE da raiz a. Prove que a
soma das multiplicidades das raizes de p(x) é < degp(x).

2. Mostre que p(x) € Alz] pode ter mais do que degp(x) rafzes, se A tem
divisores de zero.

3. Mostre que 22 + 1 é irredutivel em Zs[z].
4. Determine todos os polinémios p(x) € Zs[x] irredutiveis com degp(x) < 2.

5. Quantos polindmios irredutiveis de grau 5 existem em Zs[x]?
(SUGESTAO: conte os polinémios redutiveis e irredutiveis de graus < 5.)

6. Mostre que as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) O corpo K é algebricamente fechado.

(b) Qualquer polinémio em KJ[z] de grau > 1 é um produto de polinémios
do grau 1.

7. Suponha que o corpo K é algebricamente fechado, e mostre que, se p(x) €
K[x] e degp(x) =n > 1, entdao a soma das multiplicidades das raizes de p(x)
¢é exactamente n.

8. Suponha que p(z) € R[z| e prove o seguinte (a partir do Teorema Funda-
mental da Algebra):
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(a) Se ¢ € C é raiz de p(x), o complexo conjugado de ¢ é também raiz de
p().

(b) Se p(z) é irredutivel em R[z] e degp(x) > 1, entao p(x) = az? + bz + ¢
e b? — 4ac < 0.

9. Mostre que, se K é um corpo algebricamente fechado, e D é um dominio
integral e uma extensao algébrica de K, entao K = D.

10. Sendo p(x) = ap + a1@ + - - - + ana™ € Zx], e c(p) = mdc(ao, a1, ..., o),
mostre que:

(a) p(x) = c(p)g(x) onde g(x) é primitivo,
(b) Se p(x) e g(x) sdo primitivos entdo p(x)q(x) é primitivo.

3.6 Os Ideais de K|x]

Como vimos no Capitulo Bl a estrutura dos ideais de Z ¢é particularmente
simples, um facto que esta na base do Algoritmo de Euclides para o cédlculo
do méaximo divisor comum e menor multiplo comum de dois inteiros. Se
D é um dominio integral, a estrutura dos ideais de D[z] pode ser bastante
complexa (basta pensar nos ideais de Z[x]), e nao existem em geral andlogos
do Algoritmo de Euclides. No entanto, se D = K é um corpo, entdao a
estrutura dos ideais de K|[x] é simples de descrever.

Comegamos por referir que o Algoritmo da Divisdo apresentado em
BE3) pode ser reforcado como se segue, deixando a respectiva verificagao
como exercicio.

Teorema 3.6.1. Se p(x),d(x) € K[z| e d(x) # 0, existem polindmios
unicos q(x) e r(x), tais que p(x) = q(x)d(x) + r(x) e degr(x) < degd(x).

Este resultado, muito semelhante ao que provamos no Capitulo Bl para
os inteiros, pode ser facilmente explorado para estabelecer varias analogias
entre os anéis K[x] e Z, muito em especial a seguinte.

Teorema 3.6.2. Qualquer ideal em K[x| € principal.

Demonstragao. Supomos que I C K[x| é um ideal. Se I = {0}, entdo
I = (0) é um ideal principal. Podemos pois assumir que I # {0} e portanto
existe um polinémio nao-nulo p(x) € I.

Considere-se o conjunto N = {n € Ny : Ip(x) € I, n = degp(x)}. O
conjunto N é nao-vazio, e tem minimo. Seja m(x) € I tal que degm(x) =
min N, donde

(3.6.1) r@)eler(x)#0 = degm(x) < degr(x).

9Em particular, e de acordo com o Teorema Fundamental da Algebra, nao existe ne-
nhum corpo L que seja uma extensao algébrica de C, o que é a resposta completa ao
problema de Hamilton discutido no Capitulo [T
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Como m(x) € I, é 6bvio que (m(x)) C I. Por outro lado, se p(x) € I segue-
-se do algoritmo de divisao que p(x) = m(x)d(x) + r(x), onde degr(x) <
degm(x). Dado que I é um ideal, vemos que

e concluimos, de (BET]), que () = 0 (caso contrério terfamos degm(x) <
degr(zx), uma contradicao). Portanto, p(x) € (m(x)), e I = (m(x)). O

Recorde-se que no Capitulo B exploramos o correspondente resultado
para o anel dos inteiros, onde introduzimos o Algoritmo de Euclides para o
calculo do maximo divisor comum e do menor multiplo comum de quaisquer
dois inteiros. No que segue, seguimos de muito perto essas ideias, agora
aplicadas no anel K[z].

A demonstragao do seguinte resultado fica como exercicio.

Proposicao 3.6.3. Sejam I = (p(x)) e J = (q(x)) ideais em K|x]. Entdo:
(a) I CJ see soseq(x)p(x);
(b) I é maximo se e sd se p(x) € irredutivel;
(c) se I =J ep(x) eq(x) sao monicos ou nulos, entdo p(x) = q(x).

Se p(x),q(x) € K|z], entdao I = (p(x),q(x)) é um ideal em KJ[x|, dado
por I = {a(z)p(x) + b(x)q(x) : a(x),b(x) € K[x]}. Este ideal é principal,
de acordo com o Teorema Existe portanto um polinémio d(z) € K|x]
tal que (d(x)) = (p(x), q(x)), e é facil verificar que:

o d(z)|p(zx) e d(x)|q(z);
e existem polindmios a(x) e b(x) tais que d(x) = a(x)p(x) + b(x)q(x);
e se c(x)|p(x) e c(x)|q(x), entdo c(x)|d(x).

Por palavras, d(x) é um divisor comum de p(x) e q(x), e é mailtiplo de
qualquer outro divisor comum destes dois polinémios.

Analogamente, (p(z)) N (g(x)) é um ideal principal, logo existe m(x) €
K[z] tal que (m(x)) = (p(x)) N {g(x)). Temos neste caso que:

* p(x)|m(x) e q(z)|m(w);

e se p(x)|n(x) e g(x)|n(x), entdo m(x)|n(x).
Portanto, m(x) é maultiplo comum de p(x) e q(x), e é divisor de qualquer
outro polinémio que seja multiplo comum destes dois polinémios.

Como, de acordo com a Proposicao B63 (c), se p(x) e g(x) sao po-

linémios ménicos ou nulos e (p(x)) = (q(x)), entdo p(x) = ¢(x), podemos
introduzir
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Definicao 3.6.4. Sejam p(x),q(x) € K[x].

(i) Se (d(x)) = (p(x),q(x)) entdo d(x) diz-se MAXIMO DIVISOR COMUM
de p(x) e q(x), abreviadamente d(x) = mdc(p(x), q(x)), desde que
d(x) seja monico ou nulo.

(i) Se (m(x)) = (p(x)) N {q(x)) entao m(x) diz-se MINIMO MULTIPLO
coMuM de p(x) e g(x), abreviadamente m(x) = mmc(p(x),q(x)),
desde que m(x) seja ménico ou nulo.

Ainda, tal como para os inteiros, temos

p(x) =gq(@)a(z) +r(z) = (@) 9(2)) = (q(z),r(2)),

e o Algoritmo de Euclides mantém a sua validade. Ilustramo-lo com um
exemplo em Zs[x].

Exemplo 3.6.5.
Para calcular o mdrimo divisor comum de p(xz) = z* + x> + 2x2? + = + 1
e g(x) = 3 + 3x% + = + 3 em Zs[x], procedemos como se seque: Primeiro
dividimos p(x) por q(x), obtendo
et 423 22+ +1= (24322 + x4 3)(x + 3) + 22> + 2,
donde
(' + 2> +22° +z+1,2° + 32® + = + 3) = (z° + 3z? + = + 3,22% + 2).
De sequida, dividimos x> + 32 + x + 3 por 2x2 4 2, obtendo
x® + 32 + &+ 3= (22> +2)(3z +4).
Assim, vemos que
(x® +32? + x +3,22% + 2) = 22% +2) = (x® + 1).
Concluimos pois que

mde(x? + 2 +22* +x + 1,2 + 322 + =z +3) = z? + 1.

Exactamente como para os inteiros, podemos provar o seguinte resultado:
Lema 3.6.6. Se p(x),q(x) € K[x] sdo polindmios mdnicos, temos

mdc(p(z), ¢(z)) mme(p(z), g(x)) = p(z)q(z).

Exemplo 3.6.7.
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Vimos acima que o mdzimo divisor comum de p(x) = z* + x> + 22* + & + 1
e q(x) = 2>+ 3x% + x + 3 em Zs[x] é d(x) = x? + 1, donde concluimos que o
minimo mailtiplo comum destes polindmios é m(x) dado por

(' + 22 +22° +x + 1) (23 + 32% + = + 3)
2+ 1
=25 +da’ +22% + 4x + 3.

m(x) =

Exercicios.
1. Prove o teorema B.G.11
2. Prove a Proposicao

3. Sejam p(x),q(x) € Klz]. Mostre que I = (p(x),q(x)) = {a(x)p(x) +
b(x)g(x) : a(x),b(x) € K[x|}
4. Sejam p(x), ¢(x) € K[x]. Verifique que, se (d(x)) = (p(x), ¢(x)), entdo:
(a) Existem a(x),b(x) € K[z] tal que d(z) = a(x)p(x) + b(x)q(x).
(b) d(z)|p(z) e d(x)|q().
(c) Sec(x)|p(x) e c(x)|g(x), entdo c(x)|d(x), e portanto deg c(x) < degd(x).

5. Prove a seguinte generalizacao do Lema de Euclides: se p(x),q1(x), ¢2(x) €
K[x], p(x) é irredutivel e p(x)|q1 (x)g2(x), entdo p(x)|q1(x) ou p(x)|g2(x).

6. Se p(x),q(x) € K[z], prove que
p(x) =q(@)a(z) +r(x) = (p(x),q(x)) = (¢(x),r(z)).

7. Sendo d(zx) o maximo divisor comum de z*+x3+2x%2+x+1 e x3+3x2+x+3
em Zs[z], determine a(x) e b(x) em Zs[x] tais que

d(z) = a(x)(x* + 3 + 2x* + & + 1) + b(z) (x> + 32> + = + 3).

8. Sejam p(x), q(z) € Klx], d(z) = mde(p(x), ¢(z)) e m(x) = mme(p(z), ¢(2)).
(a) Mostre que, se p(x)|r(x) e g(x)|r(x), entdao p(x)q(x)|r(x)d(x).
(b) Prove que existe k € K tal que kd(x)m(x) = p(z)q(x).

9. Seja g(x) € K[x] ndo-nulo e nao invertivel. Prove o seguinte (recorde o
Teorema Fundamental da Aritmética):
(a) Existem polinémios irredutiveis p(x) tais que p(x)|g(x).
(b) Existem polinémios irredutiveis ménicos mq(x), ..., my(x) € K[z]eag €
. k
K tais que ¢(x) = ao [[,_; mi(x).

(¢) A decomposicao referida acima é tnica a menos da ordem dos factores.
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10. Prove que o ideal (x,y) em K[z, y] ndo é principal.

11. Suponha-se que o anel A é uma extensao do corpo K, e seja a € A algébrico
sobre K. Seja ainda J = {p(x) € K[z] : p(a) = 0}. Mostre que:

(a) J = (m(z)) é um ideal de K[| [.

(b) Se A nao tem divisores de zero, entao m(x) é irredutivel, e K|a] = K(a)
é um corpo.

(c¢) Se A nao tem divisores de zero, e B é o conjunto de todos os elementos de

A que sao algébricos sobre K, entdao B é um corpo e é a maior extensao
algébrica de K em A.

12. Mostre que Q[v/2] e Q[v/2] sdo extensoes algébricas de Q e subcorpos de R.
Quais sao as respectivas dimensoes como espacos vectoriais sobre Q7

13. Seja A o conjunto de todos os reais algébricos sobre Q. Mostre que:

(a) A é um corpo numerével.

(b) A, que é uma extensao algébrica de Q, é também um espaco vectorial de
dimensao infinita sobre Q.

3.7 Divisibilidade e Factorizacao Prima

O nosso estudo anterior do anel dos inteiros Z e do anel dos polinémios
K[x] mostrou que todo o elemento nao-nulo e nao invertivel nestes anéis
possui uma factorizagao essencialmente tnica num produto de elementos
irredutiveis ou primos. E natural averiguar se esta propriedade se pode
generalizar a outros anéis. Vamos por isso estudar nas préximas secgoes
como é que os conceitos sobre divisibilidade e factorizagao que temos vindo
a utilizar podem ser estendidos a um qualquer dominio integral D.

Recordemos que, dados a,b € D, dizemos que a DIVIDE (ou é FACTOR
de) b se existir d € D tal que b = da, e que nesse caso escrevemos “a|b”.
As seguintes nogoes, adaptadas em parte das que introduzimos em Z e K|z],
serao muito tuteis no que se segue.

Definigao 3.7.1. Seja D um dominio integral, a,b,p € D, e p um elemento
nao invertivel. Dizemos que:

(i) a é ASSOCIADO de b, se a|b e b|a;
(ii) p é PRIMO, se p # 0 e plab = p|a ou p|b;

(iii) p é IRREDUTIVEL, se p = ab = a é invertivel ou b é invertivel.

0Diz-se por vezes que m(x) é o polindmio minimo do elemento a.
HTambém usamos o simbolo “a { b” para dizer que a nao divide b.
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Repare-se portanto que, neste contexto mais geral, o chamado Lema de
Fuclides passa a ser a definicdo dos elementos primos, e os elementos irre-
dutiveis sao os que apenas admitem factorizagoes triviais. E facil verificar
que nos anéis Z e K[x| os elementos primos no sentido da defini¢do acima
sao exactamente os elementos irredutiveis, e é apenas por razoes historicas
que usamos o termo “primo” em Z e o termo “irredutivel” em K|x]. Nao é
esse o caso em todos os dominios integrais, mas identificaremos aqui extensas
classes de anéis onde estas nogoes sao equivalentes, e onde é possivel estabe-
lecer uma generalizacao apropriada do Teorema Fundamental da Aritmética,
entendido sempre este resultado como uma afirmacdo sobre a existéncia e
unicidade de factorizacoes em elementos irredutiveis.

A relagdo bindria associado de é de facto uma relacdo de equivaléncia:
¢é simples verificar que a é associado de b se e s6 se a = ub para algum
elemento invertivel u. Assim, se a,b € D sao associados, escrevemos a ~ b.
E frequente, em Teoria da Factorizacdo, designar os elementos invertiveis
por unidades, uma pratica que seguiremos. Note-se que as unidades sao o0s
associados da identidade de D, e observe-se igualmente que, dados p,q € D,
se p ~ ¢, entdo p é primo (respectivamente, irredutivel) se e s se ¢ é primo
(respectivamente, irredutivel). Em particular, se p é primo entdo todos os
elementos que resultam de multiplicar p por uma unidade sao igualmente
primos, o que bem entendido ndo é a convencao tradicional em Z.

Exemplos 3.7.2.

1. Os elementos primos de qualquer dominio integral D sao sempre irredutiveis.
De facto, se p € D € primo e p = ab, entdo pla ou plb. Se, por exemplo, pla,
entao existe x € D tal que a = px. Concluimos que

p=ab =— p=pxb, e comop#D0,
= 1 =ub,

— b € invertivel.

De igual forma, se p|b, entdo concluimos que a € invertivel.

2. Em Z as unidades sao {1,—1}, e p € Z € irredutivel no sentido de [377]

se e sd se o natural |p| € primo (no sentido do Capitulo @). E evidente que
pln < |p||n, e portanto se p € irredutivel temos do lema de Fuclides que

plab == |p|lab = |p||a ou |p||b == p|a ou plb.

Concluimos assim que os inteiros irredutiveis no sentido de[5.7.1] sao os intei-
ros primos no sentido da mesma definicao.

3. As unidades de Kx] sdo os polindmios de grau zero, e os polindmios irre-
dutiveis no sentido de[3-71] sdo exactamente os que definimos como irredutiveis
em 28 Jd vimos também que se p(x) € K[x] € irredutivel entdo é primo
(recorde o exercicio E da seccao anterior, referente ao Lema de Euclides para
polinémios). Concluimos novamente que os polindmios irredutiveis no sentido
de[37]] sao os polindmios primos no sentido da mesma defini¢ao.
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4. As unidades do anel dos inteiros de Gauss Z[i] sao {1,—1,%,—i}. O elemento
2 € Z[i] nao € irredutivel em Z[i], apesar de ser irredutivel em Z, pois temos

2=(1+14)(1—1), com 1=+ nao invertiveis.

Para verificar que 1 + 1 e 1 — i sdo irredutiveis, consideramos a funcao N :
Z[i] — Ny definida por

N(a+bi) = |a+ bi]* = a* + b*.
Esta funcgao satisfaz as sequintes duas propriedades:
(a) se z1,z2 € Z[i], entdo N(z122) = N(21)N(22);
(b) N(z) =1 se e sd se z € invertivel.
Para verificar, por exemplo, que 141 € irredutivel, suponha-se que 14+1i = 2129
em Z[i]. Temos pela propriedade (a) acima,
2=N(1+1)=N(z122) = N(21)N(22).

Como 2 s6 tem factorizagoes triviais em Z, € claro que N(z1) =1 ou N(z9) =
1. Pela propriedade (b), concluimos que ou z1 ou z3 sdo invertiveis, e 1 +1 €
irredutivel em Z[i]. Repare-se portanto que —(1+i) = —1—14,i(1+i) = —1+1
e —i(1+1) sdo igualmente irredutiveis. Mostraremos mais adiante que em Z|[i]
os elementos irredutiveis sdo também primos, e mostraremos ainda como se
podem determinar todos estes elementos de Z[i].

5. Ezistem como dissémos dominios integrais onde os elementos irredutiveis po-
dem nao ser primos. Fizémos alids no Capitulo @ uma observagao relacionada
com esta questdo a propdsito das factorizacées 6 x 6 = 2 x 18 no anel dos
inteiros pares. Considere-se o anel Z[v/=5], que é evidentemente um dominio
integral. Temos neste anel que

9=3-3=(2+v=5)(2—+V=5), donde 3|(2+v—=5)(2 — V-5).

Podemos no entanto mostrar que 3, que € irredutivel, ndo € factor de (2++/—5)
nem de (2 —+/—5), e portanto ndo € primo, o que deizamos para os exercicios.

Todas as nocoes elementares introduzidas acima podem ser traduzidas
em termos de propriedades de ideais do anel em questao. Para isso, diremos
que um ideal 0 € P C D é um IDEAL PRIMO se, para todos os ideais
I,JCD,

IJCP=—ICPouldCP

Obtemos, entao:
Proposigao 3.7.3. Sejam a,b,p,u € D. Entdo:
(i) alb se e so se (a) D (b);

(ii) a ~b se e so se (a) = (b);
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(iii) u € unidade se e s6 se (u) = D;
(iv) p € primo se e sd se (p) é um ideal primo;

(v) p € irredutivel se e sé se (p) é maximal na classe dos ideais principais
de D.

Demonstragao. A verificacao de (i), (ii) e (iii) fica como simples exercicio.

Para mostrar que (iv) é verdadeira, seja p € D primo, e I, J C D ideais
tais que I.J C (p). Se I ¢ (p), entdo existe a € I tal que a & (p), i.e., tal que
p1a (por (i)). Logo, para todo o b € J, temos que ab € (p) < plab e p1 a.
Sendo p primo, necessariamente p|b, ou seja, b € (p) (por (i)). Concluimos
que J C (p), e portanto (p) é um ideal primo.

Na direcgao oposta, suponha-se que (p) é um ideal primo e que p|ab.
Entao

(ab) = (a)(b) C (p) = (a) C (p) ou (b) C (p).

Mas, por (i), isto significa que ou p|a ou pl|b, e portanto p é primo.

Para mostrar que (v) se verifica, consideremos p € D irredutivel, e
suponha-se que (p) C (a). Entdo p = azx logo, ou a é uma unidade ou
x é uma unidade. Se a é uma unidade, entao por (iii) (a) = D. Se z é uma
unidade, entao p ~ a e, por (ii), (p) = (a). Assim, (p) é maximal na classe
dos ideais principais de D.

Reciprocamente, suponha-se que (p) é maximal na classe dos ideais prin-
cipais de D, e que p = ab. Como (p) C (a), vemos que ou (a) = D e a é
invertivel (por (iii)), ou (p) = (a) e a ~ p (por (ii)). Neste ultimo caso,
existe u € D unidade, tal que a = pu, logo

p=ab = p=pub,
= 1=wub = b é invertivel.

Donde ou a ou b sao invertiveis, e portanto p é irredutivel. O

Esta proposicao sugere que podemos construir toda a Teoria da Facto-
rizagdo com base nos ideais de D em vez dos elementos de D. De facto
isto é possivel e até vantajoso, e historicamente estd na base da designacgao
“ideal”. Prosseguiremos esta via mais tarde, no Capitulo 7, limitando-nos
por enquanto ao estudo da factorizacao de elementos de D.

Defini¢ao 3.7.4. Um dominio D diz-se um DOMINIO DE FACTORIZAGAO
UNICA (abreviadamente d.f.u.), se as seguintes duas condigoes sao satisfeitas:

(i) Se d € D nao é invertivel e d # 0, existem elementos irredutiveis
P, Pp tais que

(3.7.1) d=]p:
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(i) Se p1,---pn, € Py ---pl, sdo irredutiveis, e [[;, pi = [[;~, p}, entdo

n = m, e existe uma permutacao m € S), tal que p; ~ p;(j).

Por outras palavras, num d.f.u., todo o elemento nao-nulo e nao in-
vertivel possui uma factorizacdo num produto de elementos irredutiveis, e
esta factorizacao é unica a menos da ordem dos factores e da multiplicagao
de cada factor por uma unidade convenientemente escolhida (observe que se
P = w;p;, entdo temos necessariamente [[;; u; = 1).

Exemplos 3.7.5.

1. O anelZ é um d.f.u.: Seque-se, do Teorema Fundamental da Aritmética, que
todo o inteiro pode ser factorizado na forma

m=p1- Pm,

onde p; € irredutivel (i.e., |p;| € um natural primo). Esta factorizacao € inica
a menos da ordem dos factores e multiplicacoes por +1.

2. Pelo Ezxercicio [A da Sec¢ao [BA, dado um polinémio q(x) € Klx], existem
polindmios irredutiveis p1(x), ... ,pn(x) € K[x] tais que

q(x) = Hpi(w)-

Esta decomposi¢do € unica a menos da ordem dos factores, e da multiplicagao
por unidades. Ou seja, K[x] é um d.f.u.

3. Veremos imediatamente a sequir que o anel dos inteiros de Gauss é um d.f.u..

Observe-se que a factorizacdo indicada em B.ZJl pode igualmente ser
expressa em poténcias de elementos irredutiveis, mas neste caso pode ser
necessario incluir uma unidade na factorizagao, que passa a ser da forma:

(3.7.2) d=wu-pi*---p.
Exemplos 3.7.6.
1. Temos em Z que —15 = (3) - (=3) = (—1)32.
2. Em Q[z], temos 222 4+ 4z +2 = (2 + 2)(x + 1) = 2(z + 1)2.

O préximo teorema fornece uma primeira caracterizacao dos d.f.u.

Teorema 3.7.7. Seja D um dominio integral. Entdo D € um d.f.u. se e so
se as sequintes condi¢des se verificam:

(i) todo o elemento irredutivel € primo;
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(ii) toda a cadeia ascendente de ideais principais estabiliza, i.e., se
(di) C(dg) C---C(dp) C ...
€ uma cadeia ascendente de ideais, entao existe um natural ng tal que

{dno) = (dno+1) = -+

Demonstra¢ao. Seja D um d.f.u., e p € D um elemento irredutivel. Se pl|ab,
entao existe € D tal que px = ab, onde z, a e b possuem factorizacoes do

tipo (BZ)), i.e.,
T=prepr a=ppy, b=pi--pf

com pz‘,p;-,pg primos em D. Logo
pepicpr=p1Ps- Py P,

e, pela unicidade da factorizagao, temos p ~ p} ou p ~ p;-’ . No primeiro caso
pla, e no segundo p|b. Portanto, p é primo.
Por outro lado, considere-se uma cadeia ascendente de ideais principais

(di) C(da) C--- C(dp) C ...

Supomos, sem perda de generalidade (porqué?), que d; # 0 e d; ndo é
invertivel, Vi. Como d;|dy, Vi, as factorizagoes de dy e d; tomam a forma

diy =p1---pr, di =py-- Pl
Os factores irredutiveis de d; sao factores de dy, e portanto s < r. Em
particular, nao existem na cadeia indicada mais de r ideais distintos entre
si, e existe um natural ng tal que (dn,) = (di), para qualquer k > ny.
Terminamos assim a primeira metade da demonstracao.

Reciprocamente, assuma-se que D é um dominio integral verificando as
condigoes (i) e (ii) do enunciado do teorema. Seja d € D um elemento nao-
nulo e nao invertivel, e suponha-se por absurdo que d nao é factorizavel num
produto de elementos irredutiveis. Por induc¢ao, construimos uma sucessao
{dn} ey onde dy = d, dyyildp, dy # dpy1 e nenhum dos elementos dy, é
factorizavel num produto de elementos irredutiveis.

Supomos para isso n > 0, e os elementos di,--- ,d, ja definidos, aten-
dendo a que o caso n = 1 é trivial. Notamos que d,, nao é irredutivel, por
razoes Obvias, e portanto d,, = apb,, onde a, e b, nao sdo invertiveis. E
claro que a, e b, nao podem ser ambos factorizaveis num produto de ir-
redutiveis, e supomos sem perda de generalidade que b,, pelo menos, nao
é assim factorizavel. Definimos d, 11 = b,, e notamos como evidente que
dpt1|dn, € dy % dpt1. Os ideais principais gerados pelos d,,’s satisfazem

(d1) S (d2) S+ S (dn) S ...

=
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contradizendo a condicao de toda a cadeia ascendente de ideais principais

estabilizar. Concluimos assim que todos os elementos nao-nulos e nao in-

vertiveis de D sao factorizaveis em produtos de elementos irredutiveis.
Para verificar a unicidade da factorizacao, suponha-se que

PL* P =PL P
com, digamos, n < m. Como os p;, p;- sao irredutiveis, por (i) eles sao
primos; como py|pj + - py,, temos que p, é associado a algum p, que desig-
namos por p; (n)° Excluindo estes dois elementos, e repetindo o argumento,

obtemos por exaustdo que n = m e p; ~ pl (i) para alguma permutacao
TeES,. O

O resultado anterior justifica o uso da expressdo “factorizacao prima”
para designar factorizages do tipo (BILT)) ou BIL2).

Como ja observamos anteriormente, a propriedade fundamental dos anéis
Z e K|[x], no que respeita a factorizacao, é a de que todos os seus ideais sao
Principais.

Definicao 3.7.8. Diz-se que um dominio integral D é um DOMINIO DE IDE-
AIS PRINCIPAIS, abreviadamente d.i.p., se todos os seus ideais sao principais

(i.e., da forma (d)).
Como consequéncia do Teorema B7.1 obtemos o
Corolario 3.7.9. Todo o d.i.p. € um d.f.u.

Demonstracao. Mostramos primeiro que os elementos irredutiveis em D sao
primos. Para isso, supomos p € D irredutivel, e plab. Sabemos que o ideal
(a, p) é principal, i.e., existe d € D tal que (d) = (a,p). Como (p) C (d) C D
e (p) é maximal (Proposi¢ao BIZ3), temos

{p) = (d) ou (p) = D.
No primeiro caso, p ~ d e, como d|a, concluimos que pla. No segundo caso,
existem r,s € D tais que 1 = ra + sp, logo
b=1-b= (ra—+ sp)b=rab+ spb.

Como p divide cada um dos termos do lado direito, concluimos que p|b. Em
qualquer caso, pla ou p|b, donde p é primo.

Verificamos agora que qualquer cadeia ascendente de ideais principais
estabiliza. Considere-se a cadeia:

(d1)y C{dy) C---C{dy) C...

E fAcil verificar que U2, (d;) é um ideal, necessariamente principal, e por-
tanto U2, (d;) = (dp). Existe naturalmente ng tal que dy € (dy,), e deve ser
evidente que:

(dny) = (dn),¥n > nyg.

Concluimos que D é um d.f.u., de acordo com o Teorema B.7.71 d
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Exemplos 3.7.10.

1. O anel dos inteiros de Gauss € um d.f.u., porque Z[i] € um d.i.p., como se
deve ter verificado no exercicio IA da sec¢ao 24

2. Veremos na prdzima sec¢ao que se D é um d.f.u. entdo D[x] € igualmente
um d.f.u. Em particular, Z[x] é um d.f.u., apesar de nao ser um d.i.p.

FEm geral, o problema de determinar se um dado dominio integral é um
d.f.u. pode ser de dificil resolucao. Por exemplo, sabe-se que os dominios
quadréticos Z[/m], para m < 0, sao d.f.u. se e sé se m = —1,—-2,-3, -7
e —11, um resultado nao-trivial e que estd para além do ambito deste li-
vro. De igual forma, mesmo sabendo que D é um d.f.u., pode ser bastante
dificil determinar os seus elementos primos. Ilustramos este ultimo tipo de
problema com o caso dos inteiros de Gauss.

Para simplificar a exposicao, dizemos que os naturais primos em Z sao
os primos euclidianos, e os inteiros de Gauss primos em Z[i] sdo os primos
gaussianos.

Proposicao 3.7.11. Seja p € Z um primo euclidiano.

(i) Se a equagdo p = n? +m? tem solugdes n,m € Z, entio z = n +mi €
UM primo gaussiano;

(ii) Se a equagdo p = n?+m? ndo tem solucoes em Z, entdo p é um primo
gaussiano;

(i1i) z € Z[i] € um primo gaussiano se e sé se z ~ p, onde p € um primo
gaussiano, ou z ~ n +mi, onde n®> +m? = p.

Demonstragao. Para demonstrar (i), suponha-se que
p=n?+m? = (n+mi)(n —mi).
Sendo n + mi = (a + bi)(c + di) uma factorizacao de z = n + mi, temos
p=n?4+m? = (a® +b*)(c +d?), e portanto a®> +b*> =1 ou ? + d? = 1.

Por outras palavras, um dos complexos a—+bi ou c+di é invertivel. Como n—+
mt nao é nulo nem invertivel, concluimos que n + mi é um primo gaussiano.

Para provar (ii), observe-se que, se p nao é primo gaussiano, entao exis-
tem inteiros de Gauss nio invertiveis z e w tais que p = zw, donde p? =
|z|2|w|?. Como |z|? e |w|? sdo inteiros # +1, s6 podemos ter p = |z|? = |w]|?,
e portanto a equacao p = n? + m? tem solucdes.

Finalmente, e para verificar (iii), seja z = a + bi um primo gaussiano,
donde |z|2 > 1, e p um qualquer factor primo (em Z) de |z|%. Notamos que
existe w € Z[i] tal que

|2|* = (a + bi)(a — bi) = pw.
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Como p é um inteiro, é claro que pla + bi = z se e 86 se pla — bi. Uma das
seguintes duas alternativas é necessariamente verdadeira:

1. p € também primo gaussiano: Neste caso segue-se do Lema de Euclides
(valido em Z[i], porque Z[i] é um d.f.u.) que pla + bi ou pla — bi, i.e.,
p € factor de z. Temos entao z ~ p, porque z e p sao ambos primos
gaussianos;

2. p ndo € primo gaussiano: Concluimos de (ii) que a equacdo p = n?+m?
tem solugoes, e observamos que temos agora

12|*> = (a + bi)(a — bi) = pw = (n + mi)(n — mi)w.

Como sabemos de (i) que n + mi é um primo gaussiano, concluimos
novamente do Lema de Euclides que a+bi ~ n+mzt ou a+bi ~ n—ma.

O

Exemplos 3.7.12.

1. E claro que a equacdo 3 = n? + m? ndo tem solucées em Z, e portanto 3 é
um primo euclidiano que é também primo gaussiano.

2. Como 5 =12 +22, seque-se que 5 ndo é primo gaussiano, mas os inteiros de
Gauss £1 £ 2i e £2 + 7 sdo primos gaussianos.

Acabamos de ver que a determinacao dos primos gaussianos depende da
resolucdo da equacdo p = n? + m?, onde p é um primo euclidiano. Fermat
descobriu um resultado especialmente elegante sobre os valores de p para os
quais esta equacao tem solucoes, que adaptamos aqui da seguinte forma.

Teorema 3.7.13 (de Fermat). Seja p um primo euclidiano. Entao as
sequintes afirmacoes sdo equivalentes:

(i) A equagio p =n?+m? tem solugdes em 7Z,
(ii) p % 3 (mod 4),
(iii) A equagio x* = —1 tem solugdes em Z,.

Demonstragao. Deixamos para os exercicios a prova de “(i) = (ii)”.

Para demonstrar “(ii) = (iii)”, notamos primeiro que podemos supor
p # 2, por razoes evidentes, j4 que neste caso x = 1 é solugao da equagao
22 = —1 = 1. Temos portanto que p = 1 (mod 4), e definimos para z,y € Lyy:

i C(JI) = {.CC, _‘7}7$_17 _x_1}7

e 1 é equivalente ay <=z~ y <= C(z) =C(y).
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E muito f4cil verificar que “~” é uma relacao de equivaléncia em Z, que
r # —x para qualquer x € Z, (porque p # 2), e que a classe de equivaléncia
de x é precisamente o conjunto C(z). Designando por #(C(z)) o nimero
de elementos da classe C(x), observe-se que #(C(x)) sé pode ser 2 ou 4,
como se segue:

#(C(z)) =2, sex=xa"1, ie., sex==%l,

-1 1

=2, sex=—x , i.e., sex e x - sao as solucoes de 2 =1,

— 4, se x ndo é solucdo de z? = £1, i.e., nio é solucdo de z* = 1.

As classes de equivaléncia formam como sabemos uma particao de Zj, e Zy
tem p—1 elementos. Acabamos de mostrar que existe pelo menos uma classe
com 2 elementos, que é C(1) = {1,—1}. Existe possivelmente uma outra
classe com 2 elementos, formada pelas raizes de 22 + 1, se este polinémio
tiver raizes em Z,. Sendo n o numero de classes de equivaléncia com 4
elementos, concluimos que os p — 1 elementos se distribuem como se segue:

e Se ndo existem solucdes de 22 = —1, p — 1 = 2 +4n, ou p = 4n + 3,
porque existe apenas uma classe com 2 elementos, tendo as restantes
n classes 4 elementos cada, ou

e Se existem solucdes de 22 = —1,p—1=24+2+4n,oup = 4(n+1)+1,
porque existem 2 classes cada uma com 2 elementos, além das n classes
de 4 elementos.

Como p # 2 é primo, é claro que p # 3 (mod 4) = p = 1 (mod 4) e
concluimos que a equacio z2 = —1 tem solucoes em Z*.

Provamos finalmente “(iii) = (i)”: A equagao xg = —1 tem solugoes
em Z, se e 86 se existe um inteiro k tal que p|1+k? = (1+ki)(1—ki). Se p é
um primo gaussiano entao p|1+ ki ou p|1 — ki, o que é absurdo, porque p f1.
Portanto, p nao é um primo gaussiano, e de acordo com BIZTTl a equacao
p = n?+ m? tem solugdes. O

Exemplos 3.7.14.
1. Os primos euclidianos 7, 11 e 19 sao primos gaussianos.

2. 1973 € um primo euclidiano que nao € gaussiano, porque p = 1 (mod 4).
Portanto a equacdo 1973 = n? + m? tem solucées n,m € 7Z, que jd ndo sdio
faceis de determinar (por exemplo, n =23 e m = 38).

Uma propriedade importante dos d.f.u. é que neste tipo de dominios
integrais quaisquer dois elementos tém sempre maximo divisor comum e
minimo multiplo comum. Para entender esta observacao, precisamos de uma
definicdo um pouco mais abstracta para as no¢ées de maximo divisor comum
e minimo multiplo comum, aplicdvel em dominios integrais arbitrarios.
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Definicao 3.7.15. Seja D um dominio integral, e ay,...,a, € D.
(i) d € D é (um) MAXIMO DIVISOR COMUM de aq,...,a, se d|a;,i =
1,...,n e, para todo o b € D tal que bla;,i = 1,...,n, temos b|d;
(i) m € D é (um) MINIMO MULTIPLO COMUM de aq,...,a, se a;/m,i =
1,...,n, e para todo o b € D tal que a;|b,i =1,...,n, temos m|b.

Por palavras, d é um mdzimo divisor comum se é divisor comum, e é
multiplo de todos os divisores comuns, e m é um minimo multiplo comum
se é multiplo comum, e é divisor de todos os miltiplos comuns. A referéncia
implicita a falta de unicidade nestas nocoes resulta de observar que se d
é maximo divisor comum, e ¢ ~ d, entao ¢ é igualmente maximo divisor
comum, € 0 mesmo se passa com o minimo multiplo comum. Evitamos esta
dificuldade em Z e em KJx]|, exigindo d e m nao negativos em Z, e monicos
em K[x], mas exceptuando este detalhe, a definicao acima é evidentemente
compativel com as introduzidas nos Capitulos 2 e 3.

Nao é de todo ébvio que, dados elementos a1, ..., a, € D, esses elementos
tenham sempre maximo divisor comum e/ou minimo miltiplo comum. No
entanto, se ay, ..., a, possuem pelo menos um maximo divisor comum (res-
pectivamente, minimo multiplo comum), designamos por mdc(ay,...,a,)
(respectivamente, mmc(aq, .. ., a,)) qualquer um desses elementos.

Se D é um d.f.u., entdo, como indicdmos acima, quaisquer elementos
a,b € D téem maximo divisor comum e menor multiplo comum.

Proposigao 3.7.16. Seja D um d.f.u., e a,b € D.
(i) Ezistem mdc(a,b) e mmc(a,b).

(i) Se D € um d.i.p., entdo qualquer mdzximo divisor comum de a e b é da
forma ra + sb para alguns r,s € D.

Demonstragao. (i) Se a é nulo, entdao mdc(a,b) = b e mmc(a,b) = 0. Se a
é invertivel, entao mdc(a,b) = a e mmc(a,b) = b. Podemos, pois, assumir
que a e b ndao sao nulos nem invertiveis. As factorizacoes primas de a e de b
podem ser escritas na forma

Nal Nas

_ _ / np1 n
a=U-"pPy " Ps 7eb—u'p1 "'psbsv

onde os p; sao distintos, ng; > 0 e ny; > 0. Tomando para ¢ = 1,...,s os

inteiros
m; = min{ng;, ny; }, € M; = max{ng, ny;},

vemos imediatamente que podemos escolher:

mdc(a,b) = p™ -+ pl*s, emmc(a,b) = pjl‘/l1 M,
(ii) Sejam a,b € D. Como D é um d.i.p., existe ¢ € D tal que (a,b) =
(c), e é claro que cla e c|b. Se d = mdc(a,b), temos, por definicdo, c|d, e
concluimos que d € (a, b), ou seja, existem r, s € D tais que d = ra+sb. O
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O lema seguinte enuncia algumas propriedades elementares do maximo
divisor comum, e a sua demonstracao é deixada como exercicio.

Lema 3.7.17. Sejam a,b,c € D. Entdo:
(i) mdc(a, mde(b, ¢)) ~ mde(mdc(a, b), c) ~ mdc(a, b, c);
(i) mdc(ca, cb) ~ cmdc(a,b).

Exercicios.
1. Demonstre os itens (i)-(iii) da Proposigao
2. Mostre que no anel Z[y/—5] os elementos 3 e 2 & /=5 sdo irredutiveis.
3. Mostre que o anel Z[/10] ndo é um d.f.u.

4. Demonstre que, se p é primo euclidiano e existem inteiros n e m tais que
p=mn?+m?, entdo p # 3 (mod 4).

5. Prove que se p é um primo euclidiano e n, m, a, b € Z satisfazem p = n?4+m? =
a? +b? entdao {n? m?} = {a?,b*}.

6. Um dominio integral D diz-se DOMINIO EUCLIDIANO se existir uma aplica¢ao
d : D — N com a seguinte propriedade: Va,b € D — {0} existem ¢,r € D tais
que

a=gb+r, com d(r) < d(b).

Mostre que:
(a) Z e Klz] sdo dominios euclidianos;
(b) o anel dos inteiros de Gauss Z[i] é um dominio euclidiano;

(¢) um dominio euclidiano é um d.f.u. (sem recorrer ao Teorema B ou ao
seu coroldrio);

(d) um dominio euclidiano é um d.i.p.

7. Seja D um dominio integral.

(a) Verifique que, se D satisfaz a condigdo da cadeia ascendente de ideais
principais, entao todo o elemento de D é factorizével (mas, possivelmente,
nao unicamente).

(b) Dé um exemplo de um dominio integral D que ndo satisfaz a condicao
da cadeia ascendente de ideais principais.

8. Prove o Lema BZT4

9. Suponha que k € N, e prove que k = n? + m? tem solucdes em Z se e s6
se qualquer factor primo p de k com p = 3 (mod 4) satisfaz p?"|k. Qual é o
menor natural k para o qual a equacdo k = n? + m? = s? + t2 tem solucdes
n,m, s,t tais que {n? m?} # {s2,t2}7
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10. Seja P o conjunto dos primos euclidianos, e G o conjunto dos primos gaus-
sianos. Prove que P — G e G — P sao ambos conjuntos infinitos. Por outras
palavras, mostre que existem infinitos primos euclidianos da forma p = 4n+1e
da forma p = 4n+3. SUGESTAO: Considere os naturais da forma k = (2N!)—1,

2
e da forma k = (Hiil(?z - 1)) +4.

3.8 Factorizagao em D[]

O anel de polinémios K[z] é um d.f.u. quando K é um corpo, porque K|z]| é
um dominio de ideais principais. A estrutura dos ideais do anel D[z], quando
D é um dominio integral que nao é um corpo, é muito mais complexa. De
facto, D[z] é um d.p.i. se e sé se D é um corpo, o que explica diversos
casos de dominios integrais que temos vindo a referir, como Z[x] e D[x] =
K|z, y] = K[y][x], que ndo sdo dominios de integrais principais (recorde o
Exercicio 10 da Secgao B). E claro que em qualquer caso se D nao é um
d.f.u. entdo D[x] também nado é um d.f.u., e veremos nesta secgdo que na
verdade o anel D[x] é um d.fu. se e sd se D é um d.f.u., o que mostrard
em particular que Z[z] e K[x,y| sdo dominios de factorizagao tnica.

No que se segue nesta seccao, assumimos que D é um d.f.u., de forma
que existem maximo divisor e minimo multiplo comum em D. Designaremos
por K o corpo de fracgoes K = Frac(D).

A definicao de CONTEUDO de um polinémio, introduzida na seccao
para p(x) € Z[x], pode naturalmente ser usada quase sem adaptagoes em
Diz]. Se p(x) = ap + a1x + - -+ + apx™ € Dlz], dizemos que ¢(p) € D é
CONTEUDO DE p() se e s6 se

(3.8.1) ¢(p) = mdc(ag, . .., ap).

E claro que, tal como o maximo divisor comum, o conteiddo de um polinémio
fica definido a menos de multiplicacdo por uma unidade. Mais uma vez, um
polinémio p(x) € D[z] diz-se PRIMITIVO, se ¢(p) ~ 1.

Lema 3.8.1. Seja p(x) € D]x] um polinémio.
(i) Existe q(x) € D[x]| primitivo tal que p(x) = c(p)q(x).
(ii) Se p(x) = dq(x), com q(x) € D[x| primitivo e d € D, entao d ~ c(p).

Demonstragao. A parte (i) é 6bvia. Para mostrar (ii), sejam p(x) = ag +
ax + -+ apx”™ e q(x) = by + byx + -+ + byx™, com g(x) primitivo, e
suponha-se que p(x) = cq(x). Entao a; = cb;, e do Lema BZZ.I7 obtemos

c(p) = mde(ag, . . . ,a,) ~ cmdce(bg, . .., by) ~ c.
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Demonstramos a seguir dois lemas auxiliares, que permitem exprimir
polinémios p(x) € K[x]| em termos de polindmios primitivos em DIz].

Lema 3.8.2. Seja 0 # p(x) € K[x]|. Entao:
(i) Existem q(x) € D[x] primitivo e k € K tais que p(x) = kq(x);
(ii) Se p(x) = kq(x) = kj(x), com k,k € K e q(x),§(x) € D[x] primiti-
vos, entio G(x) = uq(x) e k =u"'k, onde u € D é uma unidade.

Demonstragao. (i) Se

p(w)zao+a1m+-~~+anm”:—+—m+ +a—"m"6K[m],
bO bl bn

tomamos b = [, b;. Claramente, r(x) = bp(x) € D[x]. Se ¢ = ¢(r), pelo
Lema BXT] existe ¢(x) € D[x| primitivo tal que r(x) = cq(x), e temos

p(x) = kq(x), onde k = 5 € K.

(ii) A demonstracao de (ii) é deixada como exercicio. O

Corolério 3.8.3. Se p(x),q(x) € D[x]| sio primitivos e p(x) ~ q(x) em
K[x], entao p(x) ~ q(x) em Dlx].

Demonstragao. Se p(x) ~ q(x) em K[z, entdo p(x) = ag(x), com a € K.
O coroldrio segue-se entao do Lema BR2] parte (ii). O

Os dois lemas seguintes generalizam resultados que demonstrdmos ou
deixdmos como exercicios no caso D =Z e K = Q.

Lema 3.8.4. Sejam q(x),r(x) € D[z], e p(x) = q(x)r(x).
(i) Se d € D é primo, entao d|c(p) = d|c(q) ou d|c(r), e
(ii) p(x) é primitivo se e sé se q(x) e r(x) sdo ambos primitivos.

Demonstragao. Escrevemos p(x) = ag+aijx+---, qg(x) =by+brx+---, e
r(x) = co + cix + ---. Para provar (i), seja d € D primo, tal que d|c(p), e
suponha-se, por absurdo, que d fc(q) e d fe(r). Definimos entéo:

s=Min{k>0:d fop}, et =Min{k >0:d fer.}.

Observe-se agora que, com m = s + t, temos:

am—zbkcm k—zbkcm )+ bsct + Z bpCrm—k, OU

k=s+1
s—1 t—1
= Z brCr_r + bscy + Z by—_kCr, ou ainda,
k=0 k=0

s—1 t—1
bsct =am — E bkcm—k - § bm—kck'
k=0 k=0
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Os dois ultimos somatérios devem bem entendido ser interpretados como
nulos, respectivamente quando s = 0 ou t = 0, mas em qualquer caso deve
ser evidente que o lado direito da ultima identidade é multiplo de d, enquanto
que o lado esquerdo nao o é, o que é evidentemente absurdo. Concluimos
assim que d|c(q) ou d|c(r).

Para demonstrar (ii), suponha-se primeiro que g(x) e r(x) s@o primitivos.
E claro que p(x) # 0, e conclufmos de (i) que ¢(p) ndo tem nenhum factor
primo d, porque c(q) e r(q) sdo invertiveis, e por isso nao tém factores primos.
Por outras palavras, p(x) é primitivo.

Finalmente, se p(x) é primitivo entao p(x) # 0, e portanto c(q) e ¢(r)
nao sao nulos, porque ¢(x) e r(x) nao sdo nulos. Se d é primo e d|c¢(q) ou
d|e(r), é claro que d|c(p), o que é impossivel. Logo ¢(q) e ¢(r) s@o invertiveis,
ou seja, q(x) e r(x) sdo primitivos. O
Exemplo 3.8.5.

Os polinémios p(x) = 322+2x+5 e q(x) = 5x>+2x+3 em Z[x| sio primitivos

pois mdc(3,2,5) = 1. O seu produto € o polindmio primitivo p(x)q(x) =
15zt 4+ 162> + 38x% + 16T + 15.

O lema seguinte é uma versao mais abstracta de Mostra mais uma
vez que os factores a(x) € K[x] de um polindmio p(x) € D[x] sdo associados
em K[x] dos factores que p(x) tem no anel original D[z]. Demonstramos
este resultado aqui como um corolario directo de

Lema 3.8.6. Se p(x) € D[z], e p(x) = a(x)b(x) com a(zx),b(x) € K|x],
entao existem a(x),b(x) € D[z, e k € K, tais que

p(x) = a(x)b(x), a(x) = ka(x), e b(x) = k~1b(x).

Demonstragao. Sabemos de B8 (i) que a(x) = sa’(x) e b(x) = tb/'(x), onde
s,t € K e d(x) e b/(x) sdo polinémios primitivos em D|z]. Por outro lado,
temos ainda de BTl que p(x) = ¢(p)p'(x), onde p'(x) é também primitivo
em D[z]. Concluimos que p(x) = ¢(p)p’(x) = sta’(x)b'(x). Como da’(x)b'(x)
é primitivo por B&] (ii), segue—se de B8 (ii) que existe uma unidade u € D
tal que c(p)u = st, e p'(xz) = u~td/ (z)V'(x).

Definimos (por exemplo) a(x) = ¢(p)ua’(x) e b(x) = b/ (x). Temos entdo

a(x)b(x) = c(p)ud ()b (z) = st ()b (x).

A constante referida no enunciado é aqui k = 7 O

O Lema de Gauss neste contexto mais geral é idéntico ao que vimos no
caso D = Z.

Lema 3.8.7 (Gauss). Se p(x) € D[x] nao é constante, entao p(x) € irre-
dutivel em D[x] se e sé se € primitivo em D[x]|, e irredutivel em K|x].
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Demonstragao. Se p(x) nao é primitivo entdo tem uma decomposi¢do nao
trivial em D[x], da forma p(x) = c(p)p(x). Por outro lado, se p(x) =
a(x)b(x) é uma factorizagdo nao trivial em KJz|, entdao p(x) tem uma fac-
torizagao nao trivial em D[x], como acabdmos de ver em

Se p(x) é redutivel em D[z|, entdo tem uma factorizagdo nao trivial

p(x) = a(x)b(x) em D[z]. Se um destes factores é uma constante nao
invertivel, entdo p(x) nao é primitivo. Caso contrario, a factoriza¢ao nao é
trivial em Klx]. O

Finalmente, podemos demonstrar o
Teorema 3.8.8. Dix| € um d.f.u. se sé se D € um d.f.u.

Demonstragao. Seja q(x) € D[x] um polinémio ndo-nulo e nao-invertivel.
Se o grau de ¢(x) é zero, entao ¢(x) pode ser identificado com um elemento
de D, e portanto é evidente que D é necessariamente um d.f.u., e nesse caso
nada temos a provar. Seja entdo D um d.f.u., e ¢(x) € D[z] um polinémio
de grau > 0.

Ezisténcia: Temos q(x) = c(q)p(x), com p(x) primitivo. Como KJ[x] é
um d.f.u., ¢(z) tem uma factorizagao ¢(x) = [];_; gx(x), onde os polinémios
qr(x) € Kz] sao irredutiveis em K|z], e deg(qi(x)) > 1.

Existem polinémios primitivos pi(x) € D[x] e constantes s € K tais
que gx(x) = sgpr(x). Sabemos do Lema de Gauss que os polindmios py(x)
sao irredutiveis em D[x], e temos naturalmente

q(x) =c(g)p(x) = s Hpk(a:), onde s = H Sk-
k=1 k=1

Por outro lado, [])_; px(x) é primitivo, de acordo com B&A (ii). Como
vimos em B8Z (ii), existe uma unidade v € D tal que s = ¢(p)u, e em
particular s € D. Factorizamos s = [[;.; ¢t em elementos irredutiveis

¢, € D, e é 6bvio que
k=1 k=1

é uma factorizagao de ¢(x) em elementos irredutiveis em Dlx].

Unicidade: Seja agora q(x) = [[;-, ¢ 15—, P)(x) outra factorizacao
de g(x) em polinémios irredutiveis em D[x], onde convencionamos n’ e m’
escolhidos de tal forma que deg(p,(x)) > 1, e ¢, € D. E evidente do Lema
de Gauss que os polinémios pj(x) sdo primitivos e irredutiveis em K|z].
Observamos finalmente que:

/ . o . /
o [1i_; pi.(x) é primitivo, donde [}, ¢, ~ ¢(¢q) ~ [j-; cx em D. Como
D é um d.f.u., temos m = m/, e, apés uma permutacao conveniente
duma destas factorizacoes, temos ¢ ~ ¢}, em D.
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e E claro que [[_, p(x) ~ [I7—, p}(z) em Klz]. Como K|[x] é um
d.fu., temos n' =n, e pi(x) ~ pj.(x) em K[x], também possivelmente
apds reordenar uma das factorizacées. Pelo Coroldrio B83l, temos
igualmente py(x) ~ pj(x) em D[x].

O

Exercicios.

1. Mostre que, se p(x) € Z[x] é um polinémio ménico com coeficientes inteiros,
entao qualquer raiz racional de p(x) é inteira.

2. Seja D um dominio integral que possui algum elemento d # 0 nao invertivel.
Mostre que D[x] néo é um d.i.p.

3. Demonstre a seguinte generalizacao do Critério de Eisenstein: Seja D um
d.fu., K = Frac(D) e p(x) = ap + a1z + -+ + apx™ € D]z] comn > 1. Se
p € D é um primo tal que play para 0 < k < n, p{ a, e p? { ag, entdo p(x) é
irredutivel em K[x].

4. Mostre que o polinémio p(x, y) = £ +z?y+xy’+y é irredutivel em K|z, y].

5. Mostre que, se D é um d.f.u., e p(x) € D[zx] é mdnico, entdo todo o factor
moénico de p(x) em K|[x] pertence a D[x].

6. Seja D um d.f.u., e p(x),q(x) € D[x].

(a) Existe sempre mde(p(x), ¢(x)) e mme(p(x), ¢(x)) em D[x]?

(b) Pode usar o algoritmo de Euclides para calcular mdc(p(x), ¢(x)) em
Diz]?

(¢) A equagao mde(p(x),g(x)) = a(x)p(x) + b(x)q(x) tem sempre solugdes
a(x),b(x) € D[x]?

(d) Temos mde(p(@), q()) - mme(p(x), a(@)) ~ p(z)q(z) em Dla]?

7. Suponha que D é um d.f.u., e A é um anel de polinémios num nimero infinito
de determinadas com coeficientes em D. A é um d.f.u.?



Capitulo 4

Quocientes e Isomorfismos

4.1 Grupos e Relacoes de Equivaléncia

O procedimento que seguimos no estudo dos anéis Z,, envolveu os seguintes
passos fundamentais:

(i) A definigao das relagdes de congruéncia médulo m (z =y (mod m) <
y —x € (m)), que como verificdmos sao relagoes de equivaléncia.

(ii) A introducao do conjunto quociente Z,,, formado pelas classes de equi-
valéncia £ = {x 4+ z : z € (m)}, que podemos escrever na forma
z=x+ (m).

(iii) A definigdo de operagoes algébricas sobre classes de equivaléncia, a
partir das operacoes algébricas sobre os elementos que as constituem,
através das identidades z +y =z +y e zy = zy.

Veremos abaixo que estes procedimentos sao generalizdveis e aplicaveis
em contextos mais gerais, e podem ser utilizados para definir muitos outros
exemplos de estruturas algébricas.

Comegamos por considerar em lugar do grupo aditivo (Z, +) um qualquer
grupo (G,-), que escreveremos aqui em notacao multiplicativa, por uma
questao de generalidade (a possivel comutatividade da operacdo em G é
completamente irrelevante para as consideragoes que desejamos fazer). Em
lugar de (m), que como sabemos é um subgrupo, subanel e ideal de Z,
consideramos um qualquer subgrupo H C (. Passamos a generalizar as
relagoes de congruéncia, que estudamos a propésito dos inteiros, na seguinte
forma:

Definicao 4.1.1. Se (G,-) é um grupo, e H C G é um subgrupo de G,
definimos a RELACAO DE CONGRUENCIA MODULO H como se segue:

g1 =92 (mod H) <= ggl-gleH.

171
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Notamos imediatamente que as congruéncias médulo m sao, efectiva-
mente, um caso particular da definigao LTIl (naturalmente escrita em notacao
aditiva, e especializada para G = Z e H = (m)). Deixamos como exercicio
verificar que a relacao agora definida com mais generalidade é sempre uma
relagdao de equivaléncia.

Proposicao 4.1.2. Se (G,-) é um grupo, H C G é um subgrupo, entio =
(mod H) € uma relagao de equivaléncia em G.

Continuando a seguir o exemplo do procedimento que utilizimos com o0s
inteiros, observamos que, se g € GG, a classe de equivaléncia de g, designada
por g, pode ser descrita como se segue:

g={9€G:3=g},
={GeG:5lg=hecH},
={jeG:g9g=gh,hec H}.

Se A e B sao subconjuntos do grupo GG, vamos designar por AB o con-
junto dos produtos de elementos em A por elementos em B, ou seja,

AB={a-b:a€ Aebec B}.

Se A = {a} (respectivamente, B = {b}) é um conjunto singular, escrevemos
aB (respectivamente, Ab) em lugar de AB. Deixamos para os exercicios a
verificagdo que, em geral, A(BC) = (AB)C, e AB # BA.

Com estas convencoes, passamos a representar a classe de equivaléncia
de g € G para a congruéncia (mod H) por gH, que se diz uma CLASSE
LATERAL ESQUERDA de . O conjunto formado por todas as classes de
equivaléncia {gH : g € G} diz-se naturalmente CONJUNTO QUOCIENTE de
G por H, e designa-se por G/H. Temos portanto G/H = {gH : g € G}.
Finalmente, o nimero de elementos de G/H, que é o nimero de classes
laterais esquerdas, diz-se INDICE DO SUBGRUPO H no grupo G, e designa-se
por [G : H].

Exemplos 4.1.3.

1. Consideramos o grupo simétrico G = Ss = {I,«, 3,7,0,e}, e tomamos como
subgrupo o grupo alternado H = Az = {I,d,e}. Observe que:

o A classe de equivaléncia de I é o conjunto I = IH = H = {I,d,¢}.
Concluimos imediatamente que =6 =¢, el =§ = ¢, ou ainda H =
0H =¢H.

e Tomando g = «, € imediato que o« = oH = {al,ad,ac} e, calculando

0s produtos, obtemos a = {«, 8,7}. Temos entao que o = 8 ==, donde
a=p=y={a,f,7}=aH =pH =~H.

1Se o grupo G é aditivo, é conveniente escrever A 4+ B em lugar de AB, e g+ H em
vez de gH. E claro que neste caso A+ B=B+ A,eg+ H =H +g.
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Assim, neste exemplo existem 2 classes de equivaléncia, cada uma com trés
elementos. O quociente S3/As ¢ portanto o conjunto S3/As = {I,a} =
{Ag,OzAg}, € [Sg,Ag] = 2.

2. Consideremos ainda o grupo Ss, mas agora o subgrupo H = {I,a}. Temos:

H, donde I =, el =q,
BH = {BI,Ba} = {pB,e}, donde B=cef=
X

9

I
B
y=7H ={vl,va} = {v,d}, dondey=4¢ e

Ezistem, pois, trés classes de equivaléncia, com dois elementos cada, e Ss/H =
{L,B,v} ={H,BH,vH}. Temos obviamente [S3 : H| = 3.

3. E claro que o indice de (m) em Z é o nimero de elementos de Z,, ou seja,
[Z: (m)] =m.

Em lugar da Definicao ELTT] é igualmente possivel considerar a relagao
bindria dada por

g1=g2 (mod H) & gig," € H.

Neste caso, obtemos ainda uma relagao de equivaléncia (distinta da anterior,
se a operagao - nao é comutativa), e a classe de equivaléncia de um elemento
g € G é agora dada por

={g€eG:g9g=hg,he H}.
Designamos esta classe de equivaléncia por Hg, que se diz uma CLASSE
LATERAL DIREITA de H. O conjunto quociente das classes laterais direitas
é designado por H\G (E) E interessante observar, usando os dois exemplos
anteriores, que as classes laterais esquerdas e direitas podem ser iguais Hg =
gH, para qualquer g € G, como no Exemplo EET3l1, ou distintas, como no
Exemplo EET312. Deixamos a verificacdo destas afirmacoes como exercicio.
Sendo = uma qualquer relacdo de equivaléncia num conjunto X, sabe-
mos que as respectivas classes de equivaléncia formam uma particio de X.
Dito doutra forma, as classes de equivaléncia sao subconjuntos disjuntos de
X, cuja unido é o conjunto X. E evidente que, se X é um conjunto finito,
entao cada classe de equivaléncia é igualmente um conjunto finito, e natural-
mente neste caso existe apenas um numero finito de classes de equivaléncia.

2Por defeito utilizaremos classes laterais esquerdas. Quando for claro que classes (es-
querdas ou direitas) estamos a utilizar, poderemos representar o conjunto das classes

laterais por %
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Designando por X7, Xo,..., X, as classes de equivaléncia que a relacao =
determina no conjunto X, temos que:

n
(4.1.1) X| = X0 4 4 X = )1l
i=1

Esta relacao é por vezes designada por EQUAGAO DAS CLASSES.

No caso em que X = G e a relacao de equivaléncia é a de congruéncia
(mod H), podemos ainda provar o seguinte resultado auxiliar, relativo ao
numero de elementos de cada classe de equivaléncia:

Proposigao 4.1.4. Se H é um subgrupo finito de G, entao
lgH| = |Hg| = [H],
para todo o g € G.

Demonstracao. Dado um elemento g € G fixo, a funcdo ¢ : H — gH dada
por ¢(h) = g - h é evidentemente sobrejectiva. Por outro lado, e de acordo
com a lei do corte, é claro que ¢ é igualmente injectiva (¢(h) = ¢(h') =
g-h=g-h = h=~h). Portanto, ¢ é uma bijecgdo entre os conjuntos H e
gH. De forma andloga mostra-se que |Hg| = |H|. O

Esta observagao elementar, combinada com a identidade (EETT]), permite-
nos provar:

Teorema 4.1.5 (Lagrange). Se G é um grupo finito, e H C G é um
subgrupo, entao:
Gl =[G : H]|H].

Em particular, tanto |H| como |G : H] sao factores de |G]|.

Demonstracdo. Sejam g1 H, ..., g, H as classes laterais esquerdas de H. Note
que, como (G e H sao conjuntos finitos, existe apenas um numero finito de
classes, e na realidade [G : H] = n. A identidade (EZIT]) escreve-se agora

Gl =) lgiH| =) |H|=n|H| =[G : H]|H|.
i=1 i=1

O

O nimero de elementos do grupo G diz-se usualmente a ORDEM DO
GRUPO (. Portanto, e de acordo com o resultado anterior, a ordem de um
grupo finito G é um multiplo da ordem de qualquer um dos seus subgrupos.
Analogamente, se g € G é um qualquer elemento do grupo G, entao a ORDEM
DO ELEMENTO g ¢é a ordem do SUBGRUPO GERADO PELO ELEMENTO g, i.e.,
é a ordem do subgrupo (g) = {¢" : n € Z}. E evidente que a ordem de
qualquer elemento de G é igualmente um factor da ordem de G.
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Exemplos 4.1.6.

1. Regressando ao Ezemplo [[LI.3.1 acima, temos que |G| = 6, |H| = 3, e
[G: H| = 2. No caso do Ezemplo [f-1.3 2, temos ainda |G| = 6, mas |H| = 2
e[G:H]=3.

2. Sem € Ss, € facil verificar que a ordem de 7 pode ser 3 (caso de ¢ e ¢), 2
(caso de a, B, e y), e 1 (caso de I). Em qualquer um destes casos, é claro
que a ordem de w € um factor da ordem de Ss. E também interessante que,
apesar de 6 ser evidentemente factor da ordem de S5, nao existe em Ss nenhum
elemento de ordem 6.

3. No estudo dos anéis L, verificdmos que os ideais de Z, sdo da forma (d),

onde d é um divisor de m. E 6bvio neste caso que o numero de elementos do
m

subgrupo (d) € %, que € um factor de m. Note também que d = Ly, : @h.

4. Se A € um anel com identidade I, a ordem do subgrupo aditivo gerado por
I € exactamente a caracteristica do anel A. Podemos, pois, concluir que a
caracteristica de um anel finito A € um factor do numero de elementos em A.

Em muitos casos é importante estudar a factorizacao de grupos, i.e., es-
clarecer em que condigoes um dado grupo G se pode escrever como o produto
directo de outros grupos K e H. Estes funcionam como “blocos elementa-
res”, levando pois a um melhor conhecimento da estrutura do grupo, uma
ideia que prosseguiremos no préximo capitulo. Indicamos aqui alguns re-
sultados desta natureza. A sua aplicacido a grupos finitos é, como veremos,
frequentemente facilitada pelo Teorema de Lagrange.

Lema 4.1.7. Seja G um grupo com identidade e. Se K e H sdo subgrupos
normais de G tais que K N H={e}, entdo kh = hk para quaisquer k € K e
heH.

Demonstragio. Sejam k € K e h € H. Consideramos o elemento k~'h~'kh.
Temos que h~'kh € K, porque K é normal em G, e portanto k~'h~1kh € K.
Analogamente k= 'h~'k € H, pois H é normal, e portanto k~'h~kh € H.
Como k~'h='kh € KNH = {e}, temos k~*h~'kh = e, ou seja, kh = hk. O

Teorema 4.1.8. Se H e K sao subgrupos normais de G, G = HK, e HNK
se reduz a identidade de G, entdo G ~ H x K.

Demonstracao. Recordemos que o suporte do grupo H x K é o produto
cartesiano H x K = {(h,k) : h € H,k € K}, e que a respectiva operacao
bindaria é dada por (hl, k’l)(hQ, k’g) = (hlhg, k‘lk‘g).

Definimos ¢ : H x K — G por ¢(h,k) = hk. Usando o Lema ETT7
¢é facil verificar que ¢ é um homomorfismo de grupos. Como por hipdtese
G = HK, é também 6bvio que ¢ é um homomorfismo sobrejectivo.

”

3Quando nos referimos ao “grupo Z,
aditivo (Zm, +).

sem mais qualificativo, queremos dizer o grupo
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Para determinar o ntcleo de ¢, observamos que, se ¢(h,k) = e, entao
hk = e, ou ainda h = k~!, donde concluimos (porqué?) que h,k € HNK =
{e}.

Segue-se finalmente que h = k = e, e o nicleo N de ¢ contém apenas o
elemento (e, €), ou seja, ¢ é injectivo, e G ~ H x K. O

Como sugerimos acima, as hipéteses do teorema anterior podem, por ve-
zes, ser verificadas para grupos finitos, recorrendo ao Teorema de Lagrange.
Note, por exemplo, que se G é um grupo finito, entao |H N K| é factor de
|H| e de |K|. Portanto, se |H| e |K| sao primos entre si, s6 podemos ter
|[HNK| = 1. Neste caso, o homomorfismo ¢ usado na demonstragao anterior
é injectivo, e podemos ainda concluir que |HK| = |H||K|, o que nos pode
permitir decidir se HK = G.

Exemplo 4.1.9.

1. Considerem-se o grupo Ze e os subgrupos H = {0,3} e K = {0,2,4}. Sa-
bemos que H e K sdo isomorfos respectivamente a Zo e Zs. E imediato que
HnNK ={0}, e |G| =|H||K|. Concluimos que Zs ~ Za @ Zs.

2. Mais geralmente, suponha-se que mdc(n,d) = 1, e recorde-se a proposi¢ao
ZILZ3): sendo m = nd, o grupo Z,, tem subgrupos B ~ Z, e C ~ Zq4.
Como |B N C| é factor de n e de d, e por hipdtese mde(n,d) = 1, é claro
que |[BNC| =1, e portanto |B + C| = |B||C| = nd = m = |Zn]|, ou seja,
B+ C =2Z,,. Concluimos mais uma vez que Zy >~ B® C ~ Z,, ® Zq.

O teorema anterior pode ser generalizado para produtos directos com
mais de dois grupos. A respectiva demonstracao é em tudo andloga & ante-
rior, e fica como exercicio.

Teorema 4.1.10. Sejam Hy,. .., H, subgrupos normais de um grupo G tais
que G = Hq--- H,,, e seja ainda

K; =[] Hx
=

Se, para i = 1,...,n, H; N K; = {e} se reduz a identidade de G, entdio
G~H x---x H,.

Exercicios.
1. Demonstre a Proposigéo
2. Verifique que {gH : g € G} # {Hg : g € G}, quando G = S5 e H = {I,a}.

3. Mostre que, se e é a identidade de G, entao g = e seesése g € H.
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4. Determine o conjunto quociente G/H quando G = Zg ¢ H = (2).
5. Determine o conjunto quociente G/H quando G = Sy e H = ((1234)).
6. Determine a ordem dos elementos dos grupos Ss, (Zs,+) e (Z3, ).

7. Sendo G = S,, e H = A, prove que 7 = ¢ (mod H) se e 86 se 7 e o sado
permutacoes com a mesma paridade, para concluir que [S, : 4,] = 2.

8. Mostre que a fun¢do ¢ : G/H — {Hg : g € G} dada por ¢(g) = Hg~ ! estd
bem definida, e é uma bijeccao. Conclua que [G : H] é também o nimero de
classes laterais direitas.

9. Prove que, se K C H onde K e H sao subgrupos de um grupo finito G, entao
[G:K]=|G: H|[H : K].

10. Sendo A, B e C subconjuntos do grupo G, mostre que:
(a) (AB)C = A(BQC).
(b) AA = A quando A é subgrupo de G.

(¢c) Se A e B sao subgrupos de G, entdo AB = BA se e s6 se AB é um
subgrupo de G.

11. Prove que, se A e B sdo subgrupos finitos de G, entéo |[AB||ANB| = |A||B|.
(SUGESTAO: comece por usar o facto de A N B ser subgrupo de A.)

12. Mostre que qualquer permutagao de Ss é da forma 7 = a™e™

13. Se |G| = p, onde p é um ndmero primo, quais sdo os subgrupos de G, e qual
é a ordem dos elementos de G?

14. Dé um exemplo de um grupo infinito, com todos os elementos de ordem 2,
a excepgao da identidade.

15. Dé um exemplo de um grupo infinito, com todos os elementos de ordem
finita, mas contendo elementos de ordem n, para qualquer natural n.

16. Prove o Teorema EETT0

17. Este exercicio refere-se a decomposigao de grupos em produtos directos de
outros grupos. Suponha que G é isomorfo a H x K, e prove que existem
subgrupos normais H' e K’ de G tais que H'K' = G e H' N K’ = {e}, onde e
é a identidade de G.

18. Prove que, se A é um anel finito com identidade, entao a caracteristica de
A é um factor de |A|.

19. Classifique os anéis com identidade, com 2, 3,4 e 5 elementos.
(SUGESTAO: use o exercicio anterior.)
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20. Suponha que G é um grupo abeliano com 9 elementos, que ndo contem
nenhum elemento com ordem 9. Prove que G ~ Zs3 @ Zs.

21. Mostre que, se G é um grupo finito onde todos os elementos, excepto a
identidade, tém ordem 2, entao G é abeliano. O que é que pode dizer, se todos
os elementos diferentes da identidade tiverem ordem 37

22. Suponha que G é um grupo com ordem 2n, e prove que existe pelo menos
um elemento em G que tem ordem 2. SUGESTAO: Dado z € G, definimos
C(z) = {z,27'}. Definimos ainda z ~ y < C(x) = C(y). Mostre que esta é
uma relagao de equivaléncia, e C(x) é a classe de equivaléncia de z.

4.2 Grupos e Anéis Quocientes

Vimos, no capitulo anterior, que é possivel definir operacoes algébricas em
Zy, a partir das operagoes algébricas definidas em Z. Interessa-nos agora
investigar se este mecanismo para a definicdo de operacgoes algébricas no
quociente Z,, pode igualmente ser generalizado para a definicao de operacoes
no quociente G/H, a partir das operagoes ja existentes em G.

Esta generalizacao é possivel, com algumas restricbes no subgrupo H.
Na realidade, e como verificamos adiante, é possivel definir um grupo com
suporte em G/H, desde que H seja um subgrupo normal de G L.

A técnica que utilizdmos para definir a adicao no caso de Z,, baseou-se
no seguinte resultado:

x=2" (mod m)

~ — ! /
y=1 (modm) ,entdo r+y =2 +y (mod m).

(4.2.1)  Se {

Este resultado implicava, que dados elementos z e y de Z,, podiamos definir

THy=c+y

sem quaisquer dificuldades relacionadas com a escolha dos representantes
x e y de cada uma das classes de equivaléncia envolvidas. No entanto, o
exemplo seguinte mostra que a propriedade (ELZJl) ndo é completamente
geral.

Exemplo 4.2.1.

Se G = S3, H = {I,a}, podemos ter g1 = ¢} (mod H) e g2 = g5 (mod H)
sem que tenhamos g192 = ¢19% (mod H). Para verificar esta afirmagao, basta
tomarmos g1 = gy = @, g2 =7, e gh =0, porque ¥y = (mod H), mas ay=¢
e ad =y nao sao equivalentes.

4Note no entanto que esta restricio néo tem quaisquer reflexos sobre o exemplo de Z,:
como (Z,4+) é um grupo abeliano, qualquer um dos seus subgrupos é necessariamente
normal.
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De facto, o andlogo da propriedade (ELZJ]) verifica-se apenas para sub-
grupos normais:

Proposicao 4.2.2. Se H ¢ um subgrupo de G, as sequintes afirmacoes sdo
equivalentes:

(i) H € um subgrupo normal de G;
(ii) gHg~' = H para qualquer g € G;
(i1i) Hg = gH para qualquer g € G;
(iv) (91H)(92H) = (9192)H para quaisquer g1, g2 € G;

(v) se 1 =¢g) (mod H) e g2 = g4 (mod H), entio g192 = g1 g5 (mod H)
para quaisquer gi, gz, g, g5 € G.

Demonstragao. Vamos provar as implicagoes
(i) = (ii) = (iii) = (iv) = (v) = ().
(i) = (ii): E claro, da definicio de subgrupo normal, que
gHg™ ' c H.

Como g é arbitrario, podemos ainda substituir g por ¢~! para obter igual-
mente g~ Hg C H. Observamos também que

g_IHg cCH = g(g_ng)g_1 C gHg_1 = HC gHg_l.

Como ja vimos que gHg~' C H, podemos concluir que gHg™' = H.
(ii) = (iii): Como gHg~! = H, é imediato que

(gHg™')g = Hyg, ou seja, gH = Hyg.
(iii) = (iv):
(91H)(92H) =((91H)g2)H = (91(Hg2))H = (91(92H))H
=((q192)H)H = (gq192)(HH) = (9192)H.
(iv) = (v):
g1=¢g; (mod H)ego=gy (mod H)=g| € 1H e g} € goH.
Portanto ¢} g5 € (g1 H)(g92H). Como (g1H)(92H) = (g192)H, temos
9195 € (9192)H < 9192 = g1gy  (mod H).

(v) = (i): Sendo g € G e h € H, temos a provar que ghg~! € H.
Consideramos para isso ¢’ = gh, donde ¢’ = g (mod H). Concluimos que
g9 ' =gg! = e, ondee € G é o elemento identidade. Portanto e~ 1g/g~! =

ghg~! € H como se desejava. ]
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De acordo com o resultado anterior, se H é um subgrupo normal de G,
entao a operagao (g1H)(g2H) = (g9192)H é uma operacao binéria em G/H.
E imediato verificar que:

Teorema 4.2.3. Se H ¢ um subgrupo normal de G, entao G/H é um grupo
com a operacdo bindria definida por

(91H)(g2H) = (g192)H.

Temos, além disso, que a aplicacdo quociente © : G — G/H dada por
m(g) = g = gH € um homomorfismo de grupos, e o respectivo nicleo N (m)
€ o subgrupo H.

Demonstrag¢do. Vimos, acima, que a operagao de G/H x G/H — G/H
definida por (g1 H,g2H) — (91 H)(92H) = (9192)H é uma operagao bindria
em G/H.

Esta operacao é associativa, dado que:

((91H)(g2H)) (95H) = ((9192)H) (93H )
= ((9192)93) H
= (91(g293)) H
= (91H) ((9293)H)
= (

g1 H) ((92H)(g3H)) .

Sendo e a identidade de G, temos naturalmente eH = H, e (¢H)H =
H(gH) = gH, e portanto H é a identidade em G/H.

E também claro que (gH)(¢  H) = (g7 'H)(¢H) = eH = H, e portanto
qualquer elemento de G/H tem inverso. Consequentemente, G/H é um
grupo.

Sendo 7 : G — G/H dada por n(g9) = g = gH, é imediato que
m(g1)m(92) = (91 H)(92H) = (g192)H = m(g9192), donde 7 é um homomor-
fismo de grupos. Finalmente, e como H é a identidade de G/H, temos
N(n)={9eG:9gH=H}=H. O

Exemplos 4.2.4.
1. Se G=S3 e H= A3, entao G/H = {I,a}, e temos a tabuada
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Temos neste caso a tabuada

=
|

I
= 1o

= =
o =
I

+
+

o 1o

E claro que este grupo é isomorfo ao grupo anterior (existe apenas um grupo
com dois elementos!).

Deixamos para os exercicios a demonstracao do seguinte resultado auxi-
liar:

Teorema 4.2.5. Se H ¢ um subgrupo normal de G, entdo os subgrupos
(respectivamente, normais) de G/H sdo da forma K/H, onde H C K C G,
e K € qualquer subgrupo (respectivamente, normal) de G.

O caso dos anéis é um pouco mais complexo. E por um lado claro que se
B C A é um subanel de A, entdo (B,+) é subgrupo de (A, +), e podemos
naturalmente formar o grupo quociente A/B: afinal, e como (A,+) é um
grupo abeliano, qualquer subgrupo de (A, +) é normal, e qualquer subanel
B é automaticamente um subgrupo normal de (A4,4). A “soma” em A/B
é, como vimos acima, dada por a1 + ag = a1 +as ou (a1 + B) + (a2 + B) =
(a1+a2)B. Nao se segue daqui que A/ B seja um anel: para isso, é necessario
que possamos igualmente definir uma operagao “produto” em A/B, de modo
a respeitar as propriedades dos anéis.

Recordemos que a técnica que utilizamos para definir o produto no caso
de Z,, se baseou no seguinte resultado:

—
(4.2.2) Se { Zj;; ((Ec())ccil ;n)) , entdo zy = 'y’ (mod m).

Este resultado implicava que, dados elementos z e y de Z,, podiamos definir
Ly =12y

sem quaisquer dificuldades relacionadas com a escolha dos representantes
x e y de cada uma das classes de equivaléncia envolvidas. Por analogia, o
procedimento natural a seguir no caso dum anel A com subanel B C A é fazer
a1 az = ay az, ou (a1 + B)(az+ B) = ajaz+ B. No entanto, tal procedimento
s6 é aplicavel se a; = a) (mod B) e az = a}, (mod B) implica ajay = a)db.
Caso contrario, o resultado da operacao depende de uma escolha arbitraria
dos representantes aq e as. Este problema é completamente esclarecido pela
seguinte:

Proposigao 4.2.6. Se B € um subanel de A e a = a’ (mod B) se e sd se
a’ —a € B, entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) B € um ideal de A;
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(i) Se a; = a} (mod B) e as = ), (mod B) entao ajas = aja) (mod B),
para quaisquer ay,al,as, ay € G.

Demonstracao. Vejamos que ambas as implicacoes sao verdadeiras.

(i) = (ii): Se a1 = @} (mod B) e az = a), (mod B), entao aj = a; + by
e ah = ag + by, onde bl,bg/ € B. Portanto, ajay = (a1 + b1)(ag + b2) =
a1as + a1by + asby + b1bs. E claro que b1by € B, porque B é um subanel, e
aybe, agby € B, porque B é um ideal. Concluimos que a}jajy = ajaz + b, onde
b= aiby + agby + b1be € B, e portanto ajay = ajal (mod B).

(ii) = (i): Temos a provar que, se a € A e b € B, entao ab,ba € B.
Para isso, basta-nos observar que b € B sse b =0 (mod B), onde 0 é o zero
do anel A. De acordo com (ii), temos entdo ab = a0 (mod B) e ba = 0Oa
(mod B), ou seja, ab =0 (mod B) e ba =0 (mod B). Concluimos por isso
que ab,ba € B, e B é um ideal. O

O préximo resultado é o andlogo do Teorema EEZ3, agora especializado
para o caso dos anéis. A sua demonstracao fica como exercicio.

Teorema 4.2.7. Se I C A é um ideal do anel A, entio A/I é um anel para
as operagoes a1 +az = a1 +ag e a1 ag = ajas. Se A € abeliano (respectiva-
mente, com identidade 1), entdo A/I € um anel abeliano (respectivamente,
com identidade 1). Além disso, a aplicagdo quociente 7 : A — A/I dada por
m(a) =a=a+ 1 é um homomorfismo de anéis, e o respectivo nicleo N ()
€ o ideal I.

Os exemplos seguintes mostram que muitas das propriedades do anel A
nao passam ao quociente.

Exemplos 4.2.8.

1. Os anéis Z,, sao claramente casos particulares de aplicacao do teorema an-
terior. Referem-se evidentemente a escolha A =7 e I = (m), onde m é um
inteiro fixo. Neste caso, A € sempre um dominio integral, enquanto que o
quociente A/I possui divisores de zero, se m ndo € primo.

2. Tomemos A= Q[z] e I = (m(x)) onde m(x) = x> + 1. Dado p(z) € Q[z],
sabemos do algoritmo de divisao que existe q(x) € Q[x] tal que

p(@) = q(x)(@* +1) + (a+bx),  (a,be K[z]),

onde obviamente q(z)(x? + 1) € I. Assim p(x) = a + bz, i.e., p(x) = a + bz,
e concluimos que
Q]

(x? +1)
As operacoes algébricas neste anel sao fdaceis de determinar. A soma deve ser
calculada como se segue:

={a+bx:a,beQ}.

at+br+ad +bVr=a+bx+ad +bx
=(a+d)+(BH+V)x.




4.2. Grupos e Anéis Quocientes 183

Para o produto, observamos primeiro que 2+1 =0, ou seja, 2> = —1. Temos
portanto:

(a+bx)(a' +b'x) = (a+bx)(ad +Vx),
= ad’ + (ba’ + ab)x + bb'z?,
= (aa’ — bb') + (ba' + ab’)x.

Para simplificar a notacdo utilizada, escrevemos a em lugar de a, e i em lugar
de x (note que a =b se e sé se a =b). Nesta notagdo, as operagdes algébricas
acima calculam-se como se seque:

(a+bi)+ (a/ +b'i)=(a+ad)+ (b+1)i,
(a+bi)(a' +b'i) = (aa’ — bb') + (ab’ + a'b)i.

Deve ser por isso claro que Q[z]/(x?+1) é isomorfo a Q[i], uma “coincidéncia”
explicada mais adiante. Observamos desde ji que Q[z]/{x? + 1) é um corpo e
uma extensio de Q. Note que nesta extensdo o polinémio 2 + 1 tem raizes e
€ redutivel.

O prozimo exemplo mostra que o mesmo fenomeno ocorre em corpos K finitos.

3. Tomamos A = Zs[x] e I = (x®> + = + 1). Tal como acima, se p(x) € Zs[x],
entdo existe q(x) € Za[x] tal que

p(x) = qlx)(x® + . + 1)+ (a + bz).

Mais uma vez, p(x) = a + bz, i.e., p(x) = a + bz, o que neste caso conduz a
um anel finito com 4 elementos.

Zs[x]

T o : Zo} ={0,1,2,1 )
<w2+$+1> {M a”be 2} {97_a£a +.’B}

Escrevemos ainda a em lugar de a, e o em lugar de z, donde 1 + a + a2 =0,
ou ainda o* = -1 —a =1+ a. (Como a = —a no corpo Zsy, temos também
a = —a no anel quociente). Neste caso, podemos exibir as tabuadas completas
deste anel, onde por conveniéncia escrevemos 3 = o® = 1+a. Efcicil verificar
que estas tabelas sdo as do corpo de 4 elementos que referimos num exercicio
do Capitulo [

QRS =~
S~ |
SIS
~|®R| L [R
[oR N eI ES ey

| Q| ~| |+
R L |~

~ R R

VL | =D
R [~ ~

FEste corpo é uma extensdo do corpo Zs, e neste corpo o polindmio x> +x + 1
tem raizes, e € redutivel.

Deixamos para os exercicios, verificar que em geral o anel quociente
K[z]/(m(x)) é sempre uma extensao do corpo K (e também um espaco
vectorial de dimensao n sobre K, onde n é o grau do polinémio m(x)).
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Nos exemplos apresentados acima, o anel quociente obtido é sempre um
corpo. Por outro lado, vimos, quando estuddmos os anéis Z,,, que estes
anéis sao corpos precisamente quando m é um ndmero primo, o que ocorre
exactamente quando (m) é um ideal maximal de Z. Podemos agora mostrar
como estes factos estao relacionados.

Teorema 4.2.9. Se A é um anel abeliano unitario, e I C A é um ideal de
A, o quociente A/I é um corpo se e sé se I € um ideal mazimal de A.

Demonstracao. Supomos primeiro que I é um ideal maximal de A. Temos
a provar que A/I tem identidade 1 # 0, e que, se a # 0, entao existe z € A
tal que ax = 1.

Notamos, primeiro, que 1 € I, i.e., 1 # 0, pois caso contrario terfamos
I = A. (Porqué?) Sendo a # 0, i.e., a ¢ I, consideramos o conjunto
J={axr+b:x € Aeb e I} E claro que a € J, e portanto J # I. B
também claro que I C J. Como A é abeliano, é imediato verificar que J é
um ideal de A, e como I é um ideal maximal concluimos que J = A. Como
1€ A, temos 1 € J, e portanto existe x € Aeb e [ tal que 1 =azx+ b, ou
axr = 1.

Reciprocamente, suponhamos agora que A/I é um corpo e seja 7 : A —
A/I a aplicacao quociente. Se J D I é um ideal de A que contém I, entao
m(J) C A/I é um ideal # {0}. Como A/I é um corpo, m(J) = A/I. Existe
poisa € Jtalquea =1, i.e., 1=a+b,comb e I. Como I C J, concluimos
que 1 € J, logo J = A. Portanto, I é um ideal maximal. O

Se D é um dominio integral, entdo D[x]| é um dominio integral, e m(x)
é irredutivel se e s6 se (m(x)) é um ideal maximal na classe dos ideais
principais de D[z] (ver Proposi¢ao BZ3). Se D = K é um corpo, K|[x]
é um d.i.p., logo, aplicando o teorema acima, obtemos imediatamente o
seguinte:

Coroldrio 4.2.10. O anel K[z]/(m(x)) é um corpo se e s se m(x) €
irredutivel em K[x].

Este corolario mostra a razao pela qual os exemplos anteriores sao corpos,
e pode ser usado, pois, para criar extensoes de corpos conhecidos, e em parti-
cular construir novos corpos. O Teorema EEZ9l, pode por seu lado, ser usado
para definir os niimeros reais em termos dos nimeros racionais, permitindo-
nos verificar finalmente que a usual axiomatica dos reais é também con-
sequéncia dos axiomas para os inteiros que apresentdmos no Capitulo B o
que faremos na proxima seccao. Ai introduziremos também uma definicao
formal dos complexos, identificados como o quociente de R[zx] por (x2 + 1).

Exercicios.

1. Prove que, se H é um subgrupo de G e [G : H| = 2, entdo H é um subgrupo
normal de G.
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2. Prove que N é um subgrupo normal de G se e s6 se existe um grupo H e um
homomorfismo ¢ : G — H tal que N é o nticleo de ¢.

3. Seja N um subgrupo normal de G, e 7 : G — G/N a aplicagdo quociente.
(a) Prove que, se N C H C G onde H é um subgrupo de G, entao N é um
subgrupo normal de H, e H/N é um subgrupo de G/N.

(b) Mostre que os subgrupos de G/N sao da forma H/N, onde H é um
subgrupo de G que contém N.

4. Seja N um subgrupo normal de G, e x € G.
(a) Supondo que a ordem de x em G é finita e igual a m, prove que a ordem
de z em G/N é finita e divide m.

(b) Mostre que se a ordem de x em G é infinita entdo a ordem de z em G/N
pode ser finita ou infinita.

5. Sendo A um anel e I um ideal de A, mostre que a operacdo de produto no
anel A/I, dada como vimos por (a1+1)(a2+1I) = ajaz+1I, ndo corresponde em
geral ao produto de conjuntos que definimos como CD = {cd : c € C e d € D}.

6. Demonstre o Teorema EE2Z1

7. Prove que a funcio ¢ : Q ® Q — Q[z]/(z? + 1), dada por ¢(a,b) = ax + b, é
uma bijecgao.

8. Determine as tabuadas da soma e do produto no anel Zs[z]/(z? + 1), e veri-
fique directamente que este anel ndo é um corpo. Porque é que este resultado
nao contradiz o Teorema EE2Z9I

9. Considere o anel Q[z]/(m(x)), onde m(z) = % + x* + x? + 1. Determine o
inverso de « 4+ 2. Verifique se este anel tem divisores de zero, e, caso afirmativo,
dé um exemplo.

10. Mostre que Q[z]/(z? — 3z + 2) é isomorfo a Q ® Q. SUGESTAO: Mostre que
a fungao ¢ : Q[z]/(x? — 3z + 2) — Q& Q dada por ¢(p(z)) = (p(1),p(2)) estd
bem definida, e é um isomorfismo de anéis. T

11. Sendo L = Zs[z]/(x* + = + 1), factorize o polinémio x2 + = + 1 em L[z].

12. Seja m(x) um polindmio irredutivel de grau n em K[z], e L = K|x|/(m(x)).
Prove que:

de grau 1.
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13. Verifique que o polinémio x> +x? + 1 é irredutivel em Zy[z]. Aproveite este
facto para determinar as tabuadas de um corpo L com 8 elementos. Factorize
o polinémio &> + 22 + 1 em L.

14. Seja I C A um ideal, e 7 : A — A/I a aplicagdo quociente 7w(a) = a.
Verifique que J C A/I é um ideal de A/I se e s6 se J = w(J), onde J é ideal
de AelCJ.

15. Determine todos os ideais de Za[z]/(z? + 1).

16. Classifique os grupos G nao-abelianos, com 6 elementos, mostrando que:

(a) G tem um elemento = de ordem 3, e H =< x > é normal em G.
(b) G tem um elemento y de ordem 2, ey ¢ H.
(c) Prove que yx = zy?, porque yx € xH. Conclua que G ~ S3.

4.3 Numeros Reais e Complexos

E intuitivamente evidente que os numeros racionais podem ser representados
por pontos numa recta, e a determinagao do ponto que corresponde a um
racional dado é possivel, desde que fixemos dois pontos arbitrarios que repre-
sentem os racionais 0 e 1. Os Gregos da Antiguidade Classica descobriram
um fenémeno interessante relacionado com esta associacao entre ntimeros ra-
cionais e pontos duma recta: se é verdade que qualquer racional determina
um ponto, é igualmente verdade que existem pontos que nao correspondem
a numeros racionais. Pensaram os gregos que este fenémeno representava
um erro dos deuses, ja que os racionais (um subproduto dos naturais) eram
de algum modo insuficientes, e na realidade tentaram durante algum tempo
ocultar este facto do conhecimento geral, aparentemente com medo da célera
dos mesmos deuses. Sob este aspecto, os Gregos enganaram-se, e, cComo ve-
remos nesta secgao, os numeros reais, que efectivamente descrevem todos os
pontos da recta, podem ser definidos em termos dos racionais, e portanto
(pelo menos indirectamente) a partir dos naturais.

Em linguagem moderna, a deficiéncia bésica do corpo dos racionais
exprime-se em termos da no¢ao de sucessao de Cauchy. Relembramos aqui a
terminologia que deve ser conhecida da Anélise, adaptada ao caso particular
dos racionais.

Defini¢ao 4.3.1. Seja * = (x1,x2,...) uma sucessao em Q. A sucessao
diz-se:

(a) LIMITADA, se existe M € Q tal que

|z, < M,Vn € N.
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(b) CONVERGENTE em Q, se existe [ € Q tal que

VeeQt,ANeEN:n>N = |z, — | <e.

(c) de CAUCHY, ou FUNDAMENTAL, se

Vee QN AN eN:n,m > N = |z, — =] < &.

Obviamente, se uma sucessao € = (z1, o, ...) é convergente com limite
[, entao escrevemos x,, — [, ou ainda lim, ..z, = [. Temos também os
resultados usuais de soma, produtos, diferencas e quocientes de sucessoes
convergentes. Nao ¢ dificil mostrar que, no corpo Q,

(i) Qualquer sucess@o convergente é fundamental, e
(ii) Qualquer sucessao fundamental é limitada.

Por outro lado, existem sucessoes fundamentais que nao sao convergentes,
como verificamos a seguir, através de um exemplo simples.

Exemplo 4.3.2.
Considere-se a funcdo f : Q — Q definida por f(z) = 22 Ge g > 0,

2z
notamos que f(x) > 1, porque
(z—12+1>0 = 2°-20+2>0,
— 22 +2> 2,
2?42

=
2x

> 1.

Sendo x,y > 0, observamos igualmente que

fla) = ) = LY W22y,

. . ‘e . -2 . o 2
Se além disso x,y > 1, € fdcil verificar que —1 < WW <1, poisg(z)=1-— =

z
€ crescente para z > 0, donde

1
[f(z) = fy)l < lz —yl.
Seja entdo {xp tnen a sucessio em Q definida por
x1=1, expy1 = f(z,) sene N

Temos paran > 1

1
|xn+1 - xn| = |f($n) - f(‘rnfl)| < §|xn — Tp-—1|

e portanto

|Znt1 — zn| < |ze — x1].

2n71
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Deizamos para os exercicios, verificar que para m > n temos

1
[T — | < 2,1—_2|x2 — 1],

donde concluimos que a sucessio {xy}nen € fundamental.
Apesar de fundamental, esta sucessao nao € convergente em Q. Na realidade,
temos
2
Tnt+1 = f(xn) - 25577,4—13711 =T, + 2,

e, portanto, se x, — x, entdo 2x> = 22 + 2, ou x? = 2, equacdo que ndo tem
solugoes em Q.

Embora a sucessao do exemplo anterior nao convirja em Q, obviamente
converge em R para o irracional v/2. De um modo geral, sabemos que
qualquer sucessao fundamental em Q converge para um numero real, que
pode ou nao ser irracional. Do ponto de vista desta seccao, que se destina
exactamente a definir os ntimeros reais, isolamos a seguinte ideia bésica:

e Qualquer sucessao de Cauchy em @ determina um nimero realﬁ.

Bem entendido, sucessoes de Cauchy distintas podem determinar o mesmo
numero real, o que ocorre exactamente quando as duas sucessoes tém o
mesmo limite, i.e., quando a diferenca das duas sucessoes converge para
zero. Por outras palavras:

e As sucessoes de Cauchy {x, }nen € {yn}nen determinam o mesmo real
se e 86 se (z, — yn) — 0.

Definindo duas sucessoes de Cauchy, {x, }nen € {Yn}nen, como equivalentes
se (z, — yn) — 0, a ideia central que usaremos para definir os reais a partir
dos racionais é a de introduzir os niimeros reais como classes de equivaléncia
de sucessoes de Cauchy em Q.

Para explorarmos em pormenor estas ideiaﬂ, necessitamos da seguinte
proposicao que na realidade as enquadra como um caso particular na teoria
desenvolvida na secgao anterior. A sua demonstragao é um simples exercicio.

Teorema 4.3.3. Seja A o conjunto das sucessoes racionais. Entao:

(i) A com as operacdes de soma e produto usuais para sucessoes é um
anel.

5Compare-se esta observacio com a que fizemos a propésito da definicdo dos nimeros
racionais a partir dos inteiros: qualquer par (m,n) de inteiros com n # 0 determina um
nimero racional.

SEste método de definicdo dos nimeros reais deve-se a Georg Cantor (1845-1918),
matematico alemao que descobriu igualmente a moderna Teoria dos Conjuntos, e criou a
teoria dos nimeros “transfinitos”.
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(i) O subconjunto B C A formado pelas sucessoes de Cauchy em Q é um
subanel de A.

(iii) O conjunto I formado pelas sucessoes em Q que convergem para 0 é
um subanel de A e ideal de B.

Se ¢,y € B sao sucessoes de Cauchy em Q, é claro que x e y determinam
0 mesmo ntumero real se e s6 se x —y converge para 0, i.e., seesése x—y € I.
Temos portanto

Definicao 4.3.4 (Cantor). O anel B/I designa-se por R. Os seus elemen-
tos (que sdo classes de equivaléncia de sucessoes de Cauchy em Q) dizem-se
NUMEROS REAIS.

Deve ser claro que o anel R é uma extensao do anel Q, ja que, dado
qualquer racional ¢ € Q, podemos formar a sucessao constante q dada por
qn = q para qualquer n € N (obviamente uma sucessao de Cauchy), e a
aplicagao ¢ : Q@ — R dada por ¢(q) = g é um homomorfismo injectivo.
Observamos também que o zero de R é a classe de equivaléncia da sucessio
identicamente nula (o ideal I), e a sua identidade é a classe de equivaléncia
da sucessao identicamente igual a 1. Naturalmente, qualquer sucessao de
racionais convergente para 0 é um representante de I = 0, assim como
qualquer sucessao convergente para 1 é um representante de 1.

Para verificar que R é um corpo (o que equivale a provar que I é um
ideal maximal de B), é necessdrio mostrar que, se £ € R — {0} entao existe
y € R tal que zy = 1. Directamente em termos de sucessoes de Cauchy em
Q, o resultado a provar é o seguinte:

Proposigao 4.3.5. Se x € uma sucessao de Cauchy em Q que ndo converge
para 0, existe uma sucessdo de Cauchy y em Q tal que x,y, — 1.

Demonstracao. Sendo x uma sucessao de Cauchy em QQ que nao converge
para 0, deixamos como exercicio provar que existe um racional § > 0 e um
natural N € N tal que |z,| > 0 paran > N.

Definimos a sucessao y € Q por

/0, sen <N

Yn = ﬁ, sen > N.

Notamos que para n > N temos |y,| = |ﬁ| < %, donde obtemos para
n,m > N que

|Tr, — T

1
|ym_yn‘ = < _‘mn_mm‘ — 0,
52

|Znm|

e y é uma sucessao de Cauchy em Q.
Como z,y, = 1 paran > N, é ébvio que z,y, — 1. O
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Para provar que R é um corpo ordenado, é necessério definir um conjunto
R™ tal que:

Lz,yecR" = z4+yecRexzyecRH;
2. Se & € R, verifica-se exactamente um dos seguintes trés casos:

zeRTouxz =0, ou —x R,

Um momento de reflexdo sugere um procedimento natural a seguir:

Definicao 4.3.6. Se € R (donde x é uma sucessao de Cauchy em Q),
dizemos que x é POSITIVO se e s se existe um racional ¢ > 0 e IV € N, tal
que n > N = z,, > . Designamos o conjunto dos reais positivos por R*.

E muito simples demonstrar agora que
Teorema 4.3.7. R € um corpo ordenado.

Note em particular que, de acordo com o que dissemos no Capitulo
sobre anéis ordenados, podemos definir || = max{x, —x} para qualquer
x € R.

Sendo g € Q um racional, designamos acima por g a sucessao constante
dada por ¢, = ¢ para qualquer n € N (que como menciondmos é uma su-
cessao de Cauchy), e por q o respectivo niimero real (a classe de equivaléncia
determinada por q). Como também indicdmos acima, a fungao f: Q — R
dada por f(q) = q ¢ um homomorfismo injectivo, e podemos por isso dizer
que o corpo R é uma extensdo do corpo QQ. Sabemos igualmente da Andlise
que qualquer numero real pode ser aproximado a menos de um erro arbitra-
riamente pequeno por um racional, i.e., que “Q é denso em R”, ideia que
podemos agora formalizar e provar como se segue:

Proposicao 4.3.8. Se x e € sao reais e € > 0, existe um racional q tal que
lz—q| <e.

Demonstracao. Comecamos por escolher representantes de « e g, i.e., su-
cessoes de Cauchy no corpo dos racionais, * = (x1,z2,...)ee = (e1,€2,...).
Como € > 0, existe um racional r > 0 tal que ¢, > r para n > Nj, onde
Ny eN.

Obtemos agora o “racional” g pelo expediente de transformar a sucessao
o numa sucessao constante, usando um dos seus termos de ordem suficien-
temente elevada. Como a é uma sucessao de Cauchy, existe No € N tal
que

r

n,m > No = |z, — Tpp| < 5
Tomando ¢ = zp,, que é evidentemente um numero racional, vemos que,
se n > max{Ny, No}, entdo ¢ < z, — ¢ < § (porqué?), e portanto temos

—r <x —q <r,oqueimplica |z — q| < €. O
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As propriedades dos ntimeros reais, que sao, bem entendido, a fundacao
sobre a qual se desenvolve a Anadlise, sdo normalmente introduzidas por via
azxiomdtica: um breve exame dos axiomas utilizados revela que tradicional-
mente contém apenas a afirmacao de R ser um corpo ordenado, complemen-
tada pelo chamado “Axioma do Supremo”, que é invocado, por exemplo,
para provar que em R qualquer sucessao de Cauchy é convergente, contrari-
amente ao que vimos ser verdade em Q.

Nesta secgao, onde apresentamos uma defini¢ao construtiva (por oposi¢ao
a azriomdtica) dos nimeros reais, ja mostramos que R é um corpo ordenado,
restando-nos portanto demonstrar que o “Axioma do Supremo” ¢é outra das
consequéncias da definicdo apresentada. No entanto, preferimos passar di-
rectamente a provar que em R todas as sucessoes de Cauchy sao convergen-
tes, o que deixamos como um exercicio um pouco mais ambicioso:

Teorema 4.3.9. Qualquer sucessao de Cauchy em R € convergenteﬁ.

A partir deste resultado, é possivel demonstrar com relativa facilidade
que o “Axioma do Supremo” é valido em R.

Corolério 4.3.10 (Axioma do Supremo). Qualquer subconjunto majo-
rado e nao-vazio de R tem supremo.

Demonstracdo. Supomos que A C R é nao-vazio e majorado. Existe por-
tanto um elemento M € R tal que x < M, para qualquer x € A. Definimos
agora uma sucessao em R, seguindo um procedimento de bisseccao sucessiva
tipico da Anélise Real. Comecamos por tomar x1 = M.

Como A # (), existe a € A e definimos a; = a. E claro que a1 < x1,
e tomamos agora ag = %2”’“ E 6bvio que o ponto as divide o intervalo
[a1,x1] em dois subintervalos iguais. Temos agora duas alternativas:

(i) Se existe algum elemento x € A tal que = > ay (portanto, no subin-
tervalo a direita de ag), tomamos xo = z7;

(ii) Se = < ag para qualquer z € A, tomamos xy = as.

Deve agora mostrar que este procedimento aplicado sucessivamente conduz
a uma sucessao de Cauchy, que converge de acordo com o Teorema E3Tl e
mostrar finalmente que o seu limite é o supremo do conjunto A. O

Cumprimos assim o objectivo principal que nos propusemos nesta seccao:
os numeros reais podem ser definidos a partir dos nimeros racionais (e por-
tanto, implicitamente, a partir dos niimeros inteiros), e as suas propriedades
sao uma consequéncia légica dos axiomas para os inteiros apresentados no
Capitulo

"Dizemos por esta razio que R é um corpo COMPLETO.
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A definicdo dos numeros complexos a partir dos reais nao oferece qual-
quer dificuldade: como R é um corpo ordenado, é evidente que o polinémio
x? + 1 é irredutivel em R[x] (porqué?), e portanto o anel

Rl]
(x> +1)

é um corpo, dito CORPO DOS COMPLEXOS. A unidade imagindria i é natu-

ralmente a classe de equivaléncia do polinémio @, que satisfaz a identidade

i> = —1. Nao nos detemos a provar quaisquer outras propriedades ele-

mentares de C, mas mencionamos de passagem que C é também um corpo
completo.

Exercicios.

1. Seja A um anel ordenado. Prove que qualquer sucessao convergente em A é
fundamental, e qualquer sucessao fundamental é limitada.

2. Prove que, se 1 = 1, e z,,11 = f(zy), onde f é a fungdo do Exemplo EE32)
entao [T, — Tm| < 2,%2|a:2 — 1]

3. Prove que as sucessoes de Cauchy em Q formam um subanel do anel das
sucessoes em Q.

4. Prove que as sucessoes de racionais que convergem para 0 formam um ideal
do anel das sucessoes de Cauchy em Q.

5. Seja & uma sucessao de Cauchy em Q. Prove que as seguintes afirmagoes sao
equivalentes:
(a) « ndo converge para 0;

(b) existe um racional € > 0 e uma subsucesséo x,, tal que |x,,| > ¢ para k
suficientemente grande;

(c) existe um racional d > 0 tal que |z, | > d para n suficientemente grande.

6. Suponha que z,y € R.

(a) Prove que, se z,y € Rt entdo  +y € Rt e zy € RT.
(b) Prove que os casos £ € RT, z = 0, e —z € R™ sdo mutuamente exclusi-
VOs.

7. Demonstre o Teorema L33 e complete a demonstracao de Corolério EE3T0

8. Prove que o ordenamento dos reais é tnico, i.e., mostre que, se R é um corpo
ordenado, entdo € Rt se e s6 se existe y € R tal que = = 2.

9. Prove que R é nao-numerével, e por isso é uma extensao transcendente de Q
(e um espago vectorial de dimensao infinita sobre Q).
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10. Mostre que, se z é um real e 0 < = < 1, entao existe uma sucessao de

inteiros a, as, ... tal que 0 < a,, < 9 para qualquer n € N e
an
T = —.
10m

11. Mostre que C é um corpo completo.

4.4 Isomorfismos Canoénicos de Grupos

Se G e H sao grupos, e K C G é um subgrupo normal de G, é natural inves-
tigar a relagdo entre os homomorfismos (;3 :G/K — H, e os homomorfismos
¢o:G— H.

Nao é em qualquer caso evidente como podemos definir homomorfismos
gB : G/K — H. No entanto, e dado que a aplicagdo quociente usual 7 : G —
G/K,dadapor n(z) = z = K, é um homomorfismo de grupos, é claro que a
funcdo composta ¢ = ¢om : G — H é um homomorfismo de grupos, e ¢(z) =
¢(x), para qualquer z € G. Por outras palavras, e como esclarecimento
parcial da relacao mencionada acima, qualquer homomorfismo 55 :G/K —
H é da forma ¢(z) = ¢(x), onde ¢ : G — H é um homomorfismo definido
no grupo “original” G.

Claro que o aspecto mais interessante a esclarecer aqui é o de saber
exactamente quais os homomorfismos ¢ : G — H, tais que existe algum
homomorfismo ¢ : G/K — H, dado por ¢(z) = ¢(x). E esse o problema
ilustrado pelo seguinte diagrama comutativo, onde a seta a tracejado serve
para indicar que desejamos afirmar a existéncia do homomorfismo corres-

pondente.
wl 7
-9

G/K ™

Suponha-se entdo que ¢(z) = ¢(x). Se z € K entdo x = K ¢ a identi-
dade de G/K, e portanto ¢(z) é a identidade de H. Mas neste caso temos
igualmente que ¢(x) = ¢(z) é a identidade de H, ou seja, x pertence neces-
sariamente ao ntcleo de ¢. Mais sucintamente, se N = N(¢) é o nicleo de
¢, entao K C N. Esta ultima condicao é na verdade necessaria e suficiente
para a existéncia do homomorfismo (;3:

Proposigao 4.4.1. Os homomorfismos q; : G/K — H sao as fungoes dadas
por ¢(x) = ¢(x), onde ¢ : G — H € um homomorfismo com nicleo N 2 K.

Demonstragao. Ja vimos que se b - G/K — H é um homomorfismo de
grupos entdo ¢ = ¢ o w é um homomorfismo de grupos ¢ : G — H, e o
respectivo nucleo N D K.
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Suponha-se entdao dado um qualquer homomorfismo de grupos ¢ : G —
H, com nucleo N D K. Notamos que

yez=—=1'ye K—=1"'ye N = ¢(y) = ¢(z).

Por palavras, as classes laterais do subgrupo K estao contidas nos conjuntos
de nivel da funcao ¢. Se z € G/K, podemos definir ¢(z) = ¢(x), e o valor
de ¢(z) é independente da escolha do representante z. Temos em particular

é(g) = ¢(z), para qualquer z € G,

e ¢ é um homomorfismo, porque

d(z) - 9(z)) = ¢(z)p(2') = p(a - ') = Pz ).

Exemplos 4.4.2.

1. Tomamos G = Z, H = Z,,, K = (k). Designando a aplicagdo quociente
T L — L POT T, consideramos o homomorfismo ¢ = m, : Z — Z, dado
por wp(x) = x € L.

Z%Zn

-
-
-
T=T} _ -
~ [
-~
Zy,

Como o nicleo de ¢ é N = (n), existe um homomorfismo q~5 2 Ly, — Ly tal
que se ¢(mp(z)) = ma(x) e s0 se (k) C (n), ie., se e sd se nlk. Repare-se
que se escrevermos ¢(x) = x entdo a fungao ¢ aparenta ser a identidade,
mas evidentemente nao € esse o caso. Po exemplo, se k = 4 en = 2, temos

$(0)=6(2) =0, e 6(1) = $(3) = 1.

2. Sendo H = {1,i,—1,—i}, consideramos o homomorfismo ¢ : Z — H dado
por ¢(n) =1i™. O nicleo de ¢ é o conjunto dos miltiplos de 4, ou seja, N = (4).
Tomando K = N, concluimos que existe um homomorfismo b : 7y — H tal
que ¢(n) = ", para qualquer n € Z. Na realidade, temos ¢(0) = 1, ¢(1) = 1,

?(2) = =1, e ¢(3) = —1i, e portanto ¢ é obviamente um isomorfismo.
7—— s {1,i,—1,-i}
_ 7
v _ /~/
~ - d)
Zs~

3. Consideramos agora G =7, H = Z210, K = (k), e 0 homomorfismo ¢ : Z —
Zo1o dado por ¢p(x) = 36z. O nicleo de ¢ é N = {x € Z : 210|362} = {z €
Z : 35|6x} = (35). Concluimos que existe um homomorfismo ¢ : Zy, — Zano
tal que b(z) = 362 se e 50 se (k) C (35), i.e., se e s6 se 35|k. Em particular,
@ : Zno — Zo1o, dado por ¢(x) = 36z, estd bem definido, e é um homomorfismo
de grupos.
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E claro que, sendo ¢ e <f~> 0s homomorfismos referidos na proposicao EE4T]
entdao ¢ é sobrejectivo se e s6 se ¢ é também sobrejectivo. A questdo da
possivel injectividade de ¢~5, ilustrada no exemplo EEZ2IP, é mais interessante
de explorar:

Proposicao 4.4.3. Seja ¢ : G — H wm homomorfismo de grupos com
nicleo N O K, onde K C G € um subgrupo normal de G. Seja ainda w :
G — G/K a aplicagio quociente usual, m(z) =z € G/K, e ¢ : G/K — H
o correspondente homomorfismo dado por ¢(z) = ¢(x). Temos entio:

(i) O miicleo de ¢ é M = N/K = n(N), e em particular,
(i) ¢ é injectiva se e s6 se K = N.
Demonstracao. Seja e aidentidade de H. O seguinte calculo é muito simples:

M ={z € G/K : ¢(z) =} = {z € G/K : ¢(x) = e}
={z€G/K:x€ N} =n(N)=N/K.

E agora evidente que ¢ é injectiva se e s6 m(N) sé tem um elemento, (neste
caso, a classe K), o que ocorre se e s se N = K. ]

Exemplos 4.4.4.

1. Continuamos o exemplo {448, e recordamos que neste exemplo G = Z,
H = 7210, K = (70), e ¢ : Z — Zo1p ¢ dada por ¢(x) = 36z. determindmos
jd o miicleo de ¢, que é N = (35). Concluimos que o nicleo do correspondente
homomorfismo ¢ : Zzg — Zarg € M = N/K = m70((35)) = (35) = {35,0}.

2. Se no evemplo _anterior tomarmos K = (35), concluimos que o homomor-
fismo de grupos ¢ : Zzs — Za10, dado por ¢(x) = 36x, ou mais precisamente
d(m35(z)) = m210(362), com x € Z, € injectivo.

Se 0 homomorfismo ¢ é sobrejectivo, e K = N é o nicleo de ¢, a pro-
posicao anterior reduz-se a um resultado central da Teoria dos Grupos, que
usaremos repetidamente no que se segue.

Teorema 4.4.5 (12 Teorema do Isomorfismo). Se ¢ : G — Hé um
homomorfismo sobrejectivo de grupos, e N € o nicleo de ¢, entao G/N e H
sdo isomorfos. Em particular, existe wm isomorfismo ¢ : G/N — H tal que
d(z) = ¢(x) para qualquer = € G.

Este teorema é expresso pela comutatividade do seguinte diagrama, onde
a seta a tracejado afirma a existéncia do homomorfismo correspondente, que
é neste caso um isomorfismo.
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Este teorema permite-nos estabelecer facilmente a existéncia de isomor-
fismos entre grupos de natureza muito diversa. Observe-se de passagem que,
mesmo quando ¢ nao é sobrejectivo, o teorema se aplica automaticamente

a H = ¢(G).
Exemplos 4.4.6.

1. O grupo multiplicativo das raizes quartas da unidade, H = {1,i,—1,—i}, €
isomorfo ao grupo aditivo Zs, como vimos no exemplo [LAMEA Mais geral-
mente, considere-se o grupo multiplicativo R, das raizes-n da unidade, R, =
{o* . k € Z} = (a), onde a = €%, A fun¢io ¢ : Z — R, dada por
#(k) = of € um homomorfismo sobrejectivo de grupos, e o nicleo de ¢ €
N={ke€Z:a*=1} = (n).

Concluimos assim que os grupos Z,, e R, sdo isomorfos.

2. Seja ¢ : Sy, — Za 0 homomorfismo (sobrejectivo) definido por ¢(p) = sgn(p),
com p € S,. O seu nicleo (por defini¢cao) é o grupo alternado A,. Logo,
concluimos que Sy, /A, € isomorfo a Zs.

3. Supondo n e m naturais primos entre si, podemos novamente mostrar que 0s
grupos Lamn, € Ly B Ly, sao isomorfos. Para isso, definimos ¢ : 7 — Ly D L,
da forma “ébvia”, i.e., tomando ¢(x) = (wm(x), ™ (2)). O cdlculo do nicleo
N de ¢ € muito simples, porque

x € N <= () =1, (0) e mp(z) = m,(0) < (m|x e n|z) < mn|z.

Como N = (mn), o homomorfismo q~5~: Ty — Loy ® L, dado por O(Trmn () =
(T (), T (2)) € injectivo, € Zpymn ~ ¢(Lmn). Em particular, ¢(Zmn) tem mn

elementos. Como L, & L, tem também mn elementos, € claro que ¢(Zpyn) =
Z'm. @ Zn € Z'mn =~ Z”n @ Z”L'

E interessante observar que este isomorfismo €, na verdade, o inico isomor-
fismo de anéis de Zpyn para Ly, ® Zy,. Deixaremos para os exercicios, a titulo
de curiosidade, a determinacdo explicita do respectivo isomorfismo inverso.

A observacao feita acima, a propésito do grupo das raizes-n da unidade,
é bastante mais geral do que pode parecer. Na realidade, se G é um qualquer
grupo multiplicativo com identidade e, e o € G, sabemos que o grupo gerado
por a é (o) = {a¥ : k € Z}. A funcio ¢ : Z — () dada por ¢(k) = ¥
é sempre um homomorfismo sobrejectivo, e o respectivo nticleo é dado por
N ={ke€Z:a*=e}. ComoN éum subgrupo de Z, sabemos que N = (n),
onde n > (. Distinguimos agora duas alternativas possiveis para n:

(i) n=0<«= N = {0}: neste caso, ¢ é injectivo, além de sobrejectivo, e
portanto () ~ Z, e (a) é obviamente um grupo infinito. O elemento
o tem ordem infinita;

(ii) n > 0 <= N # {0}: ent@o sabemos que n é o menor inteiro positivo
em N, i.e., é a menor solucao positiva da equacio o = e. Neste caso,
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(o) ~Z/(n) =Ly, e () tem n elementos. Portanto, « é um elemento
de ordem n, e a ordem do elemento « é precisamente o menor natural
k para o qual o = e.

Exemplos 4.4.7.

1. Consideramos a permutacdo € em S3. Sabemos que €' =¢,e2 =6 ee’ =1.
Portanto, € € um elemento de ordem 3, e (¢) = {e,0,1} = A3 ~ Zs.

2. Recordamos que D5 € o grupo de simetria do pentdgono reqular, e conside-
ramos uma rotacao nao-trivial r € Ds. Deve ser claro que a ordem de r €
5. Portanto (r) ~ Zs. Mais geralmente, é fdcil mostrar que o grupo D, tem
sempre um subgrupo H ~ Z,,, que € normal em D,, (porqué?).

Usaremos a seguinte terminologia:

Definicao 4.4.8. O grupo G diz-se CICLICO se existe algum elemento g € G
tal que (g) = G. Neste caso, g diz-se GERADOR de G.

Exemplos 4.4.9.

1. O grupo Z ¢€ ciclico, com geradores 1 e —1.

2. Az € um grupo ciclico: podemos tomar g =¢ ou g = 6.

3. O grupo {1,i,—1,—i} € ciclico: podemos tomar g =1 ou g = —i.

4. Os grupos Z,, sdo ciclicos: qualquer elemento de Z}, € um gerador do grupo.

5. O grupo Zo ® Z4 néo € ciclico (porqué?).

O proximo teorema de classificacao identifica todos os grupos ciclicos, e
limita-se a resumir observagoes que ja fizémos.

Corolério 4.4.10 (Classificagao dos grupos ciclicos). Se G é um grupo
ciclico, entdo verifica-se uma das sequintes alternativas:

(i) Se G € infinito, entao G ~ Z;
(ii) Se G € finito (e tem n elementos), entao G ~ Z,,.

Usando ainda o Teorema de Lagrange, é possivel classificar também to-
dos os grupos finitos cuja ordem é um nimero primo (a respectiva demons-
tragao fica como exercicio):

Proposicao 4.4.11 (Classificagao dos grupos de ordem p). Se G ¢é
um grupo finito de ordem p, com p primo, entao G ~ Z,.

O 1¢ Teorema do Isomorfismo pode ser aplicado para esclarecer a na-
tureza do grupo HN/N, quando N e H sao subgrupos de G, e N é um
subgrupo normal de G:
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Teorema 4.4.12 (22 Teorema do Isomorfismo). Se N e H sao subgrupos
de G, e N € normal em G, entdo HN ¢ um subgrupo de G, N ¢ normal em
HN, HNN € normal em H, e

HN H
N —HNN’
Demonstracao. Observdmos no exercicio [[ da secciao ETl que, se H e N séo
subgrupos de G, entao

HN ¢ igualmente um subgrupo de <—= HN = NH.

Como N é normal em G, temos certamente HN = NH, e concluimos que
HN é um subgrupo de G.

Considere-se a aplicacao canénica 7 : G — G/N restrita a H, ou seja, a
funcao ¢ : H — G/N dada por

¢(x) = 7(x) = z, para qualquer x € H.

E claro que ¢ é um homomorfismo de grupos, e o respectivo ntcleo é clara-
mente {x € H : x € N} = HN N. Por outro lado, a imagem ¢(H) é um
subgrupo de G/N, ou seja, ¢(H) = K/N, onde K é um subgrupo de G que
contem necessariamente H e N, donde HN C K. Por outro lado, qualquer
elemento de K é equivalente a algum elemento de H, i.e., se k € K entao
existe h € H e n € N tal que kK = hn. Temos portanto K = HN.

Segue-se, do 12 Teorema do Isomorfismo, que

HN — H
N —~HNN’

O

Como consequéncia do teorema anterior, é evidente que, se H N N se
reduz a identidade de G, entao HN/N ~ H.

Finalmente, usamos ainda o 12 Teorema do Isomorfismo para estudar os
grupos quociente formados a partir de grupos quociente de G, que podemos
chamar de “quocientes de quocientes de grupos”. Note-se de passagem que
o resultado seguinte é, na realidade, uma generalizacao das observagoes que
fizémos no exemplo Suponha-se que K C H C G, onde K e H sao
subgrupos normais do grupo GG. Analogamente ao que fizémos no exemplo
referido, sejam 7 : G — G/K e mg : G — G/H as aplicagdes quociente
usuais, onde bem entendido o nticleo de mx é K, e o ntcleo de 7 é H.
Considere-se o diagrama:

G =T G/H
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O homomorfismo (;3 ¢é evidentemente sobrejectivo, porque mg é sobrejectivo.
A existéncia de qz~5 resulta da condicao K C H, de acordo com a proposicao
EZ1l Finalmente, e agora de acordo com a proposicao EEZ3l o nicleo do
homomorfismo ¢ é o grupo H /K. Aplicando o 12 Teorema do Isomorfismo
a0 homomorfismo ¢ : G/K — G/H, obtemos imediatamente:

Teorema 4.4.13 (32 Teorema do Isomorfismo). Se K e H sao subgrupos
normais de G, e K C H, entao K é um subgrupo normal de H, H/K é um
subgrupo normal de G/K, e

G/K _G
H/K  H
Note que de acordo com este resultado os quocientes de quocientes de G
sao na realidade isomorfos a quocientes de G.

Exemplos 4.4.14.

1. Tomamos G =7, H = (3), e K = (6). E claro que K C H, e tanto K como
H sao subgrupos normais de Z, pois este grupo € abeliano. Temos neste caso

G/K =17/(6) = Zs,
H/K = (3)/(6) = (3) C Ze, €
G/H =17/(3) = Zs.

De acordo com o resultado anterior, concluimos que Zg/{(3) e Zs sdo grupos
isomorfos.

2. O exemplo anterior exprime um facto completamente geral. Se n|m, e to-
marmos G = Z, H = (n), e K = (m), temos mais uma vez que K C H, e
K e H sao subgrupos normais de Z. Neste caso, G/K = Zy,, G/H = 7y, €
H/K = (n) C Zy,. Concluimos que também aqui se tem Ly, /{n) ~ Z,,.

Exercicios.

1. Seja H = (g) = {¢" : n € Z} um grupo ciclico. Prove que

(a) se H é infinito, os seus tinicos geradores sdo g e g~ 1;

(b) se H tem m elementos, a ordem de g™ é %, onde d = mdc(n, m);

(c) se H tem m elementos, g™ é gerador de H se e sé se mdc(n,m) = 1.

2. Suponha que g; e g2 sao elementos do grupo abeliano G, com ordens respec-
tivamente n e m, e prove que a ordem de g1 g2 divide mme(n, m). Conclua que
o subconjunto formado pelos elementos de ordem finita é um subgrupo de G.

3. Quais dos grupos Zy, Zo ® Lo, Zs, Ly ® ZLs € Lo ® Lo P Zs sao isomorfos entre
si?
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4. Considere o grupo multiplicativo H = (eiTﬂ> C C formado pelas solugoes
complexas de z® = 1. Determine todos os geradores e subgrupos de H.

5. Continuando o exercicio anterior, determine os automorfismos ¢ : H — H.

6. Considere o subgrupo H = ((123456)) em Sg. Determine todos os geradores
de H e todos os subgrupos de H.

7. Mostre que Aut(Zy,) ~ 7,

n:

8. Mostre que Zp € Zy, @ Zy, sa0 grupos e anéis isomorfos se e s6 se m e n sao
primos entre si.

9. Suponha que G é um grupo finito, H é um subgrupo normal de G, K é um
subgrupo de G, G = HK, e G/H é isomorfo a K. Prove que H N K = {e},
onde e é a identidade de G.

10. Prove que, se n > 1, ent@o Zy» nao é isomorfo a @p_,Zy.
11. A que grupo Z,, é isomorfo o quociente Z4q/{15)?
12. Conclua a demonstracdo da Proposigao ELZTI]

13. Suponha que o grupo G tem apenas os subgrupos triviais {1} e G. Mostre
que G =~ Z, é um grupo ciclico de ordem prima.

14. Prove que, se G é um grupo abeliano de ordem pg, com p e g primos, entao
G é ciclico.

15. Classifique os grupos com 2p elementos, onde p > 2 é primo. (SUGESTAO:
Mostre que existe um elemento x de ordem p, e que todos os elementos de
ordem p pertencem a < x >).

16. Classifique os grupos com 8 elementos. Proceda como se segue:

(a) Mostre que se G é abeliano, entao é isomorfo a um dos grupos Zs, Z4®Zs,
ou Zg ® Zs & Z2, que nao sao isomorfos entre si.
(b) Supondo que G nao é abeliano, mostre que:
(i) G tem um elemento x de ordem 4, e H =< x > ¢é normal.
(ii) Supondo y ¢ H, prove que y> € H, donde y? = 1 ou y? = 22.
(iii) Prove finalmente que yx € Hy, donde yz = x3y. Pode ser vantajoso
observar primeiro que a ordem de yzy~! é a ordem de .

(iv) Compare as suas conclusoes com as tabelas dos grupos Dy e Hg.

17. Suponha que G e H sao grupos, com subgrupos normais K C Ge N C H.
Prove que (G x H)/(K x N) é isomorfo a (G/K) x (H/N).

18. Seja G=Z®Z e N ={(n,n) : n € Z}. Mostre que G/N ~ Z.
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4.5 Isomorfismos Candnicos de Anéis

Supondo que A e B sdo anéis, ] C A é um ideal de A, e ¢ : A — B é um
homomorfismo de anel, podemos evidentemente aplicar a teoria desenvolvida
na seccao anterior ao homomorfismo ¢, que é também um homomorfismo do
grupo aditivo (A, +) para (B,+). Sabemos em particular que, se o nicleo
de ¢ contem I, entdo existe um homomorfismo de grupo (;3 : A/I — B tal
que ¢(z) = ¢(z), o que ilustramos no seguinte diagrama comutativo.

A—2 B
|
Al

Além disso, e como ¢ é um homomorfismo de anel, temos igualmente

d(z) - p(z!) = ¢(z)p(2') = p(a - ) = P(a - 2').

Por outras palavras, o homomorfismo (;3 é certamente um homomorfismo
de anel, desde que o homomorfismo “original” ¢ também o seja. Por esta
razdo, a adaptacao das proposicoes LAl e da seccao anterior, ao caso
dos anéis, é imediata.

Proposicao 4.5.1. Sejam A e B anéis, | C Aumideal de A, em: A — A/l
a usual aplicagdo quociente, w(x) =x € A/I.

(i) Os homomorfismos de anel ¢ : A/I — B sio as fungées dadas por
o(m(x)) = ¢(x), onde ¢ : A — B é um qualquer homomorfismo de
anel, com nicleo N O I.

(ii) Sendo ¢ : A — B um homomorfismo de anéis com micleo N 2 I,
e A/I — B o correspondente homomorfismo de anel dado por
o(m(x)) = ¢(x), temos ainda

(a) O micleo de ¢ é M = N/I = n(N), e em particular,
(a) ¢ € injectiva se e sé se [ = N.
Se A é um anel, entao ¢ : Z — A é um homomorfismo de grupos aditivos
se e 86 se h(n) = na, onde a € A é um elemento fixo, mas arbitrdrio, do anel
A. E muito facil verificar que ¢ é igualmente um homomorfismo de anéis se

e s6 se a = ¢(1) é solugao da equacio r2 = z em A. Reanalisamos alguns
dos exemplos da seccao anterior a luz desta observacao elementar.

Exemplos 4.5.2.
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1. Tomamos A = Z, B = Z,, e I = (k). A aplicagio quociente ¢ = m,
7 — Zy, é, como sabemos, um homomorfismo de anéis, porque ¢(1) =1 € a
identidade de Z,,. Desde que nlk, temos entdao

onde ¢ : Zy, — L, dada por ¢(my(x)) = T, (x), € um homomorfismo de anéis.

2. Tomamos agora A =7, B = Za10, ¢ I = (k). A equacio x? = x tem diversas

solugdes nao evidentes em Zs19, como, por exemplo, x = 21. O homomorfismo
@ 7 — Zoro dado por ¢(x) = me10(21x) € portanto um homomorfismo de
anéis. O respectivo nicleo N € fdacil de calcular, e temos N = (10).
Concluimos que existe um homomorfismo ¢Z 2 Ly, — Zio1o tal que é(g) =21z se
e sd se 10|k. Neste caso, e em particular, o nicleo de q~5 é o ideal (10), e QNS
injectivo quando k = 10. Na realidade, quando k = 10 entio ¢(Z) = ¢(Z1o)
(21) € um subanel unitdrio de Zs1p, evidentemente isomorfo a Zo.

[N

¢
7 ——————— Za10
7
77—7T1ol -7
-7 8

3. Considere-se ainda A = Q[z], B=Q, e ¢ : Qx] — Q dado por ¢(p(x)) =
p(1). Sabemos que ¢ é um homomorfismo de anéis, e o respectivo nicleo é, de
acordo com o Teorema do Resto, N = (x — 1). Sendo I = (m(x)) o ideal de
Q[z] gerado pelo polindmio m(x), constatamos que existe um homomorfismo

de anéis ¢ : % — Q, dado por ¢(p(x)) = p(1), se e s6 se (x — 1)|m(x), ie.,
se e s6 se p(1) =0.

O 12 Teorema do Isomorfismo é imediatamente generalizavel para anéis,
como implicitamente observamos no segundo exemplo acima. Neste caso, o
seu enunciado é o seguinte:

Teorema 4.5.3 (12 Teorema do Isomorfismo para Anéis). Se¢: A —
B ¢ um homomorfismo sobrejectivo de anéis, e I € o micleo de ¢, entdo os
anéis A/I e B sao isomorfos. Em particular, existe um isomorfismo de
anéis ¢ tal que ¢p(a) = ¢(a) para qualquer a € A.

Exemplos 4.5.4.

1. Comecamos por mostrar que, quando n e m $ao naturais primos entre si,
entdo 0s anéis Zyy, € Ly ® Ly, sdo também isomorfos. Mais uma vez, basta-
nos notar que a funcio ¢ = Tpm : Z — Ly ® Ly, dada por ¢(k) = (1 (k), Tm (k)

€ um homomorfismo de anéis. Portanto, o isomorfismo de grupos ¢ : Zpy, —

Ly, ® Ly, que apresentdmos no exemplo 2.0 € também um isomorfismo de
anéis.
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2. Seja o € C um elemento algébrico sobre Q, o ¢ Q, e m(x) o seu polinémio
minimo. Recorde-se que ¢ : Q[x] — C dada por ¢(p(x)) = p(a) € um ho-
momorfismo de anéis, com nicleo N = (m(x)), e ainda que Q[a] = ¢(Q[x]).
Concluimos do 12 Teorema do Isomorfismo para Anéis que

Além disso, e como m(x) € um polindmio irredutivel, sabemos que Q[x]/{m(x))
¢ um corpo, e portanto (porqué?)

Podemos utilizar o resultado do Exemplo EE54l1 para calcular a funcao
de Euler ¢ : N — N, que introduzimos no capitulo anterior. Recorde-se
que esta foi definida por ¢(n) = |Z}|, i.e., p(n) é o nimero de elementos
invertiveis no anel Z,,, ou ainda, é o nimero de naturais 1 < k < n que sao
primos relativamente a n.

Lema 4.5.5. Se ny,...,n, sdo naturais primos entre si, entdo

p(ny---ng) =@(ni) - o(ng).

Demonstracao. Provamos este lema para k = 2, ja que a sua generalizagao
para k > 2 se obtem por inducdo, sem qualquer dificuldade adicional. Re-
lembramos do Capitulo 1 que, se A e B sao anéis unitérios, entao (A® B)* =
A* x B*. Portanto, se C ~ A® B, e os anéis em causa sao finitos, é evidente
que [C*] = |A%]| B,
Aplicamos este resultado com A = Z,,, B = Zy,, € C = Zym,, supondo que
n e m sao primos entre si. Como Z,, =~ Zp® Zy,, concluimos imediatamente
que:
p(nm) = @(n)p(m).
O

O préximo teorema possibilita o cdlculo imediato de ¢(n), desde que se
conhecam todos os factores primos de n.

Teorema 4.5.6. Sen = Hle p;' € a factorizagdo prima de n entdo

M:nﬁ(l_%).

Demonstragdo. Concluimos directamente do lema anterior que, se n é um
. ~ . 1Tk e -
natural com factorizacao prima n = Hz’:l p;*, entao

k
o(n) =)
=1
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Sendo p um primo, e m um natural, é simples calcular p(p"™): os elemen-
tos de Zym que nao sao invertiveis sao evidentemente os elementos do ideal
(p) em Zym, e este ideal tem, por razdes 6bvias, exactamente p™ /p = pmt
elementos. Temos assim que Zym = Zym — (p) tem p™ — pm Tl =pm(1 — %)
elementos, ou seja,

A . _ . 1
plpf) = pf' =P =i (1= ).
pi
Segue-se finalmente que:
k k 1 k 1
o) = [Tet) =TTt (1= ) =aTL (1~ ).
i=1 i=1 Pi i=1 Pi

Exemplo 4.5.7.

Os factores primos de 9000 sdo 2, 3 e 5, e portanto
(9000) = 9000 | 1 — L 1-— E 1— 1) Z 2400
Y = 5 3 5= .

Vimos no Capitulo P que a existéncia dos corpos finitos Zj, se segue dos
axiomas para os inteiros que indicdmos. J& neste capitulo, vimos que a
existéncia do corpo QQ é outra das consequéncias desses axiomas. Aprovei-
tamos agora para mostrar, noutra aplicacao do 12 Teorema do Isomorfismo,
que estes corpos sao, em certo sentido, os menores corpos que existem. Por
outras palavras, vamos provar que qualquer corpo contém necessariamente
um subcorpo isomorfo a um dos corpos finitos Z,, ou isomorfo a Q. No que
se segue, K é um corpo arbitrdrio, com identidade 1.

Definicao 4.5.8. K diz-se um corpo PRIMITIVO se nao contém nenhum
subcorpo estrito (i.e., # K).

E claro que existem corpos primitivos (como Zs), e corpos nao-primitivos
(como R). Além disso, qualquer corpo K contém precisamente um subcorpo
primitivo (observe que a intersec¢ao de todos os subcorpos de K é necessa-
riamente um corpo primitivo), dito o SUBCORPO PRIMITIVO de K.

Exemplo 4.5.9.

E claro que Q € o corpo primitivo de R e de C. Da mesma forma, Q é também
o corpo primitivo de Q[v2] = {a +bv2:a,b € Q}.

O proximo teorema identifica todos os possiveis corpos primitivos:
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Teorema 4.5.10. Seja m a caracteristica de K, donde m = 0 ou m = p,
onde p € primo. Entao:

(i) Se m =0, o subcorpo primitivo de K ¢é isomorfo a Q;
(i) Se m = p, o subcorpo primitivo de K € isomorfo a Z,.

Demonstragcao. Provamos o resultado apenas para m = p, deixando o caso
m = 0 como exercicio.

Considere-se 0 homomorfismo ¢ : Z — K dado por ¢(n) = nl, onde I é
a identidade de K. E facil verificar que qualquer subcorpo de K deve conter
I, e portanto deve conter ¢(Z). Como se mostrou no Capitulo B, ¢(Z) é
isomorfo a Zj, e é portanto um corpo. Concluimos que ¢(Z) é o subcorpo
primitivo de K. U

Um corpo K é sempre um espaco vectorial sobre o seu corpo primi-
tivo, com dimensao finita ou infinita. Uma consequéncia interessante desta
observacao ¢ a seguinte: se K é um corpo finito, a sua caracteristica é ne-
cessariamente um primo p > 0, e portanto o seu corpo primitivo J tem p
elementos e é isomorfo a Z,. A dimensao de K sobre J é finita (sendo,
K seria infinito) e, portanto, existe um natural n tal que K é isomorfo ao
espaco vectorial J™. Logo,

Teorema 4.5.11. Qualquer corpo finito tem p™ elementos, onde p € primo
e igual a sua caracteristica.

Sabemos ja que existem corpos finitos com p elementos (os corpos Z,).
Na realidade, se p é primo e n é natural, existem corpos com p" elemen-
tos, e todos os corpos com p" elementos sao isomorfos entre si. Portanto,
e a menos de isomorfismos, existe exactamente um corpo com p" elemen-
tos, dito CORPO DE GALOIS H de ordem p", que designaremos por CG(p™).
Nao demonstramos imediatamente estas tltimas afirmagcoes, mas observa-
mos desde ja que, se p(x) € Zpy[x] é um polinémio irredutivel de grau n,
entdo K = Zy[x]/(p(x)) é certamente um corpo com p" elementos, e por-
tanto é, de acordo com o que dissémos acima, o corpo de Galois CG(p™).
Reduzimos desta forma a existéncia dos corpos de Galois a existéncia de
polinémios irredutiveis de grau n arbitrario em Z,

A forma de generalizar os 22 e 32 Teoremas do Isomorfismo ao caso de
anéis deve ser agora clara. Limitamo-nos a enunciar os resultados, deixando
a sua demonstragao como exercicio.

8De Evariste Galois (1811-1832). Galois, responsdvel por um dos maiores éxitos ma-
teméticos do século XIX (a teoria dos grupos), é uma figura tragica da Histéria da Ma-
temética, j4 que morreu aos 21 anos num duelo (no Capitulo [ exporemos a teoria de
Galois).

9Ver ainda o exercicio B desta seccio.
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Teorema 4.5.12 (22 Teorema do Isomorfismo para Anéis). Seja A
um anel, I um ideal de A, e B um subanel de A. Entdo I + B ¢ um subanel
de A, I ¢ um ideal de I + B, INB ¢ um ideal de B, e temos o isomorfismo
de anéis
I+B B

I —InB’
Teorema 4.5.13 (32 Teorema do Isomorfismo para Anéis). Seja A
um anel, I,J ideais de A com I C J. Entao I € um ideal de J, J/I é um
ideal de A/I, e temos o isomorfismo de anéis

A/l A

J/T T
Exemplo 4.5.14.

Com A =17, supomos que n|m. Tomamos I = (m), e J = (n), donde J D I,
el e J sao ideais de 7. Neste caso, AJI = Ly, A]J =7y, e J/I = (n) C Zp,.
Concluimos que 0s anéis Ly, /{n) € Z, sao isomorfos. Em particular, os anéis
quociente formados a partir dos anéis Z., sao anéis L.

¢
%:Zm ;ané

Exercicios.
1. Prove os Teoremas do Isomorfismo para Anéis.

2. Suponha que A é um anel unitario com n elementos. Prove que:

(a) O anel A ~7Z, se e s6 se A tem caracteristica n.
(b) O anel A~ Z, seesbseo grupo (A, +) ~ (Zn,+) .

3. A afirmagao de que Z,, ® Zy, ~ Zpm, se mdc(n, m) = 1, exprime o Teorema
Chinés do Resto em termos de isomorfismos de anéis. Como se exprime o
Teorema Fundamental da Aritmética nos mesmos termos?

4. Suponha que n,m € N, d = mdc(n,m) e k = mmc(n,m). Mostre que
Ly B Loy = Lg B Ly

5. Supondo n e m primos entre is, mostre que:

(a) Existe exactamente um isomorfismo de anel ¢ : Zy,y, — Zyy @ Zy,, €

(b) O tnico isomorfismo de anel ¢ : Z,, ® Zy,, — Ly é da forma ¢(z,y) =
Om () + dn(y), onde ¢ : Zi — Zpy é um homomorfismo injectivo da
forma ¢ (mi(x)) = Tmn(agx). Quais sdo os inteiros ax? Qual é a relacao
entre ¢ e o Teorema Chinés do Resto discutido no Capitulo 27
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6. Consideramos neste exercicio homomorfismos de anel ¢ : Z,, — Z21¢.

(a) Para que valores de n existem homomorfismos ¢ injectivos?

(b) Para que valores de n existem homomorfismos ¢ sobrejectivos?

7. Resolva a equagdo ¢(m) = 6, onde ¢ é a funcdo de Euler. Proceda como se
segue:

a
b
(c

(d) Determine todas as solugoes de ¢(m) = 6.

(a) Prove que os factores primos de m sdo 2, 3, ou 7.
(b) Mostre que se 7|m, entdo m =7 ou m = 14.

Mostre que se 7 nao divide m, entdo 3|m e 9|m.

)
)
)
)

8. Suponha que K C L sdo corpos, u € L é algébrico sobre K, e m(x) é o
polinémio minimo de u em K[x]. Mostre que Klu], K(u) e K[z ]/( (x)) sao
corpos isomorfos.

9. Suponha que I C A é um ideal de A, e diga se A é necessariamente isomorfo
ao anel I @& A/I. Por outro lado, prove que, se A é isomorfo a I & J, entdao J
é isomorfo a A/I.

10. Seja K um corpo, e p(x) = ¢(x)d(x) polindmios em Kx]. Mostre que
K[z]/(p(x)) ¢ isomorfo a K[z]/(q(x)) & Klx]/(q(x)).

11. Considere p(x) = (22 + = + 1)(x®> +  + 1) € Zz[z]. Quantos elementos
invertiveis existem em Zs[z]/(p(x))? E em Zz[x]/(p(x)?)?

12. Complete a demonstragdo do Teorema ELET0

13. Seja K um corpo primitivo, e L e M extensoes de K. Prove o seguinte:
(a) Se ¢ : L — M ¢é um homomorfismo ndo-nulo, entdo ¢(a) = a, para
qualquer a € K.

(b) Se p(x) € K[x] e p(b) =0, entao p(¢(b)) = 0, i.e., ¢ transforma raizes de
p(x) em raizes de p(x).

(c) Qz]/{x3 — 2) nao é isomorfo a Q[z]/(z> — 3).

14. Prove que qualquer corpo ordenado é uma extensao de Q, i.e., Q é o menor
corpo ordenado.

15. Qualquer corpo ordenado completo é uma extensao dos reais, i.e., R é o
menor corpo ordenado completo.
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4.6 Grupos Livres, Geradores e Relacoes

Dado um subconjunto X dum grupo GG, o SUBGRUPO GERADO POR X é a
interseccao de todos os subgrupos de G que contém X, e designa-se por (X).
Tal como no caso dos ideais, se X = {x1,29, -+ ,z,} é um conjunto finito,
escrevemos também (X) = (z1, 22, -+ ,zy). O conjunto X diz-se GERADOR
do grupo G se e s6 se (X) = G. Esta condigao é equivalente a dizer que
todo o elemento de G pode ser escrito, em notagao multiplicativa, como um
produto de poténcias positivas e negativas de elementos de X. Podemos
também definir o subgrupo NORMAL gerado por X como a interseccao de
todos os subgrupos normais que contém X.

Exemplo 4.6.1.

Se G =83 e X = {a}, onde o € uma transposi¢do, entdo o subgrupo gerado
por X é H = {1,a}, mas o subgrupo normal gerado por X ¢é o préprio Ss.

Se G é gerado por um conjunto finito, i.e., se G = (x1,x9,- - ,x,), entdo
G diz-se um GRUPO DE TIPO FINITO. Note-se, em particular, que se o grupo
abeliano G é gerado por X = {x1,x9, -+ , 2, }, entdo para qualquer elemento
g € (G existem inteiros c1,co, -+ , ¢, tais que:

g =x'xs? - zyr, ou, em notacao aditiva, g = 1@y + caxa + -+ + CpTy.

Exemplos 4.6.2.

1. O grupo ciclico G = {a) € de tipo finito. Qualquer elemento g € G € da
forma g = ™, possivelmente para mailtiplos valor de n.

2. Qualquer grupo finito € de tipo finito, porque podemos tomar X = G.

3. O grupo G = Z ® Za @ Z4 nao € ciclico nem finito, mas é de tipo finito,
porque € gerado por X = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

4. O grupo aditivo ®}_,7Z ¢é de tipo finito, porque é gerado pelos n vectores da
base candnica usual de R™, e1,es, -+ ,e,, onde e, tem todas as componentes
iguais a zero, excepto a componente k, que ¢ 1. FEste grupo tem um papel
fundamental nesta seccao.

Se um conjunto X gera um grupo G, entao existem em geral miltiplos
produtos de elementos de X que sao iguais a identidade e € G. Por exemplo,

(a) para todo o x € X, temos zz~ ! = ¢;
(b) se G é ciclico de ordem m, e X = {x} é gerador, entao z™ = e.

De uma forma por enquanto heuristica, dizemos que um produto de ele-
mentos de G que é igual & identidade é uma RELAGAO. Distinguimos entre
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relagdes triviais, como no exemplo (a), que sdo consequéncia dos axiomas
de um grupo, e relagées nao-triviais, como no exemplo (b), que dependem
da escolha de G e X.

Repare-se que muitos grupos podem ser completamente descritos, e de
forma particularmente sucinta, indicando apenas um conjunto X de gera-
dores, e um nimero restrito de relagoes entre esses geradores, que podemos
sempre escrever (em notagao multiplicativa) na forma:

C1,.C2 Ck __
xiwy?ext =1

Exemplos 4.6.3.

1. O grupo ciclico G de ordem n fica completamente descrito indicando X =
{a}, e a relagao o™ = 1.

2. O grupo S3 € gerado por X = {«,0}, e a sua tabuada resulta de aplicar
as relacées o> =1, 63 = 1, e da = ad? = ad~'. Esta ultima relacio pode
naturalmente escrever-se também adad = 1.

3. O grupo Hg € gerado por X = {i,j}, e é completamente especificado pelas
relagoes i2j2 =it=1e iji = j.

4. O grupo de simetrias Dy, de um poligono reqular de n lados é gerado por o e

p, onde

o2=1, p"=1, opop=1.

O elemento p representa uma rotagdo de 2w /n, e o elemento o representa uma
reflexdo em relacdo a um eizo de simetria do poligono.

Para facilitar a comparacao de grupos distintos G e H usando um sé
conjunto X de geradores, diremos ainda que o grupo G é GERADO pelo
conjunto X desde que exista uma fungao ¢ : X — G tal que G é gerado pelo
conjunto ¢(X), no sentido que referimos acima. Quando a fungao ¢ é evidente
do contexto da discussado, e para simplificar a notacdo, é comum usarmos
o mesmo simbolo para representar o elemento x € X e o correspondente
elemento «(z) € G.

Exemplo 4.6.4.

Podemos dizer que os grupos Ss, Hg, e Z & Z sao gerados por X = {x1,x2}.

Suponha-se agora que o grupo G é gerado por X = {x1,z2, -+ ,x,}, €
seja H um grupo arbitrario. Um momento de reflexao mostra que:

e Qualquer homomorfismo ¢ : G — H fica unicamente determinado, em
todo o grupo G, pelos valores yr = ¢(zr), assumidos por ¢ em cada
um dos geradores de (G, mas
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e Os valores y = ¢(z)) ndo sdo em geral arbitrarios, porque as relagoes
satisfeitas por x1, w9, - , T, em (G sdo necessariamente satisfeitas por
Y1,Y2, ,Yn €11 H.

Exemplo 4.6.5.

Qualquer homomorfismo de grupo ¢ : Ss — H fica unicamente determinado
pelos valores p = ¢(a) e & = ¢(5). No entanto, os elementos p,& € H ndo sdo
arbitrdrios, e devem necessariamente satisfazer as relagoes que o e § satisfa-
zem, nomeadamente: p?> = €3 =1, e &p = p€2.

Ainda de um ponto de vista intuitivo, deve reconhecer-se que o grupo G
gerado por X é LIVRE de relacoes entre os seus geradores, se existem sempre
homomorfismos ¢ : G — H, quaisquer que sejam os valores ¢(xy). Podemos
agora tornar estas ideias mais precisas, para ja introduzindo a seguinte:

Definigcao 4.6.6. Seja X um conjunto. Um grupo L diz-se um GRUPO
LIVRE (respectivamente, LIVRE ABELIANO) no conjunto X, se L é um grupo
(respectivamente, abeliano) e existe uma fungao ¢ : X — L tal que a seguinte
condigao se verifica: Para todo o grupo (respectivamente, abeliano) H e toda
a funcio ¢ : X — H existe um tnico homomorfismo ¢ : L — H tal que o
seguinte diagrama é comutativo:

L

L
|
¥

X\v

H

E'fdcil verificar que Z & Z é um grupo livre abeliano em X = {x1,z2}. Para
isso, definimos ¢ : X — L por v(x1) = e = (1,0), e t(z2) = e2 = (0,1). Dado
um qualquer grupo abeliano H, e uma funcao ¢ : X — H, observamos que
¢:7®7Z — H, dada por:

X

Exemplo 4.6.7.

¢(n,m) = ng(z1) + m(x2)

¢ um homomorfismo de grupos, e ¢(u(x;)) = d(e;) = ().

{1,020} ————>7ZaZ
|
I o
\ \V
H
Mais geralmente, se X = {x1,...,x,} € um congunto finito, consideramos o

grupo " = @, _Z=72& ---® L, e a aplicagio v : X — Z" tal que 1(z1) =
(1,0,...,0) = eq, t(x2) = (0,1,...,0) = ea,..., t(zy) = (0,0,...,1) = e,. Se
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H € um grupo abeliano e ¢ : X — H ¢ uma aplicagdo, entao o homomorfismo
¢: 7" — H € dado por:

¢(k1; ey kn) - kl(b(ml) + -+ kn¢(£n)

Portanto, @)_, Z é um grupo livre abeliano em X = {z1,..., 2, }.

Observe-se da definicao de grupo livre L em X que, se o grupo H é
igualmente gerado por X, no sentido em que existe uma funcao ¢ : X — H
tal que (¢(X)) = H, entdao o homomorfismo ¢ é sobrejectivo. Em particular,
e sendo IV o nucleo de ¢~5, concluimos que os grupos L/N e H sao isomorfos.
A importancia do grupo L para a classificacdo de grupos é assim evidente:
QUALQUER grupo gerado por X € um grupo quociente do grupo L.

Exemplo 4.6.8.

Qualquer grupo abeliano gerado por X = {x1,...,x,} € um grupo quociente
do grupo " = @,_Z = Z & --- ® Z. Ezploraremos esta observag¢io mais
adiante, para classificar os grupos abelianos de tipo finito.

Mostraremos nesta sec¢ao que, dado um conjunto X, existe (a menos de
isomorfismos) exactamente um grupo livre nao-abeliano, e um grupo livre
abeliano gerado por X, excepto quando X = {z1}, caso em que o tunico
grupo livre gerado por X é Z, e portanto é abeliano. Comecamos por provar
que os grupos livres em X sao unicos, a menos de isomorfismo.

Proposicao 4.6.9. Sejam L e L' grupos livres num conjunto X, em relacao
a fungoes 1 : X — L et : X — L', respectivamente. Supondo que L

e L' sio ambos abelianos, ou ambos ndo-abelianos, entdo existe um tnico
isomorfismo ¢ : L — L' que torna o sequinte diagrama comutativo:

¢
N

L/

X P

Demonstra¢ao. Aplicando a definigao ELG.6L com H = L' e ¢ = ¢/, obtemos
a existéncia de um tnico homomorfismo, 1 : L — L', que torna o diagrama
do enunciado comutativo. Da mesma forma, trocando os papéis de ¢ e ¢/,
obtemos um homomorfismo ¢’ : L' — L que torna o seguinte diagrama
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comutativo:

X

L/
[
[
[
Iy
[
[
]

/
\\
Daqui, segue-se imediatamente que os seguintes diagramas também sao co-
mutativos:

L

L L
I ’ |
/ | / |
| |
X | oy’ X |4 oy
| |
\L\ [ \ [
v v y
L L

Note que, substituindo, nestes diagramas, v o ¢’ e 1’ o 1 pelas aplicacoes
identidade, também obtemos diagramas comutativos. A unicidade na pro-
priedade da definicdo de grupo abeliano livre permite-nos, pois, concluir que
Yo =idp e ¢ oy = idys. Logo, o homomorfismo 1) possui uma inversa
e, portanto, é um isomorfismo. O

Mostramos agora que existe sempre um grupo abeliano livre gerado por
X. Ja vimos que é este o caso quando X é finito, quando o grupo livre
abeliano é Z@ - - - @ Z. Para definirmos o grupo abeliano livre gerado por um
conjunto infinito arbitrario, precisamos de introduzir as no¢oes de produtos
directos e somas directas de familias infinitas de grupos.

Definigao 4.6.10. Seja {G;};c; uma familia de grupos.

(i) O PRODUTO DIRECTO dos G;’s, que se designa por [[,.; G, é o grupo
cujo conjunto suporte é o produto cartesiano Hie ; G dos grupos, e
cuja operacao de grupo é definida da seguinte forma: Se g = (g;)ier €
h = (h;)icr sdo elementos de [ [;.; G, entao o seu produto é o elemento
gh = (gihi)icr € [Lic; G

(ii) A SOMA DIRECTA dos G;’s, que se designa por €, ; G, é o subgrupo
do produto directo [ ;. ; G; formado pelos elementos (g;)ier € [[;c; Gi,
em que apenas um nimero finito de g;’s é diferente da identidade (em

Gi).

1%er a definigao no Apéndice.
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Repare-se que, no caso em que o conjunto de indices é finito, a soma
directa e o produto directo coincidem, e sao equivalentes a definicao apre-
sentada no Capitulo 1. Deixamos a demonstragao da seguinte proposicao
como um exercicio:

Proposigao 4.6.11. Se X € um conjunto arbitrdrio, a soma directa L =
DPocx Z € um grupo abeliano livre gerado por X relativamente a aplicagdo
t:X — L que a xzy € X associa o elemento (gz)zex € L, em que todas as
componentes sao nulas a excep¢ao da componente xo: gz, =1 e g, =0, se

T # xg.

A aplicagdo ¢ da proposicao é injectiva, e por isso chama-se injeccdo
candnica. Assim, podemos identificar cada elemento x; € X com a sua
imagem «(x;) € L. Entdao X passa a ser um subconjunto de L, e podemos
expressar todo o elemento g # e de L na forma

g= x?llxgz . 'xZCk’

onde os indices i1,...,1%; sao todos distintos e ny,...,n; sao inteiros nao-
nulos. Esta expressao é tnica a menos da ordem dos factores, e toda a
expressao deste tipo representa um elemento de L.

Mostramos finalmente que existe igualmente um grupo livre ndo-abeliano
em qualquer conjunto X com mais de um elemento. Para construir o grupo
livre em X indexamos os elementos de X, de forma que X = {x; : i € I},
e tomamos um “produto apropriado” dos grupos livres L; nos conjuntos
X; = {z;}. O produto que utilizaremos é o chamado produto livre de grupos,
que vamos agora introduzir.

Proposicao 4.6.12. Seja {G;}icr uma familia de grupos. Eziste um grupo
[[;c; Gi, dito o PRODUTO LIVRE dos grupos G;, e homomorfismos de gru-
pos ¢; : G; — H:el G; com a seguinte propriedade: dado uwm grupo H e
homomorfismos de grupos ; : G; — H, existe um unico homomorfismo de
grupos P : H:el G; — H que, para todo o i € I, torna o sequinte diagrama
comutativo:

®i *
G; Hie[ G;
|
»; va
H

Demonstragao. Seja {G;}ic; uma familia de grupos. Definimos uma PALA-
VRA nos G;’s como sendo uma sucessao finita (g1,...,g,), em que cada g
pertence a algum G;. Ao inteiro n chamamos COMPRIMENTO DA PALAVRA,
e consideramos também a palavra vazia que designamos por 1 e que tem
comprimento zero. Uma PALAVRA REDUZIDA é uma palavra (gi,...,0n)
que satisfaz as seguintes propriedades:
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(a) nenhum g é elemento identidade de um grupo Gj;

(b) nenhuns termos sucessivos pertencem ao mesmo grupo G;

Designemos por H:e ; G o conjunto das palavras reduzidas. Neste conjunto
vamos definir entao uma estrutura de grupo.

Sejam g = (g1,...,9n) € h = (h1,..., hy) duas palavras reduzidas, com
n < m. Seja 0 < N <n o menor inteiro tal que para todo o N < k < n, gi
€ hyp_g+1 pertencem ao mesmo grupo Gy, e grphy,—r+1 € a identidade em Gj.
Entao o produto gh é a palavra reduzida definida por

( ( h o) se N >0egn,hp_nNi1 nao
Gis- s N> in=Nt1s - -5 fom pertencem ao mesmo grupo,

(915, gN—-1,9NPp—N11, Apn—N+42, ..., hay) sS€ N >0, € gN, hpn—N+1
gh = pertencem ao mesmo grupo,

(hp—N+1s---shm) se N=0en<m,

L1 seN=0en=m.

A composicao de uma palavra reduzida g com a palavra vazia 1 é dada por
gl = 1g = g. E f4cil de verificar que fica assim definida uma estrutura
de grupo, com identidade a palavra vazia 1, e em que o inverso da palavra
reduzida g = (g1,...,gn) é a palavra reduzida g~ = (g, !,... ,gl_l).

Sejam ¢; : G; — H:el G; as aplicagoes que a um elemento g € G;, com
g # e associa a palavra reduzida (g), e que a e associa 1. E ébvio que ¢; é
um homomorfismo de grupos.

Finalmente, dado um grupo H e homomorfismos de grupos ¢; : G; — H,
definimos um homomorfismo de grupos, ¥ : H;ke ;Gi; — H, da seguinte
forma: (1) = e (a identidade em H) e

¢(917 cee 7971) = 1/%‘1 (gl) e wln(gn)7

se gr € Gy, . E facil verificar que este homomorfismo é o tinico homomorfismo
de grupos que, para todo o ¢ € I, torna o diagrama comutativo:

®i *
Gi Hie] Gi
|
b 1
H

O

Daqui em diante usamos a notacao multiplicativa para escrever uma
palavra (g1,...,g,) na forma gj - - - gn.

O exemplo seguinte ilustra a diferenca entre o produto livre e o produto
ou soma directa de grupos.
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Exemplo 4.6.13.

Sejam G1 = {1,g} e G2 = {1, h} grupos ciclicos de ordem 2. Um elemento do
produto livre G1 %Gy pode ser escrito como uma sucessao alternada de produtos
de g e h. Por exemplo, sio elementos do produto livre

g,h, gh, hg, ghg, hgh, ghgh, . ..

Note que gh # hg e que ambos os elementos tém ordem infinita. Por outro
lado, o produto directo (ou a soma directa) G1 x G é um grupo abeliano de
ordem 4!

Para um conjunto X = {z; : i € I} arbitrdrio, vamos considerar o
produto livre L = H;ke ; Li dos grupos livres L; nos conjuntos {z;}. Temos
ainda uma aplicacao injectiva ¢ : X — L que a um elemento x; associa a
palavra (z;).

Proposigao 4.6.14. Se X = {x; : i € I}, o produto livre L = [];2; L; é um
grupo livre gerado por X relativamente a aplicacdo v : X — L.

Demonstragao. Precisamos de mostrar que para todo o grupo H e aplicagao
¢ : X — H existe um unico homomorfismo de grupos ¢ : L — H que torna
o seguinte diagrama comutativo:

L
|
!
y

N

H

Observe-se que os elementos de L sao palavras reduzidas da forma

kn

k1
1‘1 ---xn’

onde ki, ..., ky, sdo inteiros nio nulos. E entdo facil de ver que ¢ tem de ser
definido por )
gb(:ﬂlfl, s 71'712”) = ¢(x1)kl e ¢(xn)kn
O

Como observamos acima, qualquer elemento do grupo livre gerado pelo
conjunto X = {x; : i € I'} pode ser escrito na forma reduzida

k En
xll 2
e dois elementos deste tipo multiplicam-se de forma débvia.
Vejamos agora a relacao entre o grupo livre e o grupo abeliano livre
num grupo X. Se G é um grupo, vamos designar por (G,G) C G o menor
subgrupo de G que contém todos os elementos da forma

(g.h) =g 'h'gh, g,heq.
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E facil de ver que este grupo é um subgrupo normal de G e que o quociente
G/(G,G) é abeliano. Este grupo serd estudado mais aprofundadamente no
CapituloBl Temos entdo a seguinte proposicao cuja demonstracao é deixada
como exercicio.

Proposigao 4.6.15. Seja L um grupo livre no conjunto X em relacdo a
uma fungdo v : X — L. O quociente L/(L,L) € o grupo abeliano livre no
conjunto X em relagdo a fungao t: X — L/(L,L) dada por t = m o, onde
m:L— L/(L,L) € a projec¢cao candnica.

A existéncia de grupos livres permite-nos formalizar a nocao de relagao,
esclarecer a diferenca entre relaces triviais e nao-triviais, e definir o que
entendemos como um conjunto completo de relagoes. No que segue, H é um
grupo gerado por X C H, e L é um grupo livre em X, em relacao a funcao
t: X — L. Supomos naturalmente L abeliano, se H for abeliano. A funcao
i: X — H ¢ ainclusdo canénica (i(x) = x), Como ja observamos:

Proposigao 4.6.16. Existe um homomorfismo sobrejectivo ¢ : L — H.

X = L
|

> | &
v y

H

Uma RELACAO NAO-TRIVIAL de H é qualquer elemento r no nticleo de ¢,
distinto da identidade de L. Claro que r é, em qualquer caso, um elemento
da forma ¢(x;, )" e(24,)"? - - - t(x;, )", onde x; € X. Mas é evidente que dizer
que este elemento pertence ao ntcleo é equivalente a escrever

;"011 :;2ka =1,
e portanto continuamos a dizer que esta ultima identidade é uma “relacao”.

Dada uma colecgao de relacoes R = {r;}ics, dizemos que a relagdo r é
uma CONSEQUENCIA das relacoes 7;’s, se r pertence ao subgrupo normal de
L gerado pelos r;’s. Dizemos ainda que R é COMPLETA, se o nucleo de ¢ é
o subgrupo normal de L gerado por R.

Se a coleccao de relagoes R = {r;}ic; é completa, entdo o grupo H
fica completamente determinado a menos de isomorfismo pelo conjunto de
geradores X e pelo conjunto R, porque H é isomorfo ao grupo quociente de
L pelo subgrupo normal gerado por R. Neste caso, o par (X, R) diz-se uma
APRESENTACAO do grupo H.

Dois grupos com uma mesma apresentacao sao evidentemente isomorfos.
Por outro lado, em geral, um grupo tem muitas apresentacoes distintas.

Exemplo 4.6.17.
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Tomemos o grupo H = Zo ® Zs3. E’fdcil verificar que este grupo € gerado pelo
elemento x1 = (1,1). O grupo abeliano livre gerado por X = {x1} € isomorfo
a 7, identificando x1 com o elemento 1. FExiste um dnico homomorfismo so-
brejectivo ¢ 1 Z — Za ® Zs que aplica 1 em (1,1). O elemento 6 pertence ao
nicleo, e de facto gera o nicleo. Temos entao que R = {6} é um conjunto
completo de relagoes, e o par {{x1}, R} € uma apresentagio de H.

Em notacao multiplicativa, dizer que 6 pertence ao nicleo de ¢ € equivalente a
escrever ¢(6) =1, ou x¢ = 1.
Se tivéssemos escolhido os dois geradores x1 = (1,0) e xo = (0, 1) para Zo®Zs,

entao o nicleo de ¢ teria como geradores “naturais” os inteiros 2 e 3, ou

seja, R = {2,3}, a que correspondem as identidades 3 = 1 e 23 = 1. A

apresentagao de H € aqui o par {{z1,x2}, R}.

Infelizmente, a caracterizacao de um grupo por apresentacoes nao resolve
o problema da classificacdo dos grupos. De facto, Adyan e Rabinl] mostra-
ram, de forma independente, que em geral é impossivel determinar de forma
algoritmica se duas apresentagoes representam ou nao grupos isomorfos.

No entanto, podemos efectivamente classificar os grupos abelianos de
tipo finito explorando as suas apresentacoes, o que esbocaremos ainda nesta
seccao. Estes resultados serao em qualquer caso convenientemente genera-
lizados e desenvolvidos no Capitulo 6, no contexto da teoria dos mdédulos
sobre dominios de ideais principais, uma no¢ao mais geral que a de espaco
vectorial, e que inclui enquanto caso especial todos os grupos abelianos, em
que o correspondente d.i.p. é o anel Z.

Supomos entao que A é um grupo abeliano de tipo finito, gerado por

X ={z1,22, -+ ,2p} € A. Seja ainda L = &}_,Z o grupo abeliano livre
em X, com ¢ : X — L dada por t(xy) = er. Os geradores n; do nicleo de
¢ : L — Asaodaforman; = (11,72, ,Tin), cOm r;; € Z, e correspondem

a relacoes do tipo ;121 + 1029 + - - - + Tz, = 0 em A. Repare-se que, em
termos précticos, a apresentacdo de A é, simplesmente, a matriz R, de
dimensao m x n, constituida pelas entradas r;, € Z.

E claro que o conjunto X pode ser substituido por qualquer outro con-
junto de geradores de A, e que naturalmente nesse caso a matriz R serd
diferente. Deixamos como exercicio verificar que:

Proposicao 4.6.18. Sendo A gerado por X = {x1,z2, -+ ,x,}, € a matriz
R a lista das relacoes correspondentes, temos:

(i) Se S € uma matriz invertivel em My (Z), entao os elementos yi =
> k1 Skjx;, onde 0s s sao as entradas de S, sao geradores de A, e

(ii) A matriz RS~! é também uma apresentacio do grupo A.

118 Adyan, “The unsolvability of certain algorithmic problems in the theory of groups”,
Trudy Moskov. Mat. Obsc. 6 (1957), 231-298, ¢ M. Rabin, “Recursive unsolvability of
group theoretic properties”, Ann. of Math. 67 (1958), 172-174.
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As linhas [, 1o, -+ , [, da matriz R sdo os geradores do niucleo de ¢ em
L. E igualmente evidente que, se P é uma matriz invertivel em M, (Z),
entao estes elementos [l1,ls, - ,l,, podem ser substituidos por elementos
Ll A, onde I} = Z;”Zl Pijlj. Neste caso, a apresentacao de A passa
a ser a matriz PR. De acordo com a proposicao acima, podemos agora

concluir que:

Proposigao 4.6.19. Se P e Q sdo matrizes invertiveis, respectivamente em
M (Z) e My, (Z), entdo PRQ ¢ igualmente uma apresentacdao de A.

As matrizes P e (Q podem, em particular, representar as usuais operagoes
elementares (invertiveis) sobre as linhas e colunas de R, ou seja,

e Trocar linhas ou colunas,
e Somar a uma linha (ou coluna) um multiplo de outra linha (ou coluna),

e Multiplicar uma linha (ou coluna) por —1.
Exemplos 4.6.20.

1. Seja A um grupo abeliano gerado por X = {x1,x2}. Supomos que estes gera-
dores satisfazem as relacoes 6x1 — 6x9 = 0, e 12x1 4+ 2022 = 0. Consideramos
a sequéncia de operagoes:

6 —6 6 —6 96 0 96 0
12 20) \30 2 /) {3 2) Lo 2/

Concluimos que A é um grupo abeliano com geradores y1 e ya, tais que 2y; = 0,
e 96yo = 0. Portanto, A ~ Zo ® Zgs. Mais exactamente, existe um homomor-
fismo sobrejectivo ¢ : Z®Z — A com nicleo N = (2) & (96), e € claro que
A~Z®Z/N ~7/(2) ®Z/{96) = Za B Zgs.

2. O grupo Z¢ ® Zis tem geradores x1 = (1,0) e xzo = (0, 1), que satisfazem as
relagdes 6x1 =0 e 16z9 = 0. Os cdlculos sequintes sGo muito simples:

6 0 _ (6 0Y_ (6 —12)
0 16 6 16 6 4

18 —12 0 —48 2 0

2 4 —\l2 4 )77V o0 48 )"

Neste caso, Ly @® Zng = To ® Zys.

Em ambos os exemplos acima, repare-se que o primeiro objectivo do
calculo é a determinacao do maximo divisor comum de todas as entradas da
matriz dada. Este algoritmo de cdlculo resulta apenas da seguinte

Proposicao 4.6.21. Seja R € M,(Z), e d = mdc(R) o mdzimo divisor
comum de todas as entradas de R. Entdo existem matrizes invertiveis P, Q) €
M, (Z) tais que, sendo R' = PRQ, temos d = mdc(R') = RY;.
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Podemos facilmente demonstrar esta proposicao, mas como dissémos,
serd apresentado e provado um resultado bastante mais geral no Capitulo
6. Repare-se apenas que, uma vez obtida uma entrada da matriz igual a
mdc(R), é possivel anular todas as entradas da mesma linha e da mesma
coluna onde ocorre o mdc. Nos exemplos acima, com matrizes 2 X 2, o
cédlculo termina com este passo. Para matrizes R de dimensao n x n, com
n > 2, pode colocar-se o mdc no canto superior esquerdo da matriz, como
sugerido no enunciado acima, e anular as restantes entradas da primeira
linha e da primeira coluna. O cdlculo recomeca, agora na matriz R’ de
dimensao (n — 1) x (n — 1), formada pelos elementos r;;, com i > 1 e
j > 1, onde existem, possivelmente, elementos diferentes de zero. O mdc
das entradas de R’ é muiltiplo do mdc das entradas de R, e obtemos por este
processo uma sucessao de inteiros df|db| - - |d,.

Exemplo 4.6.22.

Tlustramos o algoritmo a sequir com uma matriz 3 X 3.

3 0 0 3 0 0 3 0 0 3 0 0

9 6 12 — 0 6 12 — 0 6 12 — 0 6 0

12 6 24 0 6 24 0 0 12 0 0 12
O homomorfismo ¢ : Z" — A é dado por ¢(ki, ke, -+ ,kn) = k1y1 +
koya + - -+ + knyn, € 0 seu nicleo é, claramente, o ideal N = (d}) & ---(d]).

Concluimos que
AEZ”/N:Z%@"'ZC%.

E possfvel que 1 = d) =dy = --- = dj, para algum k < n. Os corres-
pondentes grupos quociente ng sao triviais, e podem por isso ser ignorados.
Analogamente, podemos ter também 0 = d;» = d;'+1 = ... = d], para algum
7 < n. Neste caso, os correspondentes grupos quociente ng ~ 7. Obtemos
finalmente

Teorema 4.6.23 (Classificacdo dos Grupos Abelianos de Tipo Fi-
nito). Se A é um grupo abeliano de tipo finito, entdo A ~ Zq, & --- B ZLq,, B
Z", onde 1 < dy|da]- - |dy,.

O inteiro r é, bem entendido, o numero de inteiros d;» que sao nulos,
e chama-se CARACTERISTICA do grupo abeliano A. Os inteiros di,...,d,
chamam-se FACTORES INVARIANTES ou COEFICIENTES DE TORGAO do grupo
abeliano. Estes inteiros caracterizam o grupo abeliano a menos de isomor-
fismo. Diz-se, pois, que formam um conjunto completo de invariantes de
um grupo abeliano.

Em geral, e quando A é um grupo abeliano, o subconjunto de A formado
por todos os elementos que possuem ordem finita é o chamado SUBGRUPO
DE TORGAO de A, que se designa por Torc(A). Se Torc(A) é trivial, o grupo
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diz-se LIVRE DE TORGAO, e se Torc(A) = A, entdo dizemos que A é um
GRUPO DE TORGAO. Em todo o caso, o quociente A/ Torc(A) é sempre um
grupo livre de torcao.

Exemplo 4.6.24.

Os dois exemplos em [.0.20 sdo grupos de tor¢ao. O grupo A tem factores
imwvariantes 2 e 96, e os factores invariantes de Zg P Zqg sao 2 e 48.

Exercicios.

1. Sendo X C G, onde G é um grupo, mostre que a intersecgao de todos os
subgrupos (respectivamente, subgrupos normais) de G que contém X é o menor
subgrupo (respectivamente, subgrupo normal) de G que contem X.

2. Mostre directamente, a partir da definicdo de grupo abeliano livre L num
conjunto S, que a imagem ¢(.5) é um conjunto gerador de L.

3. Demonstre a Proposicao EEG.TTl

4. Verifique que, se A1 e As s@o grupos abelianos livres gerados por conjuntos
finitos, entdo Ay e As sao isomorfos se e s se possuem a mesma caracteristica.

5. Mostre que o grupo com dois geradores a e b e relagoes
aba b t=1, a"=1, =1
é o grupo abeliano Z,, ® Z,.

6. Mostre que o grupo com dois geradores o e p e relagoes

o°=1, p"=1, po=op!
é o grupo de simetrias D,, de um poligono regular de n lados. O elemento p
representa uma rotacdo de 27 /n, e o elemento o representa uma reflexdo em
relagao a um eixo de simetria do poligono.

7. Mostre que o grupo com dois geradores a e b e relacdes a* = 1, a?b® = 1,
abab~! =1, é o grupo Hs.

8. Considere um grupo G com dois geradores a e b e uma relacio a®b=2 = 1,
e um grupo H com dois geradores z e y e uma relacdo zyxy 'z 'y~ = 1.
Mostre que estes dois grupos sao isomorfos.

9. Dé um exemplo de grupos abelianos A; e A3 nao isomorfos, tais que Torc(A;)
é isomorfo a Torc(Asz) e Ay/ Torc(A;) é isomorfo a Ag/ Torc(Az).

10. Quais sdo os factores invariantes de Zs @ Zy ® Zg e de Zi1g ® Z3? Estes
grupos sao isomorfos?



4.6. Grupos Livres, Geradores e Relac¢oes 221

11. Considere os grupos referidos nos exemplos Em cada caso, existem
geradores y1, yo tais que n1y; = nays = 0, onde n1,ny sao os factores invarian-
tes do grupo em causa. Qual é a relagao entre estes geradores, e os geradores
“originais” x1 e x2?7 Quais s@o os homomorfismos ¢ que nos permitem concluir
que os grupos sao isomorfos respectivamente a Zg P Zgg € Zo P Zyg?

12. Demonstre a Proposicao EEG.TH

13. Seja {G; : i € I'} uma familia de grupos nao triviais, com #I > 1. Mostre
que o produto livre H:E ; Gi é nao-abeliano, tem elementos de ordem infinita
e o seu centro é trivial.

14. Sejam G e H grupos. Mostre que, se um elemento g # 1 do produto livre
G x H tem ordem finita, entdao g é conjugado a um elemento de G ou de H.

15. Demonstre as proposicoes EEG.1H e 619

16. Suposémos na demonstragao do teorema que o numero de geradores
do nicleo de ¢ (que designdmos m) é igual ao nimero de geradores do grupo
A (que designdmos n). Esta hip6tese envolve alguma perda de generalidade?
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Capitulo 5

Grupos Finitos

5.1 Grupos de Transformacgoes

Neste capitulo estudamos um tema classico da Algebra, a estrutura dos gru-
pos ﬁnitosﬂ. Ja vimos anteriormente muitos exemplos de grupos finitos, tais
como os grupos ciclicos finitos Z,, os grupos simétricos S, ou os grupos
diedrais D,,. Estes grupos sao bastante diferentes, embora possamos encon-
trar algumas relagoes entres eles. Por exemplo, D,, contém um subgrupo
normal isomorfo a Z, (o subgrupo das rotacoes), e S3 = Ds3. O objectivo
deste capitulo é precisamente o de estudar os grupos finitos de uma forma
sistemadtica, de forma a tornar evidente tais relagoes.

Nos capitulos precedentes tivemos a oportunidade de estudar algumas
propriedades do grupo simétrico S,, (i.e., o grupo de bijecgoes do conjunto
{1,...,n}) e dos seus subgrupos. Este grupo assume um papel central no
estudo dos grupos finitos, pois, como mostra o Teorema de Cayley, qualquer
grupo finito é isomorfo a um subgrupo de S,,. Em geral, chamamos GRUPO
DE TRANSFORMACOES de um conjunto X a qualquer subgrupo do grupo
Sx das bijeccoes de X. E muitas vezes til representar um grupo abstracto
na forma de grupo de transformacoes, pois torna as ideias mais intuitivas e
geométricas. Esta nocao de grupo de transformacoes é tao natural que his-
toricamente precedeu a nocao abstracta de grupo: os grandes matematicos
do século XIX que descobriram resultados fundamentais da Teoria dos Gru-
pos, tais como Galois e Lie, consideravam apenas grupos de transformacoes,
desconhecendo a nocao abstracta de grupo que s6 foi formalizada mais tarde
no inicio do século XX.

A passagem de um grupo abstracto para um grupo de transformagoes

'Embora cléssico, é um tema ainda muito actual. Por exemplo, a classificacio dos
grupos finitos simples (uma classe que introduzimos mais & frente) s6 ficou completa nos
anos 1980, estando essa classificagdo dispersa por centenas de paginas de artigos cientificos
(ver, por exemplo, o excelente artigo de R. Solomon, “On finite simple groups and their
classification”, Notices of the American Mathematical Society 42, 231-239 (1995), e as
referéncias af citadas.)

223
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é feita através da nocdo de acg¢do, cuja definicdo formal apresentamos de
seguida.

Definigao 5.1.1. Uma ACGAO de um grupo G num conjunto X é uma
funcao G x X — X, que escrevemos (g,x) — gz, satisfazendo as seguintes
propriedades:

(i) Ve € X, ex = x;
(i) Yg1,92 € G, Yz € X, g1(g27) = (g1 - g2).

Um outro ponto de vista, claramente equivalente, é o seguinte. Suponha-
se que o grupo G actua no conjunto X, e para cada g € G defina-se a trans-
formagao T'(g) : X — X pela férmula T'(g)(x) = gx. Entao as condigoes (i)
e (ii) da definigdo acima sdo equivalentes, respectivamente, a:

(i’) T'(e) = I (transformacao identidade);
(ii’) Vg1,92 € G, T(g1-g2) = T(g1) o T(g2)-

Inversamente, dada uma transformagao T'(g) : X — X, para cada g € G,
satisfazendo a (i’) e (ii’), obtém-se uma ac¢do de G em X pela férmula
gr = T(g)(z). Note-se, ainda, que cada transformacao T'(g) é bijectiva.

Figura 5.1.1: Acgao.

Assim, a aplicagdo g — T'(g) é um homomorfismo de G para o grupo
Sx das bijecgdes do conjunto X. Chamaremos, pois, a T' HOMOMORFISMO
ASSOCIADO A ACCAO de G em X. Vemos, ainda, que uma accao de G em X
realiza G como um grupo de transformacoes de X. Uma acgao diz-se EFEC-
TIVA se o homomorfismo T € injectivo, i.e., se o nicleo do homomorfismo
T : G — Sx se reduz a {e}. Ao nicleo do homomorfismo 7' chamamos
NUCLEO DA ACGAO.
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Actuando G em dois conjuntos distintos X7 e X5, com homomorfismos
associados T} e Ts, dizemos que estas acgoes sao EQUIVALENTES se existir
uma bijeccao ¢ : X1 — X tal que

(5.1.1) ¢oTi(g) =Tr(g)og, VYgeq.

Figura 5.1.2: Accgoes equivalentes.

Esta equacao pode ser ainda expressa pela comutatividade do diagrama:

X1—¢>X2

Tl(g)l lT2(g)
X1 5 Xo

Exemplos 5.1.2.

1. Considere-se o grupo O(n) das matrizes n X n que satisfazem a condi¢do
AAT = 1. Podemos definir uma acg¢io de O(n) em R™ pela formula usual
(A, x) — Az, obtendo assim uma realizagao de O(n) como um grupo de trans-
formagoes de R™. No Capitulo Ol vimos que para cada g € O(n) a trans-
formagdo T'(g) € uma isometria de R™ que fiza a origem. Esta ac¢do é efectiva
(porqué?).

2. De igual forma, podemos considerar o grupo E(n) formado por todos os
pares (A,b), onde A € O(n) e b € R™, com lei de composi¢io (A1,b1) -
(A2,bs) = (A1A2, A1bs + by). Obtemos uma ac¢ao de E(n) em R™ pela
formula ((A,b),x) — Ax+b. No Capitulo O vimos que as transformagoes
T(g), onde g € E(n), sao isometrias de R™ e que podemos realizar qualquer
isometria desta forma. Esta ac¢do também € efectiva.

3. Para um grupo G define-se uma acg¢ao de G em si préprio pela formula
(9,7) — g -z, chamada ACGAO POR TRANSLAGOES A ESQUERDA (ou também
por multiplicagdo d esquerda). Esta acgdo é efectiva (porqué?). Podemos igual-
mente definir a acgdo de G em si proprio por translagoes a direita através da
formula (g,x) — xg~—'. Estas accoes sio equivalentes: a equivaléncia é dada
pela aplicacio ¢ : X — X definida por x — 1.
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4. Uma outra acgio de G em si préprio é a ACGAO POR CONJUGAGAO, definida
da seguinte forma:

(5.1.2) (g,2) =9z =gzg™", gxed.
E um exercicio simples verificar que (i) e (ii) da Definicio BI sio satisfeitas,
e que se podem escrever, respectivamente, na forma

€r = x, g1 (gzx) = 917924

Deizamos como exercicio verificar que o niucleo desta ac¢do € precisamente o
centro de G.

5. Seja G um grupo e H C G um subgrupo. No espago quociente G/H existe
uma ac¢do natural de G definida pela formula (g, 2H) — (g-x)H. Um elemento
g € G pertence ao nicleo desta acgao se e so se:

(9-2)H=2H, Vz € G = g€ axHz ' Vo €G.

Portanto o nicleo desta acgao é

ﬂ xHax '

zeG

Deizamos como exercicio verificar que este € o maior subgrupo normal de G
que estd contido em H, de forma que a acgao € efectiva se e so se nao existe
qualquer subgrupo de H, # {e}, normal em G.

Uma aplicagdo muito simples do conceito de homomorfismo associado a
accao fornece o seguinte resultado que ja tinhamos encontrado num exercicio
de um capitulo anterior.

Teorema 5.1.3 (Cayley). Seja G um grupo finito de ordem n. Entio G
€ isomorfo a um subgrupo de S,,.

Demonstracdo. Considere-se o homomorfismo associado a acgao de GG em si
préprio por translacoes a esquerda. Esta accao é efectiva, logo o homomor-
fismo associado

T:G— Sqg>=8,
¢ um monomorfismo. O

Se G actua num conjunto X obtém-se uma particaio de X da seguinte
forma. Definimos uma relacao de equivaléncia ~ em que dois elementos de
X se dizem equivalentes, se podemos transformar um elemento no outro
pela accao do grupo, i.e., se z,y € X, entao x ~ y se existe um elemento
g € G tal que z = gy. A uma classe de equivaléncia chamamos uma G-
ORBITA. Obtemos, pois, uma particao de X em G-érbitas, onde a G-6rbita
que contém o elemento z € X é precisamente O, = {gx: g € G}. O conjunto
das G-érbitas designa-se por X/G. No caso em que X é um conjunto finito
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existe um numero finito de 6rbitas Oq,...,O0,, e cada 6rbita possui um
numero finito de elementos, obtendo-se a seguinte equacao das classes:

(5.1.3) 1X| = |O1] + -+ |On].

Uma accao diz-se TRANSITIVA se possui uma sé érbita.

Figura 5.1.3: A G-6rbita de x.

Exemplos 5.1.4.

1. As drbitas da acgao do grupo O(n) em R™ sao as esferas S, = {|x| =r: x €
R"} (r > 0) e a origem {0}.

2. A accao de G em si préprio por translagées (4 direita ou a esquerda) possui
uma so6 orbita, sendo portanto transitiva.

3. Se H C G é um subgrupo, as H-orbitas da ac¢ao de H em G por translagoes
a esquerda (respectivamente, direita) sdo as classes laterais direitas (respecti-
vamente, esquerdas) de H, de forma que G/H = {Hg: g € G}. No Capitulo
vimos que todas as orbitas desta acgcao tém o mesmo cardinal e que a partir
deste facto se deduz imediatamente, utilizando a equagao de classes (13), o
Teorema de Lagrange.

4. Consideremos a ac¢dao de G em si proprio por conjugagao. As G-érbitas
chamamos CLASSES DE CONJUGAGAO, e a classe de conjugacao que contém
o elemento x € G designa-se por “x. Dois elementos dizem-se conjugados se
pertencem & mesma classe. Um elemento x pertence ao centro C(G) se e s6
se a classe “x = {x}, de forma que C(G) € precisamente a unido de todas as
classes que contém apenas um so elemento.

Definicao 5.1.5. Se G actua em X, o SUBGRUPO DE ISOTROPIA de um
elemento z € X é o subgrupo GG, C G definido por

(5.1.4) Gy ={9€G: gz =z}
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Se dois elementos x,y € X pertencem a mesma érbita, os respectivos
subgrupos de isotropia sao conjugados. De facto, se y = gx para algum
g € GG, entao temos que

hedG, — hx=ux,
— hgly=gly,
— ghgly=y <<= ghglc Gy.
Logo os subgrupos de isotropia de = e de y estao relacionados por

Gy = gG:cg_l-

Temos, ainda, que as érbitas sao completamente determinadas pelos sub-
grupos de isotropia, como mostra a seguinte proposicao:

Proposigcao 5.1.6. Suponha-se que um grupo G actua num conjunto finito
X.

i) Se a acgdo de G em X € transitiva, entdo € equivalente & ac¢ao natural

de G em G/Gy.

(ii) Se X = O1+4---4+ 0, € a parti¢cio de X em G-drbitas e x; € O;, entao

n

(5.1.5) X[ =) [G: Gy

i=1

Deixamos a demonstracao como exercicio.

As accbes que temos vindo a descrever sao por vezes qualificadas de
acgoes a esquerda, pois obedecem & condigao (ii) da Definigao (BITl). Por
vezes é também util considerar accdes a direita onde a accado X x G — X
se escreve na forma (z,g) — g e em que (ii) é substituida por

Vgi,92 € G, Ve € X, (2g1)92 = (g1 - 92)-

Salvo mencao em contrario, utilizaremos sempre acgoes a esquerda, e por
defeito omitimos o adjectivo. E um exercicio 1util verificar como se devem
modificar os exemplos desta seccdo para se obterem accOes & direita.

Exercicios.

1. Mostre que o nucleo da acgao de G em si préprio por conjugagao € o centro
c(@).

2. Mostre que, se H é um subgrupo de G, entao [, xHz~! é o maior sub-
grupo normal de G que esta contido em H.
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3. Demonstre a Proposiciao B0

4. Diz-se que uma acc¢ao de um grupo G num conjunto X é uma ACGAO LIVRE
se todo 0 g € G com g # e actua sem pontos fixos, i.e., se os subgrupos
de isotropia GG, para todo o z € X sao triviais. Mostre que um accgao livre
é efectiva e determine quais das acgbes introduzidas nos exemplos Sao
livres.

5. Diz-se que um grupo G ACTUA POR AUTOMORFISMOS num grupo K se existe
uma accao de G em K tal que, para cada g € G, a aplicagao k — gk é um
automorfismo de K. Assuma que G actua por automorfismos em K e mostre
que:

(a) aoperagao (g1, k1)*(g2, k2) = (9192, k1(g1k2)) define um grupo (Gx K, ),
chamado o produto semidirecto de G por K, e que se designa por G X K;

(b) as aplicagdbes G — G X K: g — (g,e) e K — G x K: k — (e, k) sao
monomorfismos. A imagem do segundo monomorfismo é um subgrupo
normal de G x K.

6. Considere a ac¢do de O(n) em R™. Mostre que esta acgdo é por automorfis-
mos, e descreva o produto semidirecto O(n) x R™.

7. Determine a partigao do grupo simétrico .S,, em classes de conjugacao.
(SUGESTAO: Considere primeiro o caso n = 3.)

5.2 Teoremas de Sylow

Sabemos que, se G é um grupo ciclico, entao para cada divisor d de |G|
existe um e um s6 subgrupo de G de ordem d. Em geral, para um grupo
finito GG, é pois natural por a seguinte questao:

e Dado um factor d da ordem do grupo |G|, existird um subgrupo de G
de ordem d?

Exploramos nesta seccao a acgao por conjugacao do grupo G em si préprio,
e a correspondente equagao de classes (B3, no estudo desta questao.

Suponhamos que z € G. O subgrupo de isotropia de z para a acgao por
conjugacao de G é precisamente

{9€G:g-x-g'=a}={9eG:g-z=1x-g},

i.e., o conjunto de todos os elementos de G que comutam com zx. E pois
natural chamar a este conjunto o CENTRALIZADOR do elemento x, que vamos
designar por Cg(z). Seja “z a G-6rbita de z, i.e., a classe de conjugacio
que contém x. Entdo @z é isomorfa a G/Cg(x) e, portanto, temos

“z| =[G : Ca(x))-

Da Proposicao B8 obtemos o seguinte resultado:
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Proposigao 5.2.1. Para um grupo finito G € vdlida a sequinte férmula:

n
(5.2.1) G| = [C(G)|+ D G : Cala:)),
i=1
onde x1,. .., %y, sao representantes das classes de conjugacao de G que contém

mais do que um elemento.

Demonstragao. Observe-se que o centro C'(G) consiste precisamente da uniao
das classes de conjugacao que contém apenas um elemento. Pela equacgao
de classes na forma (L) obtemos a férmula (B2ZTI). O

Como veremos de seguida, a férmula que acabdmos de demonstrar é
muito 1util para excluir a existéncia de subgrupos de certas ordens. Por
exemplo, uma aplicacao imediata permite obter uma classe de grupos com
centros nao triviais.

Proposicao 5.2.2. Se |G| = p™, onde p é um primo, o centro de G tem
ordem p*, onde k > 1.

Demonstragao. Pelo Teorema de Lagrange a ordem do centro C(G) divide
a ordem de G, logo, pela equacao de classes (B221]), obtemos

p™ =p"+ ) [G: Cala)).
=1

Como cada z; corresponde a uma classe de conjugacao com mais de um

elemento, temos que [G : Cg(x;)] = p™i, com m; > 1, logo:

e, necessariamente, k > 1. ]

Corolério 5.2.3. Se |G| = p? entdo G € abeliano.

Demonstragdo. Pela proposicdo anterior sabemos que |C(G)| = p ou p2.
Deixamos como exercicio verificar que o primeiro caso nao pode acontecer.
O

O préximo resultado é uma resposta parcial a questao posta no inicio
desta seccao no caso de grupos abelianos.

Teorema 5.2.4 (Cauchy). Se G é um grupo abeliano finito e p € um factor
primo de |G|, entdo G contém um elemento g de ordem p.
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Demonstragao. A demonstracao é por inducao na ordem |G| de G. Se |G| =
p o resultado é uma consequéncia 6bvia do Teorema de Lagrange. Assuma-
se, pois, que |G| > p, e fixe-se um elemento a € G. Entao hé dois casos a
considerar:

(i) a é um elemento de ordem divisivel por p. Entao o grupo ciclico (a)
contém um elemento g de ordem p, e o teorema ¢é verdadeiro.

(ii) p nao divide a ordem de a. Neste caso, o grupo G/(a) tem ordem
divisivel por p, donde, pela hipotese de inducgao, contém um elemento
de ordem p. Representando este elemento na forma b(a), a ordem s de
b ¢ divisivel por p, pois temos (a) = b*(a) = (b{(a))®. Logo, o subgrupo
ciclico (b) contém um elemento g de ordem p.

O

O Teorema de Cauchy é valido para grupos finitos abelianos. Veremos
mais adiante que estes grupos podem ser completamente classificados. Esta
classificagdo torna claro quais os possiveis subgrupos dum grupo abeliano
finito. Por outro lado, para grupos nao-abelianos temos a seguinte genera-
lizagdo do Teorema de Cauchyt.

Teorema 5.2.5 (Sylow I). Seja G um grupo finito. Se p* ¢ um factor da
ordem de |G|, entao existe um subgrupo H de G de ordem p*.

Demonstragao. Provamos este resultado por inducao em |G|. Mais uma vez
comegamos com a equagao de classes (BZT):

G| =1C(@)] +>_[G : Calxi)).

i=1

(i) Se p 1 |C(G)|, entao para algum i € {1,...,n} temos que p 1 [G :
Ca(x;)], logo conclui-se que Cg(x;) é um subgrupo de G cuja ordem
é inferior a |G| e divisivel por p*. Por hipétese de inducdo, existe um
subgrupo H de Cg(x;) de ordem pF.

(ii) Se p | |C(G)|, pelo Teorema de Cauchy existe um elemento g € C(G)
de ordem p, e o subgrupo (g) é normal em G. O grupo G/(g) tem
ordem inferior a |G| e divisivel por p¥~!, donde, por inducio, contém
um subgrupo de ordem p*~!. Este subgrupo é da forma H /{g), onde
H é um subgrupo de G, e |H| = [H : {g)] |(g)| = p*'p = p".

O

20 conjunto de resultados que se seguem deve-se ao matemético noruegués Ludvig
Sylow (1832-1918) e foram publicados pela primeira vez no artigo “Théorémes sur les
groups de substitutions”, Math. Ann., 5 (1872).
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Este resultado motiva as seguintes definicoes:

Definicdo 5.2.6. A um grupo de ordem p* chama-se p-GRUPO (DE EX-
POENTE k). A um p-subgrupo H C G em que o expoente k é maximal
chama-se p-SUBGRUPO DE SYLOW.

Os p-subgrupos de Sylow de um grupo G sao de certo modo andlogos
aos subgrupos de um grupo ciclico, como mostra o seguinte resultado:

Teorema 5.2.7 (Sylow II). Seja G um grupo finito. Entao:

(i) Os p-subgrupos de Sylow de G sao unicos a menos de conjuga¢do por
um elemento g € G.

(i) O numero de p-subgrupos de Sylow de G é um divisor do indice de
qualquer p-subgrupo de Sylow e é =1 (mod p).

(iii) Qualquer subgrupo de ordem p* é um subgrupo de wm p-subgrupo de
Sylow.

A demonstragao do 12 Teorema de Sylow baseava-se na acgdo de G em
si préprio por conjugacao. Na demonstracao do segundo Teorema de Sylow
vamos utilizar a accao de GG por conjugacao no conjunto dos seus subgrupos:
se H C G é um subgrupo, entdo gHg™ ', g € G, é um subgrupo de G e
|gHg~!'| = |H|. Para esta accdo, o subgrupo de isotropia de um subgrupo
H C G é precisamente Ng(H) = {g € G : gHg~! = H}, a que é costume
chamar-se NORMALIZADOR de H em G. Note-se que H é normal em Ng(H),
e deixa-se como exercicio mostrar que Ng(H) é o maior subgrupo de G que
contém H como subgrupo normal. Esta accao de G induz, por restricao,
uma acg¢ao de G no conjunto Il dos p-subgrupos de Sylow de G.

Lema 5.2.8. Seja P um p-subgrupo de Sylow de G, e H C Ng(P) um
subgrupo de ordem p*. Entdo H C P.

Demonstra¢ao do Lema[ZZ8. Como P é um subgrupo normal de Ng(P),
temos o homomorfismo 7 : Ng(P) — Ng(P)/P. Como H é um subgrupo
de Ng(P), w(H) é um subgrupo de Ng(P)/P de ordem uma poténcia de
p. Como P é um p-subgrupo de Sylow de G, também é um p-subgrupo de
Sylow de Ng(P) e concluimos que p f|Ng(P)/P|. Mas entao n(H) = {e},
ou seja, H C P. U

Demonstracao de 22 Teorema de Sylow. Tomemos a acgdo por conjugacao
de G no conjunto II dos p-subgrupos de Sylow, e designe-se por Op a érbita
de um p-subgrupo de Sylow P. Entao:

(a) |Op| =1 (mod p) : Considere-se a acgao do grupo P em Op induzida
da accao de G (note-se que esta tltima é transitiva por definigdo, mas
a primeira nao o é). As P-érbitas que nao contém P tém cardinalidade
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superior a 1, pois se {P} é uma, P-Orbita diferentg de P, entdao P é um
p-subgrupo de Sylow distinto de P e P C Ng(P), o que contradiz o
Lema Por outro lado, toda a P-6rbita tem como cardinal uma

poténcia de p, logo, |Op| =1+ 3, p"i.

(b) Op =11 : Suponha-se que P € I1—Op. Aplicando o raciocinio acima &
acgdo de P em Op, concluimos que |Op| =0 (mod p), contradizendo
(a).
A parte (i) do 22 Teorema de Sylow é equivalente a (b). Por sua vez,
para a parte (ii), observamos que (b) implica

1| = |G/Na(P)| = |G : Ng(P)].
Como P C N¢(P) C G, temos que:
[G: P] =[G : Na(P)|[Na(P) : P,

logo o numero de p-subgrupos é um divisor de [G : P]. Finalmente, para a
parte (iii) do teorema, observe-se que, se H C G é um subgrupo de ordem
p*, entéo as érbitas da accdo de H em II tém como cardinal uma poténcia de
p- Mas por (a) e (b), uma delas é da forma {P} e, claramente, H C Ng(P),

logo, pelo Lema BEZR H C P, como se pretendia. O
Exemplos 5.2.9.

1. Consideremos o grupo simétrico S3 = {I,«, 3,7,0,e}. Como |S3| = 6, pelo
12 Teorema de Sylow existem p-subgrupos de Sylow de ordens 2 e 3.

Pelo 22 Teorema de Sylow, o numero de subgrupos de Sylow de ordem 3 tem
de ser igual a 1 (mod 3) e um dwisor de 2. Logo, existe 1 subgrupo de ordem
3. Obuviamente, conhecemos um subgrupo de Ss de ordem 3, nomeadamente

P={I,4c}

De igual forma, o nimero de subgrupos de Sylow de ordem 2 tem de ser igual
a 1 (mod 2) e um divisor de 3. Logo, podemos ter 1 ou 3 subgrupos de ordem
2. Neste caso existem 3 subgrupos de ordem 2:

Plz{l,oz}, PZZ{I76}7 PBZ{I77}'

Efdcil de verificar que estes subgrupos de Sylow obedecem as sequintes relagdes
de conjugacao:
P = 5P2571 = €P3€71.
2. O subgrupo Ay de Sy formado pelas permutagoes pares tem ordem 12. Pelo
12 Teorema de Sylow, existem p-subgrupos de Sylow de ordens 3 e 4.

Pelo 22 Teorgma de Sylow, o nimero de subgrupos de Sylow de ordem 3 pode
ser 1 ou 4. E fdcil de verificar que existem 4 subgrupos de Sylow de ordem 3:

P ={I,(123),(321)} P, = {I,(124), (421)}
Py ={I,(134),(431)}  Py={I,(234), (432)}.

Deizamos com exercicio verificar que estes subgrupos sao conjugados e deter-
minar os p-subgrupos de Sylow de ordem 4.
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Exercicios.

1. Mostre que, se G é um grupo finito e |G| = p?, entdao G ¢ isomorfo a Z,2 ou
aZy®ZLy.

2. Mostre que, se G é um grupo abeliano finito em que todos os elementos, a
excepcao de e, tém ordem p, entdo |G| =p" e G~ Zp, & - -- B Zy,.

3. Classifique os grupos finitos de ordem < 7.

4. Mostre que o normalizador Ng(H) de um subgrupo H C G é o maior sub-
grupo de G que contém H como subgrupo normal.

5. Determine os p-subgrupos de Sylow do grupo alternado A4 e as relagoes de
conjugagao a que obedecem.

6. Determine todos os p-subgrupos de Sylow do grupo de quaternides Hg =
{17 iaj7 ka _17 _iv _j7 _k}

7. Determine os p-subgrupos de Sylow do grupo diedral D,, quando p é primo.

8. Seja ¢ : G1 — G2 um epimorfismo de grupos finitos. Mostre que, se P C G
é um p-subgrupo de Sylow, entao ¢(P) é um p-subgrupo de Sylow de Gs.

9. Mostre que, se P C G é um subgrupo de Sylow, entdo Ng(Ng(P)) = Na(P).

5.3 Grupos Nilpotentes e Resoliiveis

Os p-grupos estudados na seccao anterior desempenham um papel central
na estrutura dos grupos finitos. Um p-grupo é um exemplo de um grupo
nilpotente. Nesta seccao estudamos esta classe de grupos, bem como a
classe mais larga dos grupos resoliveis. A introducdo destas classes surge
naturalmente quando se estuda a possibilidade de comutar dois elementos
no grupo.

Seja G um grupo abstracto. O COMUTADOR de dois elementos g1, g2 € G
é o elemento g1 'g271g192 € G. Designa-se este elemento por (g1, g2) H, de
forma que

9192 = 9291(91, 92)
logo vemos que (g1, g2) mede o grau de ndo-comutatividade de g; e g2. O re-

sultado seguinte fornece algumas propriedades elementares dos comutadores
cuja verificacao é um exercicio simples.

3Por vezes também se designa este elemento por [g1,ge], mas vamos reservar esta
notagao para o comutador noutro contexto, o das chamadas dlgebras de Lie.
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Proposicao 5.3.1 (Propriedades dos comutadores). Sejam g1, 92,93 €
G elementos dum grupo. Entao:

(i) (91,92) 7" = (92, 91);

(ii) (g1,92) = e se e s6 se g1 e go comutam;
(ii) 9(g1,92) = (991,992);
(iv) (9192, 93) - (9293, 91) - (9391, 92) = e€;

(v) Se ¢ : G — H é um homomorfismo de grupos, entio ¢((g1,g2)) =
(¢(91), #(92))-

Sejam A, B C G dois subgrupos. Designa-se por (A, B) o subgrupo
gerado pelos comutadores da forma (a,b), em que a € A e b € B. Por
defini¢ao, (A, B) é o menor subgrupo de G que contém todos os elementos
da forma (a,b), com a € A, b € B. Observe-se que, sendo (A, B) um
grupo, temos (a,b) € (A4,B) = (b,a) = (a,b)~! € (A, B), e vemos que
(A,B) = (B, A). Note-se também que podem existir elementos em (A, B)
que ndo sejam comutadores. Na verdade, em geral, os elementos de (A, B)
tomam a forma

(alabl)il : (a27b2):t1 o (asabs)ila a; € A7 bZ S B7
com s > 1.

Definicao 5.3.2. O GRUPO DERIVADO de G é o subgrupo (G,G) de G.
Designamos este grupo por D(G).

Também é costume chamar-se a D(G) o grupo dos comutadores de G,
mas esta designagao é um pouco infeliz, pois, como observamos acima, po-
dem existir elementos de D(G) que nao sao comutadores.

A préxima proposicao fornece uma caracterizagao do grupo derivado,
bem como as suas propriedades elementares.

Proposicao 5.3.3 (Propriedades do grupo derivado). Sejam G, G1 e
Go grupos.

(i) Se ¢ : G1 — Go € um homomorfismo de grupos, entao ¢(D(G1)) C
D(Gs), e se ¢ € sobrejectivo, entao ¢(D(G1)) = D(Go).

(ii) D(G) € um subgrupo normal de G.

(iii) G/D(G) € um grupo abeliano, e todo o homomorfismo ¢ : G — A
para um grupo abeliano A factoriza-se na forma ¢ = ¢ o w, onde
7 : G — G/D(G) € a projecgio candnica e ¢ : G/D(G) — A é um
homomorfismo de grupos abelianos:
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e R
ﬂl s
G/D(G)

Demonstragio. (i) Obvio, pela propriedade (v) dos comutadores.

(ii) Para cada g € G, a aplicacdo h +— ghg~! é um automorfismo de G,
logo, por (i), temos que ¢D(G)g~! € D(G) e D(G) é normal em G.

(iii) Como g-h="h-g-(g,h) é claro que G/D(G) é um grupo abeliano.
Se ¢ : G — A é um homomorfismo de G para um grupo abeliano A, vemos
que

g=g-(ab) = ¢ = ¢(g(aD))
= ¢(9) - (¢(a), ¢(b))
= 9(9),
logo, podemos deﬁnirNng : G/D(G) — A pela férmula ¢(¢D(QF)) = #(9). E
simples verificar que ¢ é um homomorfismo. Por construcao, ¢ = ¢om, onde

m: G — G/D(G) é a projeccao natural.
O

Exemplos 5.3.4.
1. Um grupo G € abeliano se e sd se o seu grupo derivado é D(G) = {e}.

2. O grupo Hg = {1,4,7,k,—1,—i,—j, —k} tem como grupo derivado D(Hg) =
{1, -1} ~ Zs, pois os comutadores de elementos deste grupo sio iguais a 1 ou
a —1. Este grupo € normal em Hg e o grupo quociente Hg/D(Hg) € isomorfo
a Zo @ Zs (exercicio).

3. O grupo simétrico Ss = {I,a, 3,7,d,e} tem como grupo derivado o grupo
alternado As = {I,d,e}. De facto, o comutador de duas permutagées é ne-
cessariamente uma permutacao par e verifica-se facilmente que, por exemplo,
0 = (a,y) ee = (v,), logo todas as permutacdes pares sao comutadores. O
grupo Az € normal em S5 e S3/A3 ~ Zs.

Para um grupo G define-se a SERIE CENTRAL INFERIOR {C*(G)},~,
indutivamente pelas férmulas

@ =6 G = (G.cHG)  (k>0).

Os grupos em que esta série estabiliza em {e} formam uma subclasse bas-
tante importante.

Definicao 5.3.5. Um grupo G diz-se NILPOTENTE se, para algum n,
C"(G) = {e}.

Ao menor inteiro n em que isto ocorre chama-se CLASSE DE NILPOTENCIA
de G.
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Exemplos 5.3.6.
1. Um grupo € nilpotente de classe <1 se e s6 se € abeliano.

2. O grupo Hg € nilpotente de classe 2, pois temos C°(Hg) = Hg, C(Hg) =
(Hs, Hg) = Zy, C*(Hg) = (Hs, Z2) = {e}.

3. O subgrupo de GL(n,R) formado pelas matrizes triangulares superiores, com
1s na diagonal principal, € nilpotente de classe n — 1.

E possivel fornecer descrigoes alternativas dos grupos nilpotentes. Para
isso convém introduzir a seguinte notacao: Uma TORRE DE SUBGRUPOS de
G ¢é uma sucessao de subgrupos

G=G">G'>...>G™.

Uma TORRE NORMAL é uma torre em que, para todo o k, G**1 é normal
em G*. Neste caso escrevemos

G=G">G'>...>G™.

Uma TORRE ABELIANA é uma torre normal em que, para todo o k, G* /GF+1
é um grupo abeliano.

Proposicao 5.3.7. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) G € nilpotente de classe < n.

(i) Eriste uma torre de subgrupos G = G° D G! D --- D G" = {e} com
GH1 5 (G, GY).

(iii) Existe um subgrupo A do centro C(G) de G tal que G/A € nilpotente
de classe <n — 1.

Demonstragao. Verificamos que (i) é equivalente a (ii) e a (iii).

(i) < (ii). Se G ¢é nilpotente de classe < n, entdo a torre G* = C*(Q)
satisfaz (ii). Por outro lado, dada uma torre como em (ii), mostra-se por
inducdo que C*(G) Cc G*. De facto, CO(G) =G =G e

CH(@) c GF = c*H(@) = (G,CH(@)) c (G, GF) c GFHL.

Logo, C"(G) € G™ = {e}, e concluimos que G é nilpotente de classe < n.
(i) < (ii). Se G é nilpotente de classe < n, temos (G,C" }(G)) =
C(G) = {e}, logo A = C" (@) é um subgrupo central. Deixamos como
exercicio verificar que G/A é nilpotente de classe < n — 1.
Inversamente, seja A um subgrupo central de G tal que G/A é nil-
potente de classe < n — 1. A projeccdo natural 7 : G — G/A é so-
brejectiva, logo 7(G,G) = (G/A,G/A) e, por iteragao, concluimos que
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7(C"HG)) = C"YHG/A) = {e}. Segue-se que C" }(G) C A e, como A

é central, obtemos
CM(G) = (G,C"1(G)) C (G, A) = {e}.
Isto mostra que G é nilpotente de classe < n. O

Introduzimos agora uma outra classe de grupos que inclui a classe dos
grupos nilpotentes. Para isso definimos a SERIE DERIVADA {D*(G)} ren de
G indutivamente pelas férmulas

DY(G) = G,
DM(G) = D(DH(@)), (k> 0).

Deixamos como exercicio a verificacao das seguintes relagoes:

D(G) =C°(G) =G,
(5.3.1) DYG) =CY(G) = (G,G) =D(G),
PH@) c ¢ NG), (k> 0).

Analogamente ao caso da série central, introduzimos a

Definicao 5.3.8. Um grupo G diz-se RESOLUVEL se, para algum n,
D™(G) = {e}.
Ao menor inteiro n em que isto ocorre chama-se CLASSE DE RESOLUBILIDADE
de G.
Exemplos 5.3.9.
1. Um grupo € resolivel de classe <1 se, e so se, € abeliano.
2. Todo o grupo nilpotente de classe < 2™ — 1 € resoluvel de classe < n.

3. O grupo de simetrias D3 de um triangulo equildtero € resolivel de classe 2.

O seu grupo derivado € precisamente o subgrupo das rotagoes proprias, logo
D*(D3) = {e}.

4. Mais geralmente, o grupo diedral D,, de ordem 2n € resolivel.

5. O subgrupo de GL(n,R) formado pelas matrizes triangulares superiores in-
vertiveis € resolivel.

Outros exemplos de grupos resoluveis podem ser obtidos a partir das
seguintes caracterizagoes alternativas, anadlogas as que demos anteriormente
para os grupos nilpotentes (ver Proposicao B37). A demonstracio desta
proposicao é deixada como exercicio.
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Proposigao 5.3.10. As sequintes afirmagoes sdo equivalentes:
(i) G € resolivel de classe < n.

(ii) Eriste uma torre G = G® > G1 > .- D G™ = {e} em que, para todo o
k, G* ¢ normal em G, e GF/G**! ¢ abeliano.

(i4i) Ewiste uma torre abeliana G = G' > G? > ... > G" = {e}.

(iv) Eziste um subgrupo abeliano A normal em G tal que G/A € resolivel
de classe < n — 1.

Exemplos 5.3.11.

1. O grupo Ss € resolivel, pois temos a torre de subgrupos Ss D Az D {e}, em
que Az € normal em S3, S3/As ~ 7y e Ag € ciclico.

2. O grupo Sy € resoluvel, pois temos a sequinte torre abeliana de subgrupos:
Sy Ay > G? > G® > {e},
onde G? e G sdo os subgrupos de permutacies:

G? = {I,(12)(34), (13)(24), (14)(23)}
G® = {I,(12)(34)}.

Deizamos como exercicio verificar que esta torre € de facto abeliana.

Ao contrario do que estes exemplos sugerem, os grupos simétricos S,
para n > 5, nao sao resoluveis. Eles pertencem a uma outra classe de grupos,
em certo sentido oposta a dos grupos resoliveis, que estudaremos na secgao
seguinte.

Exercicios.

1. Mostre que, se 7 : G; — Go é um homomorfismo, entdo 7(C*(Gy)) =
Ck(n(G1)) e também 7(D*(G1)) = D*(n(G1)).

2. Mostre que o subgrupo de GL(n,R) formado pelas matrizes triangulares
superiores, com 1s na diagonal principal, é nilpotente de classe n — 1.

3. Mostre que o subgrupo de GL(n,R) formado pelas matrizes triangulares
superiores invertiveis, é resoluvel.

4. Seja G um grupo. Mostre que:

(a) se Hq1,Hs, H3 C GG so subgrupos normais, entao

(Hi, (H2, H3)) C (Hs, (H2, H1)) - (H2, (H1, H3));
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(b) para todo o m,n € N
(C™(G),C™(G) c (G,

(c) paratodoomn €N
D"(G) c C*"(@).

5. Mostre que todo o subgrupo ou quociente de um grupo nilpotente (respecti-
vamente, resolivel) é um grupo nilpotente (respectivamente, resoliivel).

6. Mostre que, se G é um grupo nilpotente (respectivamente resolivel) de classe
< n, entao G/C""}(G) (respectivamente G/D"~1(G)) é nilpotente (respecti-
vamente resolivel) de classe < n — 1.

7. Demonstre a Proposicao B310

8. A SERIE CENTRAL SUPERIOR de um grupo G ¢é a torre {Cj(G)}ren definida
da seguinte forma: C1(G) = C(G) e Cx(G) é o subgrupo normal de G tal que
Cr(G)/Cik—1(G) é o centro de G/Ci—1(G). Mostre que:

(i) Ck(G) ={g9€ G:(g9,h) € Ck_1(G),Yh € G};

(ii) Um grupo é nilpotente se e sé se G = C,,(G), para algum natural n.
9. Mostre que um p-grupo é nilpotente.

10. Mostre que um grupo finito é nilpotente se e s6 se é um produto directo de
p-subgrupos.
(SUGESTAO: Se G é um grupo nilpotente, mostre que:
(a) se H C G é um subgrupo, entdo H C Ng(H);
(b) todo o subgrupo de Sylow P C G é normal;
(¢) G é o produto directo dos seus subgrupos de Sylow.)

11. Verifique que a torre de subgrupos de Sy fornecida no Exemplo B3I é
abeliana.

5.4 Grupos Simples

As classes dos grupos nilpotentes e resoliveis, estudadas na seccdo anterior,
e a classe dos grupos simples, que estudaremos nesta seccao, formam sem
divida as classes mais importantes de grupos (isto é verdade nao s6 para os
grupos finitos, mas também para os grupos continuos de Lie, que estao para
além do ambito destas notas).

Definicao 5.4.1. Um grupo G diz-se SIMPLES se 0s tnicos subgrupos nor-
mais de G sao os subgrupos triviais {e} e G.
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Por outras palavras, os grupos simples sao os grupos para os quais existe
apenas uma unica relacao de congruéncia. Note-se que para um grupo sim-
ples nao-abeliano G = D(G).

Exemplos 5.4.2.

1. Um subgrupo de um grupo abeliano é sempre um subgrupo normal. Logo um
grupo abeliano G € simples se e s6 se contém apenas os subgrupos triviais {e} e
G. Estes grupos sao precisamente os grupos ciclicos cuja ordem € um niumero
primo p, i.e., Zy,.

2. Um grupo resolivel de classe n admite uma torreG =G DG > G? > --- D
G" = {e}, em que cada G* é normal em G e G'/G"*! é abeliano (Proposicio
[ZZ10). Logo os unicos grupos resoliveis simples sio os grupos Z, com p
Primo.

Os exemplos mais elementares de grupos finitos simples sao os grupos
alternados A,, com n > 5. Galois descobriu que este facto estd por detras
da impossibilidade de resolucao de equagoes algébricas por radicais quando
o grau da equacao é maior ou igual a cinco, um assunto que estudaremos no
Capitulo [

Teorema 5.4.3. Os grupos alternados A,, sdo simples para n > 5.

Demonstra¢ao. Mostramos que, se N C A,, é um subgrupo normal # {[},
entdo N = A,,. A demonstragao é dividida em trés passos:

(i) O grupo A, é gerado por 3-ciclos: Se m € A,, a representagao de w
como um produto de transposi¢oes contém um nimero par de termos. Mas
um produto de duas transposicoes pode ser sempre escrito como um produto
de 3-ciclos (por exemplo, (12)(23) = (123), (12)(34) = (123)(234)).

(ii) Se N contém um 3-ciclo, entdo N = A,,: Suponha-se, por exemplo,
que (123) € N. Entao a conjugagao pelo elemento

s_ (12345
S \i ikl m -
fornece 6(123)571 = (ijk). Isto mostra que (ii) é verdadeira desde que
0 € A,, o que pode ser sempre conseguido com a substituicdo § — (Im)d.
(iii) N contém um 3-ciclo: Comegamos por escolher em N um elemento
«a # I com a seguinte propriedade:
(m) O numero de inteiros 7 tais que (i) = ¢ é maximo entre
todos os elementos de N.
Mostramos que « é um 3-ciclo por reducao ao absurdo. Suponha-se que

a nao é um 3-ciclo. Entao a expressao de a como um produto de ciclos
disjuntos toma uma das seguintes formas:

a=(123...)...(...), ou a=(12)(34...)...
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onde, no primeiro caso, a permuta pelo menos mais dois elementos (por
exemplo, 4 e 5). De facto, ndo se pode dar o caso o = (123l), pois esta
permutacao é impar. Deixamos como exercicio verificar que, se 5 = (345),
entdo v = (o, #) é um elemento de N com as seguintes propriedades:

(a) sei>5e a(i) =i, entao também (i) = i;

(¢) no segundo caso, y(2) = 2;

Mas entao v é um elemento que contradiz a propriedade (m) de «. Logo,
necessariamente, a ¢ um 3-ciclo. ]

Corolario 5.4.4. S, nao € resoluvel para n > 5.

Demonstracdo. Suponhamos que S, é resoluvel. Entéao, pelo teorema e pelo
Exercicio 5 da Seccao B3, A, é um grupo resolivel simples, donde se segue
que A, é um grupo abeliano, uma contradicao. O

Os grupos simples sao de certa forma indecomponiveis. Podemos decom-
por um grupo finito em componentes simples. De facto, se G é um grupo
finito, entdo possui uma torre normal G = A% > Al > ... > A™ = {e} em
que, para todo o k, A¥/A**1 ¢ um grupo simples: escolhe-se para A' um
subgrupo normal de A% = G que ndo estd contido em nenhum subgrupo
normal de A°, para A% um subgrupo normal de A' que néo esta contido em
nenhum subgrupo normal de A, e assim sucessivamente. A uma torre deste
tipo chama-se SERIE DE COMPOSICAO de G. O Teorema de Jordan-Holder
mostra que estas séries de composicao sao essencialmente dnicas.

Para ver o que queremos dizer por “essencialmente tnicas”, seja G um
grupo que admite duas torres normais

G = A'p Al> ... > A%
G = B'>B'>...>B".

Diz-se que a torre {A'};_, é mais fina que a torre {B’ };:0 ser < sese
para cada i existe um j; tal que B%~! > A* D BJi. Duas torres {Ci}fzo e
{D’ };:0 dizem-se equivalentes se r = s e existe uma permutacao dos indices
1 — 1 tal que

Oi/0i+1 ~ Di’/Di/+1

Teorema 5.4.5 (Schreier). Seja G um grupo. Duas torres normais de
subgrupos de G que terminam no subgrupo trivial {e} possuem refinamentos
equivalentes.
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Demonstracio. Sejam {A'};_, e {Bj}g-zo as duas torres em questao e defina-
se

A = AL (BI N AY.
Como A" = AL A0 = A" ¢ A¥+! ¢ um subgrupo normal de AY, vemos
que {AY} ¢ um refinamento de {A?}. De igual forma, definindo
B = BIt1(A'n BY),
obtém-se um refinamento de {B7}. Para completar a demonstracio neces-
sitamos do seguinte lema cuja verificacao se deixa como exercicio.
Lema 5.4.6 (Zassenhaus). Se GO S©> S e GDOT > T, entao
S'(SNT) N T(SNT)
S(SNnT) —TN(S'NT)
Se no Lema de Zassenhaus tomarmos S = A% S = A T = BJ ¢
T' = B7+1 obtemos
Ab AL (AT N BY) BItL (At N BY) Bt

A+l AiFL(Ai N Bitl) T Bitl(Atl N Bi)  Biitl’

logo, {A¥} e {B/%} sdo refinamentos equivalentes. O

Teorema 5.4.7 (Jordan-Hoélder). Duas séries de composi¢ao de um grupo
finito G sao equivalentes.

Demonstracdo. Uma série de composicao € precisamente uma torre normal
de subgrupos que nao admite um refinamento. Logo, pelo Teorema de Sch-
reier, duas torres deste tipo sao necessariamente equivalentes. ]

O Teorema de Jordan-Holder mostra que uma série de composicao é um
invariante de um grupo finito (i.e., dois grupos isomorfos possuem séries de
composigao equivalentes) e, portanto, podem ser utilizadas para decidir se
dois grupos sao ou nao isomorfos. Por exemplo, dois grupos que possuam
séries de composicao de comprimentos diferentes nao sao isomorfos.

Exemplos 5.4.8.

1. Um grupo ciclico G = (a) de ordem p™ possui uma série de composicdo de
comprimento m, G =G > G' > ... > G™ = {e}, em que cada G* ¢ o grupo
ciclico (apk>, k=0,...,m.

2. O grupo Hg = {1,4,5,k,—1,—i,—7,—k} tem as seguintes séries de com-
POSICA0:

Hg > {-1,4,—1,—i} > {1,-1} > {1},
HS > {13j7_1a _J} > {17_1} > {1}7
Hg > {1,k,—-1,—k} > {1,-1} > {1}.

Estas séries sdo equivalentes, pois todos os grupos quocientes G'/G*l sdo
isomorfos a Zs.
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Por definicdo, um grupo é simples se possui uma unica série de com-
posigao trivial G > {e}. Por sua vez, os grupos resoliveis sao caracterizados
em termos de séries de composicao da seguinte forma.

Teorema 5.4.9. Um grupo finito G € resolivel se, e sé se, os factores
G* /G de uma série de composicio G = G° > G' > ... > G™ = {e} sdo
grupos ciclicos de ordem prima.

Demonstracao. Se G é resoluvel, entao em qualquer série de composicao de
G,

G=G">G'> ... G" = {e},
os factores G¥ / G**+1 sao grupos resoltveis simples, logo sao ciclicos de ordem

prima. Inversamente, se G admite uma série de composicdo em que os
factores sao ciclicos, entao pela Proposicao B30 é um grupo resolivel. [
) s

Exercicios.

1. Demonstre o Lema de Zassenhaus.
(SUGESTAO: utilize o 22 Teorema do Isomorfismo para mostrar que cada um
dos quocientes neste lema é isomorfo a SNT/(SNT')(S'NT).)

2. Mostre que um p-grupo ciclico possui uma tnica série de composigao.

3. Mostre que um grupo abeliano possui uma série de composigao se e sé se é
finito.

4. Determine as séries de composi¢ao dos seguintes grupos:

(a) Ze x Ls;
(b) Sy
(¢) G com |G| =pq (p e q primos).

5. Se um grupo simples G possui um subgrupo de indice n > 1, mostre que a
ordem de G divide n!.

6. Mostre que todo o grupo de ordem pq? (p e ¢ primos) é resoltivel.
7. Classifique todos os grupos de ordem 20.

8. Mostre que nao existe um grupo simples nao-abeliano com ordem inferior a
30.

9. Mostre que o grupo simples A5 ndo contém um subgrupo de ordem 15.
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5.5 Grupos de Simetrias

Vimos no Capitulo [l a nocao de grupo de simetria de uma figura 2 C R".
Depois do estudo neste capitulo da estrutura dos grupos finitos, vejamos o
que podemos dizer sobre grupos de simetrias.

Recordemos que o grupo das simetrias de R™ é, por defini¢do, o grupo
euclidiano F(n) formado pelas isometrias de R™. Pelo Exercicio BI15, este
grupo é isomorfo ao produto semidirecto O(n)xR™. De facto, como sabemos
do Capitulo [[, uma isometria f € E(n) pode ser sempre escrita na forma

f(x) =Ax + 0,

onde A € O(n) determina uma transformacao ortogonal e b € R™ determina
uma translacgao.

Se © C R™, o grupo das simetrias de Q é o subgrupo G C E(n) das
isometrias que deixam () invariante:

G={fecEMm): f(Q) =0}

No caso em que €2 é uma figura limitada, é claro que o grupo de simetrias
de Q) contém apenas transformacoes ortogonais. Temos ainda a

Proposigao 5.5.1. Se G é um grupo de simetrias de uma figura limitada
Q C R"™, entdo verifica-se uma e uma s6 das sequintes afirmacoes:

(i) G contém apenas rotagoes;
(ii) as rotagoes de G formam um subgrupo de indice 2 (logo, normal).

Demonstra¢ao. Como €2 é limitado, G C O(n) e G é formado por rotacoes
sse G C SO(n). Se G ¢ SO(n), entao H = G N .SO(n) é o subgrupo das
rotagoes de G, e coincide com o nicleo do epimorfismo det : G — {1, —1}.
Pelo 12 Teorema do Isomorfismo

(G- H] = |G/H| = [{1,-1}| = 2.
O

No resto desta seccdo consideramos apenas grupos de simetrias finitos.
Veremos que os resultados obtidos anteriormente sobre grupos finitos per-
mitem classificar completamente os grupos de simetrias de figuras planas
(n = 2) e tridimensionais (n = 3) limitadas.

5.5.1 Grupos de simetrias de figuras planas

Antes de fornecermos a classificacao dos grupos de simetrias de figuras pla-
nas limitadas, recordemos alguns exemplos de figuras planas com grupos de
simetria que ja encontramos anteriormente.
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Exemplos 5.5.2.

1. Recordemos que o grupo diedral D, ¢é o grupo de simetria de um poligono
regular de n lados. Vimos no Exemplo [[.8742 que o grupo D3 formado pelas
simetrias de um triangulo equildtero é constituido por 6 elementos: 3 rotagoes
(1, %’T, %’T e trés reflexdes em torno dos eixos de simetria.

Mais geralmente, o grupo D, das simetrias de um poligono regular de n lados
possui 2n elementos: n rotacoes e n reflexdes em torno dos eixos de simetria.
Designando por p uma rotagao de 27” e por o uma reflexao em relacdo a um

eizo de simetria do poligono, podemos listar os elementos de D,, na forma:

D, = {p,0)={L,p,....,p" Y 0,0p,...,0p" '}.

Como vimos no Exemplo [[.6.3 4, este grupo possui, pois, uma apresentac@o
com geradores p e o e relagoes

o?=1I pt=1, po=op '

2. Consideremos o grupo das simetrias das velas de um moinho. FEste grupo é

ciclico de ordem 4, pois € gerado por uma rotagdo p de 5:

Co={Ip,p*p’}.

Uma figura com grupo de simetrias ciclico C,, ={I,p, ..., p"’l}E € a sequinte:

Figura 5.5.1: Figura plana com grupo de simetrias ciclico.

As simetrias destes exemplos sao todas as que se podem obter, como
mostra o seguinte resultado:

Teorema 5.5.3. Um grupo finito de simetrias de uma figura plana Q C R?
¢ isomorfo a Cy, ou a D,.

Demonstracdo. Suponha-se que G é um grupo finito de simetrias de uma
figura plana. Pela Proposicao B.5J] ha dois casos a considerar:

(a) G contém apenas rotagoes: Seja p € G uma rotagdo por um angulo
6, que é minimo entre todas as rotagoes de G (existe, pois G ¢ finito). Entao

4No estudo de simetrias é usual designar-se por Cy, o grupo ciclico de ordem n, em vez
da notagao Z, utilizada anteriormente.
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{I,p,p% ...} C G. Por outro lado, se p € G é uma rotacdo por um angulo
05 que nao figura entre estas poténcias, entao para algum inteiro k:

kb, <0; < (k+1)0,.
Mas entdo pp~* é uma rotacdo por um angulo inferior ao de p, o que é uma
contradicao. Logo, G = {I,p,...,p" 1} = C,.

(b) G contém uma reflexdo o: Por (a) o subgrupo H C G das rotagoes
préprias é da forma H = {I,p,...,p" 1}. Como [G : H] = 2, temos
G = {Lp,....p" Yo,0p...,0p" '}. Deixamos como exercicio verificar
que neste caso G ~ D,,. O

No caso do grupo diedral D,,, temos uma série de composicao da forma
D,t>Cpr> H* > H* > -+ > H* = {I}.

Se n = p ¢ primo, entao C), é simples, e obtemos a série de composicao
D, > C, > {I}. Neste caso, como |Dp| = 2p, os Teoremas de Sylow
mostram que os seus subgrupos sdo

(a) p subgrupos de ordem 2: {I,o},{I,op},... ,{I,0pP1};
(b) 1 subgrupo de ordem p: {I,p,...,pP };

O subgrupo de ordem p é normal. Como p é primo, os subgrupos de or-
dem 2 sao conjugados por uma rotacao (exercicio). Geometricamente, isto
significa que podemos obter qualquer reflexao a partir de uma reflexao fixa
conjugando por rotagoes:

po
A D
c B
E E
-2
p < D A >p2
D A
c B
’ ’
B C
\/
A o D

Figura 5.5.2: Simetrias de um pentdgono.
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Por exemplo, a figura ilustra no caso p = 5 que a reflexao po pode ser
obtida a partir da reflexdio o, conjugando pela rotacdo p2. A estrutura dos
subgrupos do grupo diedral D,, quando n nao é primo é mais complexa e
nao sera aqui discutida.

5.5.2 Grupos de simetrias de figuras tridimensionais

Vejamos agora o caso dos grupos finitos de simetrias de uma figura tri-
dimensional. Comegamos pelas simetrias rotacionais, i.e., 0o caso em que

G C SO(n).

Teorema 5.5.4. Um grupo finito de simetrias rotacionais de uma figura
Q C R3 € isomorfo a um dos sequintes grupos de simetrias rotacionais:

(i) o grupo de simetrias Cy, de um moinho com n velas;
(ii) o grupo de simetrias D,, de um poligono regqular com n lados;

(iii) o grupo de simetrias rotacionais T de um tetraedro reqular;

(iv) o grupo de simetrias rotacionais O de um cubo ou de um octaedro
reqular:

(v) o grupo de simetrias rotacionais I de um dodecaedro ou de um icosa-

edro reqular.
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Demonstra¢ao. Dado um subgrupo finito G C SO(3), a ideia da demons-
tragao consiste em introduzir uma acgao de G num conjunto finito P e depois
explorar a equacao de classes (BI3]).

O conjunto P onde G actua é o conjunto dos pdlos de G: dizemos que
p€ S?={x:|x| =1} é um pdlo se existe uma rotacdo g € G, nio-trivial,
tal que ¢ - p = p. Vemos que p é um pdlo fixo por ¢g se e s6 se p € S2N L,
onde L é o eixo de rotacao de g. Em particular, cada g € G tem associado
dois pdlos, logo, P é nao-vazio (G é nao-trivial).

O grupo G actua no conjunto dos seus polos P: se p € P é tal que
g-p = p, entdo para todo o h € GG, temos

(hgh Y )h-p=h-p.

Como hgh™! # e se g # e, vemos que h-p € P. Vamos agora estudar a
accao de G em P, o que nos permite mostrar o seguinte lemas:

Lema 5.5.5. Para a acgao de G no conjunto dos polos P € vdlida a formula

1 2
5.5.1 1—-—)=2—-—
(55 Y- =2
(2
onde a soma € sobre as orbitas O; da acgdo, p; € um pdlo que representa a

orbita O;, rp, € a ordem do subgrupo de isotropia Gp,, e N € a ordem de G.

Demonstracao do Lema. Para cada pdlo p € P, os elementos g € G que
fixam p formam precisamente o subgrupo de isotropia G,. Seja N = |G| e
rp = |Gp|. Para cada g € G — {e} existem 2 pdlos associados a g. Logo:

(5.5.2) AN -1)=> 2= (r, - 1).

geG peP

g7e
Agrupemos agora os elementos de P em érbitas de G. Se O; é uma drbita,
escolhemos um representante p; € O; e escrevemos n; = |O;|. Entao a

equacao (BR2) fornece
Znirpi —|P|=2(N —1),
i
onde a soma é sobre o nimero de érbitas de G. Como O; ~ G//G),, vemos
que n;ry, = N, logo:

(5.5.3) Y N—|P|=2(N-1).

Por outro lado, a equagdo de classes (BI3]) mostra que

(5.5.4) Pl=Y o =32

; i Tpi

Substituindo (B54]) em (B53]), obtemos (hl). O
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A equacao (ER)) permite obter restrigoes sobre G que levam a sua clas-
sificagao. Uma primeira observacao é que existem no maximo trés orbitas.
De facto, o lado direito de (Al é < 2, enquanto que cada termo do lado
esquerdo é > % As vérias possibilidades sao entao:

(i) 1 orbita: Teriamos
1 2
1——=2-—.
T1 N
Esta equacao nao tem solugoes.

(ii) 2 drbitas: Obtemos
1 1 2

rT T N

A {nica solucao é 11 = ro = N. Existem entdo 2 pdlos p; e po fixos
por todos os elementos de G, logo, G = C,,, o grupo das rotagoes em
torno do eixo que passa por pi € po.

(iii) 3 orbitas: Neste caso temos

L1 1, 2
(&) T9 rs3 _N‘

Podemos supor que r; < ry < r3. Vemos entao que necessariamente
r1 = 2. Obtemos os seguintes subgrupos:

) 7’2:2, NZQT‘g. |01|:|02|:%, |(93|:2;
) 27 T2:T3:3, N =12 |01|:67 |O2|:|O3|:47
(¢) 1=2, r2=3, r3 =4, N =24. |01 =12, |02 =8, |O3] = 6;
) 2, 7’2:3, 7’3:5, NZGO. |01|:30, ’02‘220, |03|:12-
Deixamos como exercicio verificar que os casos (a), (b), (c¢) e (d) corres-

pondem, respectivamente, aos grupos G =~ D%, GT,G~20eG~1.
No caso (a), os pélos sao as intersecgoes dos eixos de simetria do poligono
regular com a esfera unitaria e do eixo perpendicular ao plano do poligono
com a esfera unitaria. No caso dos poliedros regulares. os polos sao as
interseccoes dos eixos de simetria dos poliedros com a esfera unitaria. O

Pela Proposicdo BRIl os grupos de simetrias nao rotacionais tomam
uma das seguintes formas:

(a) Se —I € G, entdo G = HU —H, onde H = {I,p1,...,pp-1} € O
subgrupo das rotagoes de G e —H ={—1,—p1,...,—ppn-1}-

(b) Se —I ¢ G, entdao G = HU H, onde H é o subgrupo das rotacoes
préprias de G e, se —p € H, entdo p possui ordem par e p? € H.
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Como H toma uma das formas dada no teorema acima, obtemos todos os
grupos finitos de simetrias possiveis para uma figura tridimensional Q C R3.
Podemos descrever, de forma mais explicita, os grupos de simetrias dos
poliedros regulares. A titulo de exemplo consideramos o caso dum dodeca-
edro, sendo os restantes casos tratados como exercicios no final da seccao.

Exemplo 5.5.6.

O grupo de simetrias I dum dodecaedro (ou de um icosaedro) tem ordem
60 = 22 x 3 x 5. Pelos Teoremas de Sylow obtemos os sequintes subgrupos:

(i) Subgrupos de ordem 5: o nimero de subgrupos de ordem 5 divide 12
e € igual a 1 (mod 5). Logo, as possibilidades sio 1 ou 6 subgrupos.
Ezxistem 6 subgrupos correspondentes a rotagoes por 2?” em torno dos
eiros que passam nos centros das faces do dodecaedro. Estes subgrupos

s@o precisamente os subgrupos de isotropia da orbita Os.

(ii) Subgrupos de ordem 8: o nimero de subgrupos de ordem 3 divide 20
e € igual a 1 (mod 3). Podemos ter 1, 4 ou 10 subgrupos. FExistem
10 subgrupos correspondentes a rotagoes por %’r em torno dos eizros que
passam nos vértices do dodecaedro. Fstes subgrupos sao precisamente o0s

subgrupos de isotropia da dorbita O,.

(iii) Subgrupos de ordem 4: o nimero de subgrupos de ordem 4 divide 15 e
¢ igual a 1 (mod 2). Podemos ter 1, 3, 5 ou 15 subgrupos. FEzistem 15
subgrupos de ordem 2 correspondentes a rotagoes por w em torno dos ei-
zos que passam nos centros das arestas do dodecaedro (os subgrupos de
ordem 2 sdo precisamente os subgrupos de isotropia da dorbita O1). Estes
subgrupos dao origem a 5 subgrupos de ordem 4, formados pelas rotagoes
correspondentes a 3 arestas ortogonais (na figura abaizo, as arestas pa-
ralelas as arestas do cubo).

As rotagdes de ordem 2, 8 e 5, que acabdmos de enumerar esgotam os elementos
de I, pois temos:

(5.5.5) 60=1|I=1+ 15 + 20 + 24
— ~~ ~~
ordem 2 ordem 8 ordem 5

Esta enumeracgao dos elementos de I permite mostrar que I é um grupo simples.
De facto, se H C G é um subgrupo normal e H contém um elemento de ordem
r, entao H contém todos os elementos de ordem r, pois os subgrupos de Sylow
sao todos conjugados e os subgrupos de ordem 2 mao sdao normais. Logo, a
ordem de H seria uma soma de alguns dos termos da equagao [ZZH). Nao
existe nenhum inteiro que seja uma soma de termos de [2A) e que divida 60.
Portanto, I € um grupo simples.

O estudo que fizemos dos grupos de permutacoes A, sugere que I ~ As e, de
facto, assim é. Para isso consideramos os § cubos inscritos no dodecaedro. A
ac¢do de I nos vértices do dodecaedro transforma vértices de cubos em vértices
de cubos, logo, induz uma ac¢do de I num conjunto de 5 elementos:

T(R)(cubo) = R(cubo)
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Figura 5.5.3: Um dos cinco cubos inscritos num dodecaedro.

Como I é simples, esta acgao € efectiva: N(T) = {e}. Como I contém apenas
rotagoes que preservam orientacoes, Im(T) C As. Finalmente, sendo |I| =
60 = | 45|, concluimos que I ~ Im(T) = As.

A classificagdo de grupos finitos de simetrias de figuras €2 C R"™, para
n > 3, s6 é conhecida para valores pequenos de n. Um caso especial muito
importante é o caso dos grupos gerados por reflexées em hiperplanos de R™,
os chamados grupos de Cozxeter. A sua classificacio, obtida por Coxeter em
1934@, estd intimamente ligada com a classificagao das chamadas algebras
de Lie e encontra aplicacoes em muitos dominios da Matematica e da Fisica.

Exercicios.
1. Complete a demonstracao do Teorema

2. Seja D), o grupo de simetrias de um poligono regular com p lados. Mostre
que, para p primo, os subgrupos de ordem 2 sao conjugados por uma rotagao.

3. Complete a demonstracido do Teorema B0

4. Mostre que a acgao do grupo I nos 5 cubos inscritos num dodecaedro é
efectiva (ver Exemplo B0.0).

5. Mostre que T' ~ Ay.
(SucEsTAO: Considere a acgéo induzida nos vértices do tetraedro.)

6. Mostre que O ~ Sj.
(SuGEsTAO: Considere a acgao induzida nas diagonais do cubo.)

5 H. S. M. Coxeter, Discrete Groups Generated by Reflections, Ann. Math. 35, (1934)
588-621.



Capitulo 6

Modulos

6.1 Modulos sobre Anéis

Seja (G,4) um grupo abeliano que vamos escrever na notagao aditiva. Re-
cordemos que temos uma operacao de Z em G: sen € Z e g € (7, entao temos
um elemento ng € G. Esta operacao satisfaz as seguintes propriedades:

e n(g1 +92) = ng1 +ng2, n € Z, g1, 92 € G;
e (n+m)g=ng+mg,n,m¢eZ,geGqG,

e n(mg) = (nm)g, n,m € Z,g € Gj

e lg=yg, g€q.

Estas propriedades sdo formalmente semelhantes aos axiomas que defi-
nem um espaco vectorial V' sobre K, em que substituimos os elementos de
V' (os “vectores”) por elementos do grupo G, e os elementos do corpo K (os
“escalares”) por elementos do anel Z. Recordemos entao esta definigao.

Definigao 6.1.1. Chama-se ESPAGO VECTORIAL sobre um corpo K a um
grupo abeliano (V,+4) com uma operagdo K x V — V., que escrevemos
(k,v) — kv, satisfazendo:

o k(vy +wvy) =kvy + kvg, k€ K,v,v9 €V
o (k+lv=kv+lv, klecKwvelV;

o k(lv) = (kl)v, k,l € K,v €V,

e lv=wv,veV.

Consideremos ainda um terceiro exemplo. Seja T : R? — R3 a trans-
formagao linear cuja matriz em relagdo a base canénica e; = (1,0,0),

253
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ex = (0,1,0), e3 = (0,0,1) é:
2 00
A=1]1 0 3 1
00 3

Se p(z) = ap+a1r+---+a,z" € R[z] é um polinémio e v € R? é um vector,
definimos o produto p(z) - v € R? pOIE

p(x) v =aw+aT() +- - +a,T"v) =Y a,T"(v),
k=1

onde

T =1,
TF=ToTo---oT (k— vezes).

Por exemplo, se p(z) = 3+ 3z — 22% e v = (1,2,1) entdo
1
p() v =3(L2,1) + 5T(1,2,1) - 27%(1,2,1) = (~4,~77/2,-27/2).

E simples verificar que esta operacao satisfaz as seguintes propriedades:
e p(z) - (v1+v2) =p(z) v1+p®)- vy

e (p(x) +q()) -v=p(x) v+qx)- v;

onde p(z),q(r) € R[z], v,v1,v2 € R3. Neste exemplo, os vectores sdo ainda
elementos de R?, visto como um grupo abeliano, e os escalares sdo elementos
do anel dos polinémios.

Deve ser claro que nestes trés exemplos as propriedades enunciadas ape-
nas envolvem a estrutura de anel de, respectivamente, Z, K e R[z]. Existem
ainda outras circunstancias em que propriedades analogas se verificam. E
pois natural estender estes conceitos ao caso de um anel arbitrario. Obtém-
se assim a nogdo de médulo sobre um anel, ou A-médulo. O estudo de
moédulos sobre anéis chama-se Algebra Linear, pois este é o cenario natural
para estudar conceitos como o de independéncia linear, dimensao, etc., como
veremos mais adiante. A definicao formal de A-mddulo é a seguinte:

'Daqui em diante, para tornar a notacdo mais leve, deixamos cair a convencdo de
designar por  uma indeterminada. Normalmente, as indeterminadas serdo x1,...,Zn (ou
xsen=1;ouzx,ysen=2;o0uz,y,zsen =23) e designamos por letras negras os vectores
(elementos de um espago vectorial ou, mais geralmente, de um mdédulo).
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Defini¢ao 6.1.2. Um MODULO M SOBRE UM ANEL UNITARIO A (ou um
A-médulo unitério) é um grupo abeliano (M,+) em conjunto com uma
operacgao de um anel unitario A em M, que se escreve (a,v) — av, satisfa-
zendo as seguintes propriedades:

(i) a(vi +v2) = avy + ave, a € A,v1,vy € M;

(ii) (a1 + a2)v = a1v + agw, aj,as € A,v € M;

)
)
(iii) a1(agv) = (ar1a2)v, a1,a2 € A,v € M,
(iv) lv=v,v e M.

Para sermos exactos, os médulos que acabamos de definir sdo conhecidos
como “moédulos a esquerda”. Deixamos ao cuidado do leitor fornecer a
correspondente definicao de “mddulo a direita”. Todos os resultados deste
capitulo sdo verdadeiros mutatis mutandis para os médulos & direita. Se o
anel A é comutativo, nao faz sentido distinguir entre moédulos & esquerda e
a direita.

Se o anel A nao contém uma unidade multiplicativa 1 4, entao a definicao
de médulo nao inclui o axioma (iv). Aqui, consideramos apenas médulos
sobre anéis unitarios, donde em geral omitimos o adjectivo “unitario” e
utilizamos apenas o termo A-médulo.

Designe-se por 04 e 0ps as unidades de (A, +) e (M, +). Como (M,+) é
um grupo abeliano o elemento nv € M, onde n € Z e v € M, tem o sentido
usual. Do mesmo modo, também podemos falar no elemento na € A, onde
n € 7Zea€ A. As seguintes propriedades sao facilmente verificadas.

Proposicao 6.1.3 (Propriedades elementares dos A-médulos). Para
qualquer A-mddulo M, temos:

(i) aOpr = Opr, a € A;
(ii) 0av = 0pr, v € M
(iii) (—a)v = —(av) = a(—v), a € A,v € M;
(iv) n(av) = a(nv) = (na)v, n € Z,a € A,v € M.

Um SUBMODULO N dum A-médulo M é um subgrupo de (M, +) que é
fechado para a multiplicagdo por elementos de A: se a € A e v € N, entao
av € N. Um submddulo é obviamente um A-mddulo.

Exemplos 6.1.4.

1. Vimos acima que um grupo abeliano G é um Z-mddulo para a opera¢do usual
ng € G, onden € Z e g € G. Inversamente, qualquer Z-mddulo é um grupo
abeliano. Neste caso, os submddulos coincidem com os subgrupos de G.
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2. A Definigdo de espago vectorial V ndo € mais que a defini¢cio de um
mddulo sobre um corpo K. Mais geralmente, vamos chamar espago vectorial
a qualquer modulo sobre um anel de divisao D. Neste exemplo, os submddulos
coincidem com o0s subespacos lineares.

3. O produto introduzido no exemplo acima de um polindmio por um vector
de R3, define uma estrutura de R[z]-mddulo em R®. Os submddulos sio os
subespacos de R3 invariantes pela transformacio T'. E claro que este exemplo
pode ser estendido a uma transformacao linear T arbitrdria.

4. Se A é um anel e I C A é um ideal (o esquerda), entao I é um A-mddulo:
sea€ Aebel, entio ab € I. De igual forma, A/I é um A-mddulo, pois se
acAeb+1eA/l temos

alb+1)=ab+ 1.

5 Se A ¢ um anel e B C A € um subanel, entdo A ¢ um B-mddulo. Em
particular, os anéis Alxy,...,x,] € Al[z1,...,2,]] sdo A-mddulos.

6. Seja G um grupo abeliano, e End(G) o anel dos endomorfismos de G. Entao
G € um End(G)-mddulo com a multiplicagio ¢g = ¢(g), ¢ € End(G), g € G.

7. Sejam A e B anéis, e ¢ : A — B um homomorfismo de anéis. Se M ¢é
um B-mddulo, entdo obtemos um A-mddulo ¢*M da seguinte forma: o grupo
abeliano suporte de ¢* M € (M, +) e a multiplicagcdo € definida por av = ¢(a)v,
a€ Ayjve M. Chama-se a ¢*M o levantamento de M por ¢.

Observe-se que nestes exemplos o estudo da estrutura do médulo (por
exemplo, a classificacdo dos seus submdédulos) fornece informagoes sobre os
objectos de que se partiu: os subgrupos de um grupo abeliano, os subespacos
de um espacgo vectorial, etc.

Definicao 6.1.5. Um HOMOMORFISMO DE A-MODULOS ¢ : M; — My é
uma aplicagdo entre A-mddulos que satisfaz:

(i) ¢(v1+v2) = ¢(v1) + ¢(v2), v1,v2 € M;
(ii)) ¢(av) = ap(v), a € A,v € M.

Definem-se de forma ébvia monomorfismos, epimorfismos e isomorfismos
de A-médulos. Utilizaremos indiscriminadamente os termos aplicagdo A-
linear e transformacao linear para designar um homomorfismo de A-mddulos.

Exemplos 6.1.6.

1. Se ¢ : M1 — My € uma transformagdao linear, o seu nicleo N(¢) e a sua
imagem Im(¢) sao submddulos de My e M.

2. Um homomorfismo de Z-mddulos é um homomorfismo de grupos abelianos.

3. Se V1 e V4 sdo espagos vectoriais, os homomorfismos ¢ : Vi — Vo sdo as
transformacoes lineares usuais.
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Se M é um A-médulo e N € M é um submoddulo, entdo a inclusao
canénica ¢ : N — M é uma aplicagdo A-linear. O quociente M /N possui
uma estrutura natural de A-mddulo tal que a projeccao candnica w: M —
M/N é uma aplicagdo A-linear: de facto, M/N é um grupo abeliano e
definimos uma operagao de A em M /N por:

a(v+ N) = (av) + N.

Vemos facilmente que (i)-(iv) sao satisfeitas. Ao médulo M/N chama-se
MODULO QUOCIENTE de M por N.

Se {N;};c; ¢ uma familia de submédulos de um A-médulo M, entao
Nicr Ni é¢ um submédulo de M. Logo, se S C M é um conjunto nao-vazio,
a interseccao de todos os submodulos de M que contém S é um submodulo
(S), a que se chama mddulo gerado por S. Os elementos de (S) sao da forma
a1v1+ -+ a,v,.,onde a; € Aev; €

Se {Ni};c; ¢ uma familia de submédulos de um A-médulo M, designa-se
por Y ..y N; o médulo gerado por S = | J,c; Ni. Se I = {1,...,m} ¢é finito,
escrevemos Z:’;l N; ou ainda Ny + --- + N,,. Em geral, os elementos de
> icr Ni tomam a forma v;, + -+ +v;,,, vi; € N,

Os Teoremas do Isomorfismo para grupos e anéis possuem andlogos para
A-médulos. As demonstracoes sao facilmente adaptéveis e por isso omitimo-
las.

Teorema 6.1.7 (Teoremas do Isomorfismo).

(i) Se ¢ : My — My é um homomorfismo de A-mddulos, entao existe um
isomorfismo de A-mddulos:

Im(¢) = M1/N(¢).
(ii) Se N1 e Ny sao submddulos dum A-mddulo M, entdao existe um iso-
morfismo de A-mddulos:

N1+N2N N
Ny _N]_mNQ'

(iii) Se N e P sdo submddulos dum A-mddulo M e M D N D P, entao P
€ um submodulo de N e existe um isomorfismo de A-mddulos:

/P

M/N':N/P.

2Esta afirmacéo nao é verdadeira para médulos ndo-unitérios. Para estes, os elementos
de (S5) sdo da forma }, a;vi + >, n;0;, onde a; € A,n; € Z e v;,v; €5.
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Seja {M;},; uma familia de A-médulos. Definimos o A-médulo [[,; M;,
chamado PRODUTO DIRECTO da familia de médulos {M;},.;, da seguinte
forma. O conjunto suporte de [[,.; M; é o produto cartesiano dos M;.
Se (vi)ier, (wi)ier € [l;c; M, entdo (v;)icr + (w;)ier designa o elemento
(vi + wi)ier € [lier Mi, e se a € A, entdo a(v;)ics designa o elemento
(av;)ier € [l;e; M;i. Com estas operagoes verifica-se facilmente que [[;.; M;
¢ um A-médulo. Se k € I, a projecg¢ao canénica 7y, : [[;c; My — My é o
homomorfismo de A-médulos que a (v;)icr € [[,c; M; associa o elemento
v € M.

A SOMA DIRECTA de uma familia de A-médulos {M;},.;, que designamos
por @,y M;, é o submédulo de [[;c; M; formado pelos elementos (v;)icr
em que apenas um nudmero finito de v;’s é ndo-nulo. Se k € I, a injec¢do
canonica vy, : My — @,;c; M; é o homomorfismo de A-mdédulos que a vy, €
M}, associa o elemento (v;)icr € [[;c; Mi em que v; = 0 para i # k.

Se I ={1,...,m} é um conjunto de indices finito, entdo a soma directa
e o produto directo coincidem. Neste caso escrevemos €D, M; ou ainda
M & & M,

Proposigao 6.1.8. Sejam M, M, ..., M,, mdédulos sobre um anel A. Entdo
M ~ My ® - ® M, se e s se existem homomorfismos de A-mddulos
M — My, e, : M — M tais que:

(i) FkOLk:ide, kzl,...,m;
(ii) oy =0, k#1;
(i4i) t1 0T 4+ -+ + by © Ty, = idpy.

Demonstracdo. Suponha-se que ¢ : M — M, & --- & M,, é um isomor-
fismo. Entao a composicao das projeccoes e injeccOes candnicas com ¢ e
¢~ satisfazem a (i), (ii) e (iii).

Inversamente, se existem homomorfismos satisfazendo a (i), (ii) e (iii),
definimos os homomorfismos ¢ : M — M1 &--- &My e : M1&--- &M, —
M da seguinte formas:

d(z) = (71 (7)) k={1,.... m}>
V((Tr)k=(1,...m}) = t1(x1) + -+ L (Tm).

Entao (i), (ii) e (iii) mostram que ¢ o = idye--aM,, € ¥ © ¢ = idyy, logo,
¢ e 1 estabelecem um isomorfismo de A-médulos M ~ M, & --- & M,,. O

Se M é um A-médulo e {N;}ier é uma familia de submdédulos, pode
acontecer que a aplicacao (v;) — )_; v; seja um isomorfismo @, ; N; ~ M.
Neste caso dizemos que M é uma soma directa dos submédulos {N,}ier,
e escrevemos M = @,.; N;. O resultado mais utilizado para mostrar que
um modulo é uma soma directa de submédulos é a seguinte proposicao cuja
demonstracao é deixada como exercicio:
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Proposicao 6.1.9. Seja M um A-mddulo, e {M;};cr uma familia de sub-
mdodulos. Entio M = @,.; M; sse as sequintes duas condigdes se verificam:

(1) M =3 Mi;
(it) MO (M, + -+ My,) = {0} se j & {ir,... ik}

A fechar esta seccao introduzimos uma estrutura algébrica importante
que estd relacionada com a nocao de mdédulo.

Definicao 6.1.10. Seja A uma anel com unidade. Uma ALGEBRA sobre A
é um anel A tal que:

(i) (A,4) é um A-médulo com unidade;
(ii) k(ab) = (ka)b = a(kb) paratodoo k € Aea,be A.

Uma &algebra A que, como anel, é um anel de divisao diz-se uma ALGE-
BRA@ALGEBRA DE DIVISAO.

As nogoes de subdlgebra, homomorfismo e isomorfismo de élgebras (sobre
0 mesmo anel), sdo mais ou menos ébvias. Deixamos ao cuidado do leitor a
sua definicao.

A teoria classica das algebras lida com algebras sobre um corpo K. Uma
algebra sobre um corpo K que como espaco vectorial possui dimensao finita
diz-se uma ALGEBRA DE DIMENSAO FINITA sobre K.

Exemplos 6.1.11.

1. Se K é uma extensdo de um corpo k, entao € uma dlgebra sobre k. Assim, os
corpos Z. C Q C R C C sao dlgebras sobre cada um dos corpos que os precedem.
De igual forma, o anel dos quaternioes H € uma dlgebra sobre cada um destes
coTPOS.

2. Seja A uma anel com identidade. O conjunto A = M, (A) das matrizes n xn

com entradas em A € uma dlgebra sobre A. Se A = K ¢é um corpo, M, (K) ¢é
uma dlgebra sobre K de dimensao finita.

3. Se V € um espago vectorial sobre um corpo K, o conjunto A = Endg (V)
dos endomorfismos de V € uma dlgebra sobre K. FEsta dlgebra tem dimensdo
finita se V' tem dimensdo finita. De facto, se dimV = n, entdo esta dlgebra é
isomorfa a dlgebra das matrizes n X n com entradas no corpo K.

4. Se K é um anel comutativo com identidade, o anel dos polindmios K[x1,. .., ]
e o anel das séries de poténcias K|[[z]] sdo dlgebras sobre K.

E possivel ainda considerar adlgebras em que o produto nao é associativo.
Classes importantes de algebras nao-associativas sao as algebras de Lie e
algebras de Jordan. O estudo destas estruturas algébricas estd para além
do ambito deste livro.
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Exercicios.

1. Seja V um espago vectorial sobre um corpo K, e fixe uma transformacao
linear T: V — V.

(a) Mostre que V é um K[z]-médulo quando se define multiplicagio de um
elemento p(x) = a,z" + -+ + a1z + ap € K[z] por um elemento v € V
por p(x)v = ap,T"(v) + -+ + a1 T (v) + agv.

(b) Quais séo os submdédulos do K [z]-médulo V?

(¢) Seja V=R"e T(v1,...,0s) = (Upn,v1,...,0n—1). Determine os elemen-
tos v € R" tais que (22 — 1)v = 0.

2. Seja ¢ : M7 — My um homomorfismo de A-médulos, e N; C M; (i = 1,2)
submédulos tais que ¢(N1) C Na. Mostre que:

(a) Existe um, e um s6, homomorfismo de A-mdédulos (;NS : My /N1 — My/No
tal que o diagrama seguinte é comutativo:

(b) ¢ é um isomorfismo se e s6 se Im(¢) + No = My e ¢~ 1(Ny) C N;.

3. Seja {N;};c; uma familia de A-médulos. Mostre que:

(a) Dado um A-médulo M e homomorfismos {¢; : M — N;}, ;, existe um
unico homomorfismo ¢ : M — [[..; N; tal que, para todo o k € I, o
diagrama seguinte é comutativo:

el

M***f*>HieINl
Tk

Pk l

Ni,

(b) [l;c; Ni é determinado a menos de um isomorfismo pela propriedade
expressa em (a).

4. Seja {N;},;c; uma familia de A-médulos. Mostre que:

(a) Dado um A-médulo M e homomorfismos {¢; : N; — M}, ;, existe um
tinico homomorfismo ¢ : @,.; Ny — M tal que, para todo o k € I, o
diagrama seguinte é comutativo:
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(b) @,c; Ni é determinado a menos de um isomorfismo pela propriedade
expressa em (a).

5. Seja M um A-médulo e {M;};cr uma familia de submédulos de M. Mostre
que M = @, ; M; sse as seguintes duas condicoes se verificam:

(i) M =3 e M

6. Uma sucessido de homomorfismos de A-mddulos:

M, 031 M, P2 M, Pn M,

diz-se ezacta se Im(¢;) = N(¢ix1), i =1,...,n — 1. Mostre que:
(a) se N C M é um submddulo, entéao

L s

0 N M

M/N—>0

é uma sucessao exacta;

(b) se My e My sdo A-médulos, entdo a sucessao

0 —— My —> M, & My = My ——0

¢é exacta.

7. (Lema dos Cinco) Considere o seguinte diagrama comutativo de A-mdédulos
e transformacoes lineares:

M1 Mg M3 M4 M5
¢71l ¢2l ¢73l ¢4l ¢>5l
N Ny N3 Ny N5

Mostre que, se as linhas sao exactas e ¢1, g2, @94 € ¢5 sdo isomorfismos, entao
¢3 também é um isomorfismo.

8. Se M e N sdo A-médulos & esquerda, Hom 4 (M, N) designa o conjunto das
transformagoes A-lineares ¢ : M — N. Mostre que:
(a) Homa (M, N) é um Z-médulo;
(b) Homu (M, A) é um A-médulo a direita;
(¢) Enda(M) = Homyu (M, M) é uma élgebra sobre A.

9. Seja M um A-médulo & esquerda. O dual de M é o A-médulo a direita
M* = Hom4 (M, A). Mostre que:

(a) se ¢ : M — N é A-linear, existe uma transformacdo linear dual (de
A-médulos & direita) ¢* : N* — M*;

(b) (@161 Nz)* = Hiel N,

(c) pode acontecer que M # {0} e M* = {0}.
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6.2 Independéncia Linear

Seja M um A-médulo e S C M um conjunto nao-vazio. Os elementos de
S dizem-se LINEARMENTE INDEPENDENTES se, para toda a familia finita
{v1,...,v,} de elementos de S e ay,...,a, € A, se tem

aiv1+---+av, =0 — a;=---=a, =0.

Caso contrario, dizemos que os elementos de S sao linearmente dependentes.

Um subconjunto S de um A-médulo M diz-se GERADOR se M = (S).
Neste caso, qualquer elemento v € M pode ser escrito como uma combinagao
linear (em geral, nao-tnica) de elementos de S: v =Y " a;v;,a; € A, v; €
S. Um A-médulo é de TIPO FINITO se possui um conjunto gerador finito.

Uma BASE S dum A-mdédulo M é um conjunto gerador cujos elementos
sao linearmente independentes. Dada uma base, qualquer elemento v € M
pode ser escrito de forma tnica como combinacao linear Ef;l a;vi,a; €
A,v; € §. Como mostram os exemplos abaixo, um A-mddulo pode ou nao
ter uma base. Dizemos que um A-médulo M é LIVREH se M possui uma
base.

Exemplos 6.2.1.
1. Qualquer espago vectorial contém uma base (exercicio).

2. O grupo abeliano Z,, visto como um Z-mddulo, nao admite uma base. De
facto, dado g € Z,,, existe sempre um m € Z tal que mg = 0, logo, em Z,, ndo
existem conjuntos linearmente independentes.

8. O grupo abeliano Z™ = Z & --- B Z € livre. Uma base € dada por S =
{91,---,9m}, onde g; = (0,...,1,...,0).

4. Qualquer anel A é um A-mddulo livre com base {1}. Observe-se que os
submddulos coincidem com os ideais de A. Em particular, um submddulo pode
nao ser livre, e mesmo sendo livre pode ter uma base de cardinalidade > 1.

Um A-médulo M diz-se CICLICO se é gerado por um elemento, i.e., se
M = (v) para algum v € M(H) Se M = (v) é ciclico, entdo temos um ho-
momorfismo de A-médulos, A — M, dado por a — av. Este homomorfismo
é sobrejectivo e, pelo 12 Teorema do Isomorfismo, M ~ A/annwv, onde o
ANIQUILADOR de v é o ideal annv = {a € A : av = 0}. Se annv = {0},
entdo dizemos que v é um ELEMENTO LIVRE, pois neste caso M = (v) ~ A
é livre. O conjunto dos elementos de M que nao sao livres designa-se por
Torc(M).

3Como veremos mais & frente, esta nocdo é o andlogo para A-médulos da nocéo de
grupo livre.
4Observe que esta nocéo é o andlogo para A-médulos da nocéo de grupo ciclico.
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Seja X um conjunto arbitrario, e A um anel. Para cada x € X as-
sociamos uma cépia de A e formamos o A-médulo livrie M = @, .y A.
A este médulo chama-se MODULO LIVRE GERADO PELO CONJUNTO X. B
conveniente representar os elementos de M como somas a1x1 + - -+ + ar T,
onde x1,...,x, € X. Por uma soma deste tipo entende-se uma sucessao
(az)zex € M, onde az, = ay,...,a;, =area, =0sex#x;(i=1,...,r).

A proposicao seguinte fornece uma caracterizagdo dos mddulos livres.
Em particular, mostra que o moédulo livre gerado pelo conjunto X satisfaz
a mesma propriedade universal que caracteriza os grupos livres.

Proposigao 6.2.2. Seja A um anel. Para um A-mddulo M, as sequintes
afirmacgoes sao equivalentes:

(i) M é livre.

(ii) Existe uma familia de submddulos ciclicos {N;};cr de M, com N; ~ A,
tais que M ~ @, N;.

(iii) M =~ @je 5 A para algum conjunto de indices J.

(iv) Existe um conjunto X # 0 e uma fungdo v : X — M com a sequinte
propriedade universal: Para todo o A-mddulo N e funcio ¢ : X — N
existe um unico homomorfismo de A-mddulos 55 : M — N tal que o
sequinte diagrama € comutativo:

X

Demonstragao. Vejamos que (i) = (ii) = (iii) = (iv) = (i).

(i) = (ii) Suponha-se que M ¢ livre e seja {e;};c; uma base de M.
Entao, para cada i € I, N; = (e;) é um submdédulo ciclico de M isomorfo
a A. A aplicacio ¢ : @,.; Ni — M que associa (vi)ier — Y ;jc;vi ¢ um
isomorfismo de A-médulos.

(ii) = (iii) Obvio.

(iii) = (iv) Seja ¢ : @;c; A — M um isomorfismo de A-médulos e
er = (zj)jes o elemento de P;c; A, com z = 1 e z; = 0, para j # k.
Tome-se ainda X = J e considere-se a aplicagdo ¢t : X — M definida por
u(j) =vY(e;). Se ¢ : X — N é uma fungao para um A-médulo NN, definimos
¢ : M — N como sendo a transformacao linear que associa 1(ey) — ¢ (k).
Entéo ¢ torna o diagrama acima comutativo. Como {t(ej)} é uma base de
M, q; é unico.

(iv) = (i) Deixamos como exercicio verificar que {¢(z)},cx ¢ uma base
de M. O
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Seja M um A-médulo livre que admite uma base finita {ei,...,e,}.
Entdo, a proposigdo mostra que M ~ @ ; A = A™. Serd que qualquer
outra base de M tem a mesma cardinalidade? Por outras palavras, serd que
A" ~ A™ implica n = m? Talvez um pouco surpreendentemente, a resposta
é nao, como mostra um exercicio no final desta secgao.

Por outro lado, se M é um A-médulo livre que admite uma base infinita,
temos o seguinte resultado:

Proposicao 6.2.3. Se um A-mddulo M possui uma base infinita, entdo
todas as bases de M tém a mesma cardinalidade.

Demonstragao. Sejam {e;};.; e {fﬂ'}jeJ bases de M e suponha-se que [ é
infinito.

(a) J € infinito: Suponha-se, por absurdo, que J é finito, digamos J =
{1,...,m}. Entao existem elementos cj;, € A com iy € I, 1,j € J,
tais que f; = >, ¢jie;,. Mas entdo {e;,...,e;,} ¢ um conjunto
gerador de M, logo, se e;, é outro elemento da base distinto destes,
existem ay,...,a, € A tais que

€jy = a1€j; + -+ am€;,,,
o que contradiz a independéncia linear dos {e;},.;.

(b) Emiste ¢ : I — Ppn(J) x N injectivofl Seja v+ T — Prn(J) a aplicagao
que a i € I associa {j1,...,Jm}, onde 0S j1,...,Jm s@0 os (tnicos)
indices de J que satisfazem

ei=ajf; ++ajf;.  (ay#0).

A aplicacdo 9 nao é injectiva, mas se P C Pgy(J), entdao 1~ 1(P)
é finito (porqué?). Logo podemos ordenar 1~ 1(P). Se i € ¢~ 1(P),
entdo ¢(i) = (P, ), onde a é o nimero ordinal de i em ¢! (P). Como
I é uma unido disjunta dos ¥ ~!(P), obtemos uma aplicacdo injectiva
¢ I — Pgn(J) x N.

(¢) |I| =|J|: Como J é infinito, temos, por (b),
11| < [Pan(J) x N| = [Pan(J)| = [J].

Invertendo os papéis de I e J, concluimos que |J| < |I|. Pelo Teorema
de Schroder-Bernstein, vemos que |I| = |J|.

0

5Designamos por Psn(.J) o conjunto das partes finitas de J. No Apéndice mostra-se
que, se J é infinito, Pgn(J) tem o mesmo cardinal que J.
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Estes resultados motivam entao a seguinte definigao:

Definicao 6.2.4. Diz-se que um anel A possui a PROPRIEDADE DE IN-
VARIANCIA DIMENSIONAL se, para qualquer A-mdédulo livre M, todas as
bases de M possuem a mesma cardinalidade. Ao cardinal comum das bases
de M chama-se DIMENSAO de M, e escreve-se dim 4 M.

Deixamos como exercicio verificar que os anéis de divisao possuem a
propriedade de invaridncia dimensional, donde faz sentido falar em dimensao
de um espago vectorial sobre um anel de divisao.

Proposicao 6.2.5. Os anéis comutativos possuem a propriedade de in-
variancia dimensional.

Demonstragao. Sejam {eq,...,e,} e {fq,...,f,,} bases de um A-médulo
livre M. Entao existem elementos bj;,c;; € A, ¢ =1,...,n,j=1,...,m
tais que

fi=) bjiei, ei=Y ci;f;
( J

Por substituicao, conclui-se que:

F;= E bjicaf, e = E cijbjier.
il il

Como {e1,...,e,} e {f1,..., f,,} s@o bases de M, introduzindo as matrizes
m,n n,m 7 .
B = (bji);21 ;=1 € C = (¢i5);21 j—1, concluimos que:

BC = Imxmy CB = Inxn'
Suponha-se que a caracteristica de A é zero. Como A é comutativo, temosﬁ
m = tr(Ipxm) = tr(BC) = tr(CB) = tr(Inxn) = n.

A primeira e a iltima igualdade sé sao validas se a caracteristica for zero. O
caso em que a caracteristica € diferente de zero é deixado como exercicio. [

Exercicios.

1. Dé um exemplo de um A-médulo nao-isomorfo a A, em que qualquer conjunto
com 2 ou mais elementos é linearmente dependente.

2. Seja A um anel comutativo, e M um A-mddulo.

(a) Mostre que, se v € Torc(M), entdo (v) C Torc(M);
(b) E Torc(M) um submédulo de M ?

Recordemos que, se A = (a;;) é uma matriz n x n, 0 TRAGO de A é tr A =31 | ai;.
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3. Seja A um anel comutativo. Mostre que End 4(A™) é isomorfo ao anel M,,(A)
das matrizes n x n com entradas em A.

4. Seja M um A-mdédulo, X # () um conjunto e ¢ : X — M uma fungdo com
seguinte propriedade: Para todo o A-médulo N e fungao ¢ : X — N existe um
tnico homomorfismo de A-mdédulos ¢ : M — N tal que ¢ = ¢ o t. Mostre que
{t(7)},cx ¢ uma base de M.

5. Seja V um espago vectorial sobre um anel de divisdo D. Mostre que:

(a) V possui uma base {e;};.;;

(b) D possui a propriedade de invaridncia dimensional.

6. Seja A um anel comutativo. Mostre que:
(a) se B,C € M,(A) sdo matrizes n X n, entdo BC' = I, x,, implica CB =
Insn;

(b) se B é uma matriz m x n, C' é uma matriz n x m, BC = IL,xm €
CB = I,xn, entao m = n.

7. Seja R™ = @;2; R (soma directa de R-médulos), e A = End(R*) o anel das
transformagoes R-lineares de R>. Mostre que A ~ A ® A (como A-médulos),
i.e., que A possui uma base de 2 elementos.

8. Mostre que qualquer A-mdédulo é um quociente dum A-médulo livre.

6.3 Produtos Tensoriais

Nesta seccao, A designa um anel Comutativoﬁ. Em particular, os médulos
livres que estudamos possuem a propriedade de invariancia dimensional.

Se My,..., M., N sao A-médulos, uma transformacdo A-multilinear é
uma aplicagdo p: My X --- X M, — N que é A-linear em cada variavel:

! "
w(vy,...,av;, +bv,;,...,v,) = ap(vi,...,v;,...,0;)
1"

+bu(vy, ..., v;,...,0,).

Designamos por L(Mj,..., M,; N) o conjunto das transformagoes A-multi-
lineares. Verificamos facilmente que L(Mj, ..., M,; N) é um A-mdédulo para
as operacoes usuais de adicao e multiplicagao por escalares

(/’Ll + N2)(Ula s 7’07“) = ,LLl(’Ul, s 7UT) + N2(U17 s 7U1“)7

(ap)(v1,...,v,) = ap(vy,...,0.).

Se My =--- =M, = M escrevemos L"(M;N) em vez de L(M,...,M;N).

"Podem definir-se produtos tensoriais de médulos ndo-comutativos. Nesse caso é pre-
ciso distinguir entre médulos a esquerda e médulos a direita.
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Proposigao 6.3.1. Sejam My, ..., M, A-mddulos.

(i) Eziste um A-mddulo Q;_y M; = My ® --- @ M, e uma aplica¢io A-
multilinear v : My X -+ X M, — My ® --- ® M, com a sequinte pro-
priedade universal: para todo o A-mddulo N e aplicacdo A-multilinear
G: My x---x M, — N, existe um tnico homomorfismo ¢ : M1 ® - @
M, — N que torna comutativo o sequinte diagrama:

My x - x M,

(ii) O A-mddulo My ® --- @ M, € determinado pela propriedade universal
expressa em (i) a menos de um isomorfismo.

Demonstracdo. Seja L o A-médulo livre gerado pelo conjunto My X - - - X M.,

i.e.,
L=@pA,
el
onde existe um termo na soma para cada (v1,...,v,) € My X ---x M, (i.e.,

o conjunto dos indices I coincide com este produto). Designando por R o
submodulo de L gerado pelos elementos da forma
(6.3.1) (v1,...,av; +bv;,...,v.) —a(v1,...,0;,...,0,)—

1

b(”l)"'?”z’)"'?”?‘)7

tomamos, para M; ® --- ® M, o médulo quociente L/R. Por sua vez, a
aplicacao ¢ : My X -+ x M, — M7 ® --- ® M, é a composicdo da injeccao
canonica M x --- x M, — L com a projeccao canénica L — L/R.

Se ¢ : My x --- x M, — N é uma transformacao A-multilinear, entao
obtemos uma aplicacdo induzida ¢ : L — N definida da seguinte forma: se
@ierai(vy,...,v,) € L, entao

S(@icrai(vi,. .., v,)) = Y aid(vi,...,v,).

iel

Esta aplicacao estd bem definida, pois apenas um numero finito dos a; nao é
zero. E ainda fécil de ver que ¢ é A-linear. Como ¢ é A-multilinear, ¢ anula-
se em elementos da forma (E31]), logo, em R. Por passagem ao quociente,
obtemos entdo uma transformacio A-linear ¢ : M; @ --- ® M, — N e, por
definicao, ¢ = d o ¢.

Finalmente, seja (Q)_, M;)’ um A-médulo, e ¢ @ My x --- x M, —
(R, MZ-), uma transformacao A-multilinear satisfazendo a propriedade
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universal expressa em (i). Entao temos diagramas comutativos:

My x - x M, —— Q'_; M; M1><"'><MrL>(®§:1Mi)/

| |
\ ‘IVZI \ ‘IVZ

que fornecem transformacoes A-lineares 7 e i’. A composicao 7 o7’ torna o
seguinte diagrama comutativo:

T
Qi1 M;
/
My x -+ x M, Tof’
\
T
&i=1 M
Como a transformagao identidade i¢d s, g...90, também torna este diagrama
comutativo, a unicidade na propriedade universal implica toi’ = ids, ..o M, -

De igual forma, vemos que 7/ o = id(yy -0,y 1080, estas aplicagoes
fornecem um isomorfismo de A-médulos @;_; M; ~ (Q;_, M;)'. O

Ao A-médulo M ®- - -®M, chamamos PRODUTO TENSORIAL dos mdédulos
Mi,...,M,. Se (vy,...,v,) € My X --- X M,, a imagem ((vy,...,v,) €
M ® -+ ® M, é designada por v; ® --- ® v,. Nesta notacao, temos a
seguinte propriedade:

VI® @+ b)) @ BU, =av1 @ @Y, D)+
b, @ Qv @+ @ v,)
Qualquer elemento de M7 ® --- ® M, pode ser escrito como uma soma de
elementos da forma v ® -+ ® v,, pois, como mostra a demonstracao da

proposicao acima, estes elementos formam um conjunto gerador. Esta re-
presentacao nao ¢ unica pois a aplicacao ¢ nao é injectiva.

Exemplo 6.3.2.

No produto tensorial (sobre Z) de Zo com Z4, temos as sequintes relagoes:

0on=1®2 (n=0,1,2,3),
1®1=1®3.

Donde € facil deduzir que Zo Q@ Ly ~ Zo.

A proposicao seguinte é um simples exercicio envolvendo a definicao de
produto tensorial.
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Proposicao 6.3.3. (PROPRIEDADES DE X)) Sejam M, N, e P A-mddulos,
e {M;},c; uma familia de A-mddulos. Entdo existem os sequintes isomor-
fismos de A-maodulos:

(i) MIN@P~(M®N)®RP~M®(N® P) que fazem corresponder
0s elementos QW Rz — (VROW) Rz v (W z), onde v € M,
weNezeP;

(ii) M @ N ~ N ® M que faz corresponder v @ w < w ® v, onde v € M
ew € N;

(iii) (D M) @ N ~ @;c;(M; @ N) que faz corresponder (v;);c; @ w <
(v; @ w);cy, onde v; € M;, w € N.

Como mostra o exemplo acima, em geral o produto tensorial M ® N
envolve um grande ntimero de relagoes entre os elementos da forma v ® w.
No entanto, no caso de moédulos livres, apenas existem as “relagoes ébvias”,
como mostra a seguinte proposicao:

Proposigao 6.3.4. Sejam M e N dois A-mddulos livres, com bases {v;};c;
e {w;},c;. Entio M @ N € livre, com base {v; ® wj}(ij)e[x]‘

Demonstragio. E 6bvio que {v; ® wj}(m)elxj é um conjunto gerador. Para
ver que estes elementos sao linearmente independentes, considere-se a aplicagao
¢p:MxN — ®(ij)EIXJA definida por

¢ " ai, »  bjw;) = (aibs) i erx-
icl jed
Como ¢ é A-bilinear, existe um homomorfismo ¢ : M @ N — @(i,j)eIxJA
tal quegb:quSOLe
d(vk @ wy) = ¢ o (v, wy)
= ¢(v, wi) = (ext)(ij)erxJ-

onde (eg)i; = 1, se (k,1) = (4,7), e (er)ij = 0, caso contréario. Os elementos
(ext)(ij)erxs formam uma base de ©; j)erx.sA4, logo, os {v; ® wj}(z.’j)dxj
sao linearmente independentes.

Corolario 6.3.5. Sejam M e N dois A-mddulos livres, com dim M = m e
dim N = n, entdo dim(M & N) = mn.

Se ¢; : M; — N;, i =1,...,r sao homomorfismos de A-mddulos, entao
temos o homomorfismo T(¢1,...,¢,) : M1 ® --- @ M, — N1 @ --- ® N,
definido da seguinte forma: T'(¢1,...,¢,) é a Unica transformagao A-linear

que satisfaz

T(¢17 s 7¢r)('01 Q- ®v7") = gbl(lvl) K- d)r(vr)'
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Como o lado direito define uma expressao multilinear nos vq,...,v, a pro-
priedade universal do produto tensorial mostra que esta aplicacao fica bem
definida.

Nas proposicoes seguintes utilizamos o facto de que A é comutativo para
escrever Homy (M, N), Endy (M) e M* como A-médulos a esquerda (ver
Exercicios B18 e ET19).

Proposigcao 6.3.6. Sejam M; e N;, i = 1,...,r, A-mddulos livres de di-
mensdo finita. FExiste um isomorfismo:

Homy (M, N1) ® --- @ Hom g (M,., N,.) ~
2I_IOIHA(]\41 @M., Ny ®"'®Nr)7

que a 1 ® -+ @ ¢ associa T(d1,...,0p).

Demonstracao. Pela associatividade do produto tensorial, basta provar o
: ’ . / !
casor = 2. Sejam My, Mz, N1 e No A-médulos livres com bases {vy,...,v,, },
" " / ! " " . .
{vi,.. v, {wy, ..., w, } e {wy,...,w,, }, respectivamente. Definimos

bases {¢;;} de Hom4 (M, N1) e {¢3;} de Hom4(Ms, No) pelas féormulas:

w;- se a=rt, w;, se b=k,
ij(v,) = Yr(vy) =
0 se a#i, 0 se b#k.

Pela proposigao precedente, uma base de Hom 4(M7, N1) ® Hom 4(Ma, N2)
é {¢ij ® Yy }. Por outro lado, vemos que

, } 'w;- @w, se (a,b)=(i,k),
T(¢Z]7 wkl)(va ® Ub) =
0 se (a,b) # (i, k).

Logo, {T'(¢ij, %)} é uma base de Hom(M; ® N1, Ma®N3), e concluimos que
existe um isomorfismo de A-mdédulos que transforma ¢ ® ¥ — T(¢p,v). O

Vemos, pois, que no caso de A-modulos livres de dimensao finita, pode-
mos escrever ¢1 ® - -+ ® ¢, em vez de T'(¢1,...,¢,), sem qualquer ambigui-
dade.

Corolario 6.3.7. Sejam M e N A-mddulos livres de dimensao finita. Fxis-
tem isomorfismos:

(i) Ends(M) ® Enda(N) ~ Enda(M @ N);
(i) M* © N* ~ (M @ N)*.

Estes isomorfismos sao complementados pelo seguinte isomorfismo que
fornece uma interpretacdo do produto tensorial para A-moédulos livres de
dimensao finita.
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Corolario 6.3.8. Sejam M e N A-mddulos livres de dimensao finita. Existe
um isomorfismo
M* ® N ~ Homy (M, N)

que, a um elemento [Qw, associa o homomorfismo ¢ ., dado por v — [(v)w.

Demonstragao. Se {v1,...,v,} é uma base de M, seja {l1,...,l,} a base
de M* dual definida por

1 se j=ru,
li(v;) =
0 se j#i.
Se {w1,...,w,} é uma base de N, entdo os {l; ® wy} formam uma base

de M* ® N. Por outro lado, os homomorfismos ¢;, v, € Homa(M,N)
satisfazem a

wg se  j =1,
D1y, w0y, (V) = li(vj)wy =
0 se j#i,

logo, 0s {¢y; v, } formam uma base de Hom 4 (M, N), e existe um isomorfismo
M* @ N ~ Homu (M, N) que transforma I @ w — ¢; 4. U

Se M e N sao A-médulos, o diagrama

M x N ‘ M ®
[

'z

x\v

A

mostra que a correspondéncia ¢ — q; determina um isomorfismo L(M, N; A) ~
(M ® N)*. Em geral, este isomorfismo nao é suficiente para caracteri-
zar o produto tensorial M ® N, pois pode acontecer M ® N # {0}, com
(M ® N)* = {0}. Se, no entanto, M e N sao livres de dimensao finita,
entao, pelos resultados acima, obtemos:

N

M ® N ~ L(M*,N*; A).

Este tipo de isomorfismo estende-se a certos moédulos livres de dimensao
infinita. E frequentemente usado em Geometria Diferencial para caracterizar
tensores (e em particular formas diferenciais).

E bem conhecido que um espago vectorial sobre R pode ser visto como
um espago vectorial sobre C, com a mesma dimensao. Usando produtos
tensoriais, podemos estender o anel dos escalares de um dado médulo, o que
passamos a explicar.
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Seja A um anel, e A uma extensdo de A (i.e., A é um subanel de A).
Podemos ver A como um A-médulo: se a € A e b € A, entdo o produto ab
é definido por multiplicacao em A. Assim, se M é um A-médulo, podemos
formar o A-médulo M ; = =AQy MB. Definimos uma operacio de A em M ;
pela férmula

b(c @ v) = (be) ® v.

Verificamos facilmente que M ; com esta nova operacao de multiplicagao por
escalares de A é um médulo sobre A. Dizemos que M ; i é obtido de M por
EXTENSAO DO ANEL DOS ESCALARES. Se ¢ : M — N é uma transformagao
A-linear, obtemos um homomorfismo ¢ : M i1 — NN j se definirmos

$c®w) = c® d(v).

Proposicao 6.3.9. Se M ¢é um A-mddulo livre, entio M ; € um A-médulo
livre com a mesma dimensao.

Demonstracao. Se M ~ @;c1 A, entao

M; =A@ M
~A® A (BicrA)
>~ Die (A®AA) _EBZ‘E[/NL

onde o tltimo isomorfismo é obtido do isomorfismo A — A ® 4 A definido
pora— a® 1. O

Exemplos 6.3.10.

1. Se V € um espago vectorial sobre R, entdo V¢ (por vezes chamado a com-
plexificagao de V) é um espaco vectorial sobre C. Se {v1,...,v,} € uma base
de V sobre R, entdo {1®@wv1,...,1®@v,} € uma base de V¢ sobre C. Logo, se
V ~R"™, entio Vg ~ C".

2. Se estendermos o anel dos escalares do Z-mddulo Z a Q, obtemos um Q-
mddulo isomorfo a Q.

3. Se estendermos o anel dos escalares do Z-mddulo Z, a Q, obtemos um Q-
mddulo trivial (exercicio).

Existem muitas outras construcoes em que produtos tensoriais, Hom, e
dualidade desempenham um papel relevante.

Exercicios.

8Quando estdo em jogo mais do que um anel, é conveniente utilizar o simbolo do anel
como subscrito no sinal de produto tensorial, de forma a que seja claro em que anel se
forma o produto tensorial.
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1. Verifique as propriedades bésicas dos produtos tensoriais (Proposicao E33).
2. Sejam p1 : G — GL(V1) e pa : G — GL(Va) representagbes dum grupo em
espagos vectoriais Vi e V5. Mostre que existe exactamente uma representacao
p: G — GL(V1 ® Va) que satisfaz a seguinte propriedade:
p(9)(v1 ® v2) = p1(g)(v1) ® p2(g)(v2).
3. Mostre que Zy, ®gz, Zy, >~ Zq. Qual é a expressao de ¢ em termos de m e n?
4. Mostre que Q ®z Z,, é trivial.
5. Mostre que, se

0 M,y My M3 0

é uma sequéncia exacta de A-médulos e N é um A-mddulo, entdo a sequéncia
de A-médulos

M1®N%M2®N%M3®NHO

também é exacta. Mostre, ainda, que a primeira aplicacao desta sequéncia
pode nao ser injectiva.

6. Seja M um A-mddulo, seja R o submédulo de @)_; M gerado por elementos
da forma

v ®-®u, v = v, para algum i, j (i # )

e designe por A" M o médulo quociente @;_, M/R, e por vi A== Av, a
imagem de v1 ® --- ® v, em A" M. Mostre que:

(i) aaplicagdo A-multilinear ¢ : M x---xM — MA---AM que a (vy,...,v,)
associa v A - -+ A v, é alternada, i.e.,

L(Vo(1)s -+, Vo(r)) =5g0 0 - L(V1,...,0,), Vo &S,

(ii) se ¢ : M x --- x M — N é A-multilinear alternada, existe um tnico
homomorfismo ¢ : M A--- AN M — N que torna o seguinte diagrama
comutativo:

L

MAN---ANM
\

(iii) O A-médulo M A --- A M é determinado pela propriedade universal ex-
pressa em (ii) a menos de um isomorfismo.

|
'3
Y

N

(iv) Se M é livre de dimensao finita n, entdao A" M é livre com dimensao igual

n .
a( r)sel<r<n,e1gualaOSer>n.
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(v) Se M ¢é livre de dimensao finita, entao \" M* ~ A"(M) (o médulo das
aplicagbes multilineares alternadas ¢ : M x --- x M — A).
—_——

I vezes

7. Seja {M;},.; uma familia de A-médulos onde I é um conjunto parcialmente
ordenado que satisfaz a seguinte condi(;éoﬁ:

Vi,jel, 3kel: i<kej<k.

Assuma, ainda, que para todo o4, j € I com ¢ < j existe uma aplicacao A-linear
@]+ M; — M; tal que sempre que i < j < k se tem

k j k i
¢j0¢g— s L =1id.
Mostre que:

(a) existe um A-médulo M e aplicagoes A-lineares ¢; : M; — M que sa-
tisfazem a seguinte propriedade universal: se N é um A-mddulo e ; :
M; — N sao aplicagoes A-lineares tais que ¢; 0 ¢} = ¢;, existe uma tnica
aplicagao A-linear ¢ : M — N que torna o seguinte diagrama comutativo:

@7

M; ————— > M;

Mostre, ainda, que M = J;c; ¢i(M;) e que é tinico a menos de isomor-
fismo. A M chama-se LIMITE DIRECTO da familia {M;, ¢!} e designa-se
por lim M;;

(b) se My C My C -+ C Mg C ... sao A-médulos, calcule lim M;;

(¢) se N é um A-médulo, entao
lim(M; ® N) = (lim M;) ® N,
8. Defina LIMITE INVERSO de uma familia dirigida de A-mdédulos, e mostre que

é caracterizado por uma propriedade universal analoga a de limite directo com
as setas no diagrama acima invertidas.

6.4 Moébdulos sobre Dominios Integrais

Nesta seccao, os anéis sao comutativos, com unidade, e é valida a lei do
corte, i.e., sdo dominios integrais. Este anéis sdo importantes em Algebra
Linear devido a seguinte propriedade.

9Um conjunto parcialmente ordenado que satisfaz esta propriedade diz-se DIRIGIDO ou
FILTRANTE.
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Proposigao 6.4.1. Seja M um maodulo sobre um dominio integral D. Entdo
Torc(M) é um D-submddulo de M.

Demonstracdo. Recordamos que
Torc(M) = {v € M : existe a € D com av =0 e a # 0}.

Logo, se v1,vy € Torc(M), entéo existem aq,as € D nao-nulos tais que
a1v1 = 0 e agvg = 0. Se dq,dy € D, entao

alag(d1v1-+-d2v2):: a2d1a1v1 +»a1d2a2v2 210,

com ajag # 0, pois, se ajas = 0, a lei do corte mostra que a; = 0 ou as = 0.
Vemos, pois, que djvy + davy € Tore(M). O

Chama-se a Torc(M) SUBMODULO DE TORGAO de M. Se M = Torc(M),
entao diz-se que M é um MODULO DE TORGAO. Se Torc(M) = 0, i.e., se
todos os elementos de M sao livres, entao diz-se que M é um MODULO LIVRE
DE TORCAO.

Exemplos 6.4.2.

1. Se M é um D-mddulo livre, entao Torc(M) = 0 (exercicio), e M ¢é livre de
torgao.

2. O Z-mddulo Q ¢€ livre de tor¢ao, mas Q nao € um Z-mdodulo livre.
3. Os mdodulos Z.,, sao Z-mddulos de torgao.

4. SeV é um espago vectorial de dimensdo finita sobre K, e T : V —V é uma
transformagado linear, entio V' é um K[x]-mddulo de tor¢do (exercicio).

A proposicao seguinte fornece as propriedades elementares do médulo de
torcao e é deixada como exercicio.

Proposicao 6.4.3.
(i) Se ¢ : My — My é um homomorfismo de D-mddulos, entao
¢(Tore(M;)) C Torc(Ma).

Se ¢ € injectivo, entao ¢(Torc(M;)) = Torc(Mz) N Im(¢). Se ¢ €
sobrejectivo com N(¢) C Torc(M), entao ¢(Torc(My)) = Torc(Ma).

(ii) Se M é um D-mddulo, entao M/ Torc(M) é um D-mddulo livre de
torgao.

(iii) Se {M;};c; € uma familia de D-médulos, entdo

Torc(@ M;) = @ Torc(M;).

iel iel
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Seja M um médulo sobre um dominio integral D e designe-se por K =
Frac(D) o corpo das fracgoes de D. Como K é uma extensao de D, podemos
estender o anel dos escalares de M a K, obtendo o espaco vectorial Mg sobre
K. Este espago vectorial reflecte as propriedades de M a menos de torgao.

Proposicao 6.4.4. Seja M um D-mddulo, K = Frac(D), e ¢ : M — Mg
a aplicagao D-linear v — 1 ® v. Entdo:

(i) Todo o elemento de My é da forma L¢(v), onde 0 #d € D ewv € M.
(ii) O micleo de ¢ € o submddulo de tor¢ao Torc(M).

Demonstragao. Para a demonstracao de (i), observamos que o médulo Mg
é gerado por elementos k ® v, com k € Frac(D),v € M. Logo, se w € M,

entao:
_ ) - i )
w —;h@vz —; b R v;.

Designando por d o produto dos b;’s, existem ¢; € D tais que 7* = %, logo:

Lo (s L ()
w == v | = =¢(v).
a7\ Ty
i=1
A demonstragao de (ii) é deixada como exercicio. O

Ao espago vectorial Mg sobre K = Frac(D) chamamos espago vectorial
associado ao D-médulo M. Como mostra a proposigdo anterior, este espago
reflecte as propriedades do médulo a menos de torgao, e sugere a seguinte
definicao:

Definigcao 6.4.5. Se M é um D-médulo e S C M, chamamos CARAC-
TERISTICA de S & dimensao do subespago linear de Mg gerado por ¢(S).
Em particular, a caracteristica de M é igual a dimensao dim M.

Da proposicao acima, obtemos:
Corolario 6.4.6. Um D-mddulo de tipo finito tem caracteristica finita.

Demonstragao. Se S é um conjunto gerador finito, entdo ¢(S) é finito e
contém uma base de M, logo dim Mg < co. Em particular, S tem carac-
teristica finita. O

Observe-se que a caracteristica dum D-moédulo é um invariante: se M7 ~
M5, entao M; e My possuem a mesma caracteristica. O inverso nao é
obviamente verdadeiro, i.e., a caracteristica nao determina um médulo a
menos de isomorfismo, e por isso nao € um invariante completo.

Exemplos 6.4.7.
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1. Como Q®zQ = Q a caracteristica de Q, como Z-mddulo, € 1. Como Q ndo
€ de tipo finito, o coroldrio nao é verdadeiro na direc¢ao inversa.

2. Como Q ®z Z,, = {0}, a caracteristica de Z,, € zero.

3. Mais geralmente, se M é um D-mddulo de tor¢ao, entao a sua caracteristica
€ zero.

Corolario 6.4.8. Seja M um D-médulo. Entao {e;};.; C M é uma familia
linearmente independente sobre D sse {1 ®e;},c; C Mg € uma familia
linearmente independente sobre K.

Demonstragao. Se {e;};c; C M é uma familia linearmente independente, o
submédulo N = @,.; De; ¢ livre de torcao, logo, a restricao de ¢ : M —
Mg a N é injectiva. O

Segue-se deste coroldrio que, se M é um D-mddulo livre, entdo a sua
caracteristica é igual a dimensao. Por outro lado, se M é um D-médulo
livre, entdo um submédulo N C M ndo é necessariamente livre (exercicio).
De facto, temos o seguinte resultado:

z

Proposigao 6.4.9. Se D ¢é um dominio integral tal que para todo o D-
modulo livre M os submddulos N C M sao livres, entdo D € um dominio
de ideais principais.

Demonstracdo. Como M = D é um D-mdédulo livre se D satisfaz & propri-
edade do enunciado da proposicao, os ideais I C D sao D-moédulos livres.
Uma base de I contém um s6 elemento, pois quaisquer dois elementos a,b € I
sao linearmente dependentes:

(=b)a + ab = 0.
Se {d} é uma base de I, entao I = (d) e I é um ideal principal. O

Na realidade, os dominios de ideais principais (abreviadamente, d.i.p.)
sao caracterizados pela propriedade expressa na proposi¢ao, como mostra o
resultado seguinte:

Teorema 6.4.10. Se D ¢ um d.i.p. e M € um D-mddulo livre, entdo qual-
quer submodulo N C M ¢€ livre, e dim N < dim M.

Demonstragao. Seja {e;},.; uma base de M sobre D, e N C M um submédulo
nao-trivial. Se J C I, consideramos um par ordenado (N, B;/), onde

N;=Nn @Dej ,
JjeJ
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e By = {fj}jeJ’ é uma base de Ny, com J' C J. Designamos por P o
conjunto formado por todos os pares ordenados deste tipo. Em P temos
uma relacdo de ordem parcial definida por

(NJI,BJ{)ﬁ(NJQ,BJé) & JlCJQeBJ{CBJé.
Vejamos que podemos aplicar o Lema de Zorn a (P, <).
(i) P € nao-vazio: Como N # {0}, existe Jo = {j1,...,jn} C I tal que
NN@"! Dej, = {0} e NN@?, De;, # {0}. O conjunto
n—1

{a eD: aej, +Zbieji € N}
i=1
¢ um ideal de D, logo é da forma (dp). Entao existe f, = doe;, +
S boiej, € N. Se v = aej, + 1] biej, € N, temos a = kdy e

n—1 n—1

v — ]i'fo = Z(bz — k‘b()i)eji e NN @Deji = {0}

i=1 i=1

Concluimos que B = {f(} ¢ uma base de Ny, e P é ndo-vazio.

(ii) Em (P, <), toda a cadeia {(N,,, B, )}, 4 Possui um majorante: Basta
tomar o par ordenado (UaeANJa, UQGABJ&).

O Lema de Zorn aplicado a (P, <) fornece entao um elemento maximal
(Nj,Bj,). Para terminar a demonstragao, basta mostrar que J = I, pois
neste caso N; = N, de forma que B, ¢ uma base para N.

Suponhamos que I — J # (). Entao existe [ € I — JeaceD tal que

(6.4.1) ae; + v, € N para algum v, € @ De;.
=
Os a € D que satisfazem (EZ4]]) formam um ideal, que é necessariamente

principal: a € (dp). Mostremos que Bj U{fy}, onde fq, = doe; +vg, é uma
base para Nju{l}' Escrevendo B, = {fj}jej’ temos:

(a) Bj, U{fo} € um conjunto gerador: De facto, qualquer elemento de
v e Njm é da forma (A1), logo:
v =ae;+ v,
=d'dpe; + v,
= a'fo — a'vdo + v, a € D.

Daqui vemos que —a'vg, +vq € NN (P, ; De;) = N, donde

v=dfo+ Y aif;,
jeJ’

e Bj U{fo} é um conjunto gerador.
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(b) Bj, U{fo}¢é um conjunto linearmente independente: formemos a com-
binagao linear

Z ajf;+afy= Z a; chkek + adpe; +aZbkek

jeJ’ jeJ’ keJ keJ
= E E a;Cjk + abk €, + adoel.
keJ \jeJ'

Se esta combinacao linear é zero, entao adg = 0, logo, a = 0. Como os
{f j} sao linearmente independentes, também a; = 0, e os elementos
de Bj, U{f(} sdo linearmente independentes.

Vemos, pois, que o par (Nju{l}7 Bj’u{l}) contradiz a maximalidade de (N ;, B, ).

Logo, I = J , como era pretendido. ]

Estudaremos na préxima secgao a estrutura dos médulos de tipo finito
sobre d.i.p.’s.

Exercicios.
1. Demonstre a Proposigéo

2. Mostre que, se M é um D-moédulo livre sobre um dominio integral D, entao
M é livre de tor¢ao. Dé um exemplo de um médulo livre N sobre um anel A
tal que Torc(N) # 0.

3. Seja V um espaco vectorial de dimensao finita sobre K, e T : V — V uma
transformacao linear. Mostre que V' é um K |[z]-mdédulo de torgao.

4. Seja D um dominio integral, e K = Frac(D), visto como um D-médulo. Em
D — {0} considere a relacao de ordem parcial definida por

dl < d2 < Kdl C KdQ,
onde Kq C K é o D-submédulo {4 : a € D}.

(a) Mostre que K = lim K.

(b) Se M é um D-médulo e M é o espago vectorial associado, mostre que
Mg = hi)n(Kd X M)

(¢) Conclua que 1 ® v € Mg é o vector nulo sse v € Torc(M).

5. Dé um exemplo de um mdédulo livre que possui submédulos que nao sao
livres.
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6.5 Moddulos de Tipo Finito sobre d.i.p.

Nesta seccdo damos uma classificacao completa dos moédulos de tipo finito
sobre d.i.p. Como veremos, esta classificacdo tem varias aplicagoes impor-
tantes no estudo das transformacoes lineares de um espago vectorial e na
classificagdo de grupos abelianos.

Comecgamos por mostrar que, para esta classe de médulos que estamos
a estudar, “livre” e “livre de torgao” sao conceitos equivalentes (ja sabemos
que, para um dominio integral, “livre” implica “livre de torgao”)

Proposigao 6.5.1. Seja M um mddulo de tipo finito sobre um d.i.p. D. Se
Torc(M) =0, entao M € livre.

Demonstracdo. Seja S um conjunto gerador finito. Em S escolhemos um
conjunto B = {v1,...,v,} maximal linearmente independente. Para mos-
trar que B é uma base de M, basta, pois, mostrar que B gera S. Se v € S,
existem aq,aq,...,a, € D tais que

Ap¥ = a1V1 + - - - + apv, (ay # 0).

Como M é livre de torgao, se a = [],cg v, a aplicagao w 2, aw define
um monomorfismo ¢ : M — M. Por outro lado, ¢(M) C @}, Dv;, pois se
w € S, entao

aw = H Qy | Gww
wH#vES

n
= H ay | (a1v1 4+ -+ apvy,) € @Dvi.
wH#vES i=1

Logo M é isomorfo a um submédulo de um mdédulo livre, e portanto (Teo-

rema BZAT0) € livre. O

A classificacdo de médulos de tipo finito sobre d.i.p. baseia-se no seguinte
resultado que fornece uma decomposicdo numa soma de um factor livre com
um factor de torgao.

Teorema 6.5.2. Seja M um mddulo de tipo finito sobre um d.i.p. D. Entdo
M = Torc(M) @ L, onde L € um mddulo livre com dimensao igual a carac-
teristica de M.

Demonstragao. O médulo M/ Torc(M) é livre de torgao e de tipo finito.
Pela proposicao anterior, este quociente é um médulo livre, logo, existem
elementos ey, ...,e, € M, linearmente independentes, tais que

M/ Torc(M) = @Dﬂ(ei)>
i=1
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onde m : M — M/ Torc(M) é a projecgao candnica. Seja L = @), De;.
Entao:

(a) LNTorc(M) = {0}: Sev € LNTorc(M) existem escalares d,d,...,d, €
D (d # 0) tais que

dv =0, v:zn:diei,
i=1

logo, (ddi)e1+---+(ddy,)e, = 0 e concluimos que dd; = - - - = dd,, = 0.
Pela lei do corte, dy = --- = d,, =0, e portanto v = 0.

(b) M = L+ Torc(M): Se v € M defina-se dy,...,d, € D pela férmula
m(v) =) diw(ey).
i=1

Entdo v = vp+wvp, ondev, =) ;" die; € Levp =v—vg € N(m) =
Torc(M).

Por (a) e (b), vemos que M = Torc(M) & L. Assim, se K = Frac(D) e
¢: M — Mg é o homomorfismo candnico, a restricao de ¢ a L é injectiva.
Como ¢(L) gera M, a caracteristica de M ¢é igual a dimensao de L. O

O factor livre de torcao L, na decomposicao acima, nao € tnico, pois
depende da escolha de uma base, mas a sua dimensao (a caracteristica de M)
é um invariante da decomposicao, i.e. , se M = Torc(M) @ Ly = Torc(M) &
Lo entao dim L1 = dim Lo.

A caracteristica de M classifica, a menos de isomorfismo, a parte livre
de M. Para classificar os médulos de tipo finito sobre um d.i.p. D, falta pois
classificar os médulos de torcao, em que o factor livre L = 0. Os préximos
paragrafos discutem esta classificacao.

6.5.1 Diagonalizacao de matrizes com entradas num d.i.p.

Designamos por M, (D) o anel das matrizes n x n com entradas num dominio
de ideais principais D. O seguinte resultado serd utilizado mais tarde para
distinguir certas bases dum modulo livre.

Proposicao 6.5.3. Seja A € M, (D). Ezistem matrizes invertiveis P,Q €
M, (D) tais que

dy 0
QAP = . ,
0 dy,
ondedy | dy | -+ | dy. Osdy,...,dy sdo unicos a menos de multiplicagdo

por unidades.
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Este resultado nao diz que que uma matriz pode ser diagonalizada com
uma mudanca de base. Em particular, as matrizes P e ) ndo sdo, em geral,
inversas uma da outra.

A forma normal para uma matriz dada pela Proposicao pode ser
obtida através de operacoes elementares nas linhas e colunas da matriz. Para
isso introduzimos as matrizes E;; cujas entradas sao todas zero, a excepgao,
da entrada (i, j) que é 1. A multiplicacdo a direita (esquerda) pelas seguintes
matrizes invertiveis permite efectuar as operagoes elementares usuais:

e trocas de colunas (linhas): Pj; = I — E;; — Ejj + Ejj + Eji;

e multiplicagdo de colunas (linhas) por unidades: D;(u) = I+ (u—1)E;;
(v € D uma unidade);

e soma de multiplo de coluna (linha) a outra coluna (linha): Tj,(a) =
I+ CLEZ'j ((l S D)

Definimos, ainda, o comprimento 6(d) de um elemento d € D nao-nulo como
sendo o numero de factores primos que ocorrem na factorizacao de d.

Seja entdo A = (a;j) uma matriz arbitraria (nxn). Queremos ver que A é
equivalente@ a uma matriz diagonal. Se A = 0, ndo ha nada a mostrar. Caso
contrario, alguma entrada é nao-nula de comprimento minimo, e podemos,
com operagoes elementares, transportd-la para a posicao (1,1). Seja ayx
uma entrada tal que ai1 1 ajx. Trocando as colunas 2 e k, podemos supor
que esta entrada é ajs. Se d = mdc(aii,a2), existem elementos p,q € D
tais que pai1 +qaia = d. Ser = ajpd~ ! e s = a1d”"', vemos que as matrizes

sdo inversas uma da outra. Multiplicando A = (a;;) & direita pela matriz
P fornece uma matriz equivalente cuja primeira linha é (d,0,a13,...,a1,)
e 0(d) < 6(a11). Da mesma forma, se aj; 1 agy, um processo semelhante
fornece um novo elemento d cujo comprimento é §(d) < d(a11), e obtemos
uma matriz equivalente em que o § minimo foi reduzido. Como § toma
valores em N, repetindo este processo um nimero finito de vezes, obtemos
uma matriz em que a1y | aii € a11 | ag1, para todo o k. Utilizando operagoes

10Na, discussio que se segue diremos que duas matrizes A e B sdo equivalentes se exis-
tirem matrizes invertiveis P e @ tais que B = PAQ.
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elementares, obtemos uma matriz equivalente a matriz original, da forma

d 0 ... 0
0 ag ... aon
0 aGp2 ... apn

Continuando este processo para a segunda linha e a segunda coluna, etc.,
vemos que a matriz original é equivalente a uma matriz diagonal:

dy 0
0 dn
Agora, se dy t da, entdo adicionamos a segunda linha & primeira linha e
repetimos todo o processo novamente. Eventualmente, obtemos uma matriz
diagonal em que d; | dy (o comprimento 6(d;) diminui sempre!). Procedendo
desta forma, podemos produzir uma matriz diagonal em que dy | dy | - - | dp,
tal como se pretendia.
Os elementos dq,...,d, na forma normal dada pela Proposicao
chamam-se FACTORES INVARIANTES. A unicidade dos factores invariantes
decorre do seguinte resultado que ao mesmo tempo fornece um método de

calculo destes factores mais eficaz que “eliminacdo”. A sua demonstracao é
deixada como exercicio.

Lema 6.5.4. Seja A € M,(D) e suponha-se que A € equivalente a uma
matriz diagonal

dy 0
T 9
0 dy,
comdy |dy |-+ |dy, . Sea caracteristica de A € r, entao d; =0, para i > r,

ed; = AA_—il, para i <1, onde Ay =1 e A; € um maior divisor comum dos
P
menores de dimensdo i da matriz A.

Das féormulas dadas no lema anterior resulta imediatamente o seguinte
corolario.

Corolario 6.5.5. Os factores invariantes sao unicos a menos de multi-
plicacdo por unidades. Duas matrizes sao equivalentes sse possuem 0s mes-
mos factores invariantes.

Exemplo 6.5.6.
Seja D = Clx] e consideremos a matriz
z—2 0 0

A= -1 zz -1
-2 4 x—-4
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Calculando os menores, obtemos

A =1,
A2:$—27
A3:($—2)3,

logod; =1, dy = (v — 2) e ds = (v —2)2. De facto, se usarmos o método de
eliminacdo, podemos verificar que existem matrizes invertiveis tais que:

0 -1 0 r—2 0 0 1 -1 0
-1 —z+2 0 -1 z -1 0 0 1
1 z—-4 1 -2 4 -4 0 1 =z
1 0 0
= 0 -2 0

6.5.2 Decomposicao em factores ciclicos invariantes

Se M é um modulo sobre um d.i.p. D, e v € M, chama-se IDEAL DE ORDEM
de v ao ideal annv = {d € D : dv = 0}. Este ideal, sendo principal, toma
a forma annv = (a), e ao elemento a € D chama-se ORDEM de v (definida
a menos de unidades). E claro que o submédulo ciclico (v) é isomorfo a
D/annwv.

Exemplo 6.5.7.

Seja G um grupo abeliano, que vemos como um Z-modulo. Se g € G, entdo
o subgrupo ciclico {g) gerado por g € isomorfo a Z/anng. A ordem de g, tal
como definida acima, coincide com a noc¢do usual de ordem a menos de um
sinal (as unidades neste caso sdo +1).

A primeira classificacao dum maodulo de tipo finito sobre um d.i.p. D que
fornecemos € a seguinte decomposicao de um D-mddulo em factores ciclicos:

Teorema 6.5.8 (Decomposicao em factores ciclicos invariantes).
Seja M um maodulo de tipo finito sobre um d.i.p. D. Entdo

M= (v1) @ - @ (vg),

onde annvy D annwvy D - -+ D annv. Escrevendo annwv; = (d;), temos um
isomorfismo
M ~D/{dy) ®---® D/{dg)

ondedy | dy |-+ | di. Osideais (d1),...,(dy) sio determinados unicamente
por M.
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Demonstracdo. Se a caracteristica de M é r, entao
M ~Torc(M)&D&---& D,
—_—
7 termos

logo, basta demonstrar o resultado para médulos de torcao M.

Seja {w1,...,w,} um conjunto finito de geradores de M. Designe-se por
L o médulo livre gerado pelos w;’s. Em L existe uma base {w1,...,w,} tal
que m(Ww;) = w;, onde 7w : L — M é a projeccao canonica. Seja N o nucleo
de 7, de forma que M ~ L/N. Entdao N é um submddulo livre de L e, como
M é de torgao, dim N = dim L = n. Seja {01,...,0,} uma base de N, de
forma que existem escalares a;; € D satisfazendo as relacoes

vV; = E a;;Wsj, 2'21,‘..,’[?,.
J
Mudando de bases em L e N,
~1 ol . N 2y
w; = qji Wy, v; = Pjivy,
J J
obtemos novas relagoes

~/ A~/ .
v; = E bjiwy, i=1,...,n,
J

e é simples verificar que as matrizes A = (az‘j),B — (bz‘j),P _ (pz'j) e Q=
(gij) estao relacionadas por

B=Q 'AP.
Como vimos acima, podemos escolher as matrizes invertiveis P e Q (i.e., as
bases de L e N) tais que B = diag(dy,...,d,) com dy | dy | --- | d,. Nesse
€aso:
v, = d;w), i=1,...n.

Se w!; = 7(w;}), mostramos que
M= (w)) & & (w)).

Como annw), = (d;), isto terminard a demonstracao da proposicao.

E claro que M = > (w?), pois os W) formam um conjunto gerador de L, e
71 L — M é sobrejectiva. Logo, basta mostrar que (wj) N>, .. (w;) = {0}.
Seja w um elemento desta interseccao. Entao, existem a; € D tais que

w = qpwj, = E a;w}.
ik
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Logo, em L, obtemos
akﬁﬁf — Z aiﬁ); eEN

ik

e concluimos que existem b; € D tais que a; = b;d;, i = 1,...,n. Mas entao
w = aqpw), = (apwy,) = T(bydpwy,) = m(byv},) = 0, como era pretendido.

A demonstracado da unicidade serd dada mais adiante. O

Os ideais (d;) da decomposi¢ao que acabamos de estudar chamam-se
FACTORES INVARIANTES do médulo M.

Corolario 6.5.9. Dois mddulos de tipo finito sobre um d.i.p. sdo isomorfos
sse possuem os mesmos factores invariantes.

6.5.3 Decomposicao em factores ciclicos primarios

Vamos agora dar uma classificacao alternativa de médulos sobre d.i.p. Esta
classificagdo baseia-se na factorizacao dos elementos de D em factores pri-
mos.

Recordemos que, se 0 # a € D, entao a pode ser escrito na forma

a=u-p1r---Pn,

onde u € D é uma unidade e os p; € D sao primos. Esta decomposicao é
unica a menos da ordem dos factores e de multiplicacdo por unidades. Se
a,b € D diferem por multiplicacdo por uma unidade, escrevemos a ~ b.

Lema 6.5.10. Seja M um mddulo sobre um d.i.p. D.
(i) Se M = D/{ab) com mdc(a,b) =1, entdo M ~ D/{a) @& D/(b).
(ii) Se M = D/(a) + D/(b) com mdc(a,b) =1, entdo M ~ D /{ab).

Demonstracao.

(i) Seja M = (v) com annv = (ab) e sejam v; = bv e vo = av (onde
mdc(a,b) = 1). Entao annwv; = (a) e annwvy = (b), e existem r,s € D tais
que ra + sb = 1. Assim vemos que v = sv1 + rvse € (v1) + (v2), e por outro
lado, se w € (v1) N (vg), entdo aw = bw = 0, logo, w = (ra + sb)w = 0.
Concluimos que M = (v1) ® (v2) ~ D/{a) ® D/(b).

(ii) Sejam v;,v2 € M com annv; = (a) e annvy = (b) e mdc(a,b) = 1.
Entao, como em (i), existem r, s € D tais que ra+sb = 1le, se w € (v1)N(va),
temos w = (ra+ sb)w = 0. Logo, M = (v;) ® (va). Agora, se w = v1 + va,
vemos que annw = (ab) e, por outro lado,

v1 = (ra + sb)vy = sbw, vy = (ra + sb)vs = raw.
Concluimos que M = (w) ~ D/{ab). .

Usando este lema podemos entao mostrar:
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Teorema 6.5.11 (Decomposicao em factores ciclicos primadrios).
Seja M um mdodulo de tipo finito sobre um d.i.p. D. Entdo

M=L®{w)® & (w,) ~L&D/(p™)® & D/(p,™),

onde L ¢ um submddulo livre de dimensdo igual a caracteristica de M,

annw; = (p;""), e os elementos pi,...,pn € D sdo primos. Os ideais
(p1™), ..., {p"™) sao determinados unicamente (a menos da ordem) por
M.

Demonstracdo. Seja
M= (v1) & & (vp)

a decomposi¢do de M em factores ciclicos invariantes. Se annwv,; = (d;),
entdo dy | do | -+ | dp e dy—pyq1 = -+ = di, = 0, onde r é a caracteristica de
M. Temos, pois, que

(Vk—r+1) © -+ ® (Vi) = L,

com L livre de dimensao r. Por outro lado, se p{™!,...,p,”" sao as
poténcias primas que entram nas decomposicoes primas dos di,...,dg_,
o lema acima mostra que

(V1)@ @ (vg) ~D/{(p1™)®---®D/(p,") @ L.
A unicidade serd demonstrada mais adiante. O

Aos ideais (p1™),..., (py"™) associados ao médulo M chama-se DIVI-
SORES ELEMENTARES de M. Os divisores elementares em conjunto com a
caracteristica formam uma lista completa de invariantes.

Corolario 6.5.12. Dois mddulos de tipo finito sobre um d.i.p. sdo isomor-
fos sse possuem a mesma lista de divisores elementares e a mesma carac-
teristica.

Vimos na demonstracao acima que a decomposicao de M em factores
ciclicos invariantes determina univocamente uma decomposicao de M em
factores ciclicos primarios.

Inversamente, seja

M:L@D/<p1m1>@"'@D/<pnmn>

a decomposicao de M em factores ciclicos primérios. Sejam pq,...,ps 0S
primos distintos (i.e., nao-associados) que aparecem nesta decomposigao.
Ordenamos as poténcias primas, que aparecem na decomposicao, da seguinte
forma:

Nis

p1"t pa"t? - pg
(6 5 1) pln2l p2n22 e pSnQ.s

Nts

p2t? e sty

ng1

b1
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onde ny; < ng; < -+ < my, it =1,...,s (possivelmente ha necessidade de
acrescentar factores 1 = p,;%). Tomamos para d; o produto das poténcias
primas que aparecem na linha j, i.e., d; = p1"t -p2"2 - .- p"7s. Entao vemos
que dy | dy | --- | di, e como as poténcias primas que aparecem em cada d;
sao relativamente primas, o lema precedente fornece um isomorfismo

Torc(M) ~ D/{d1) @ --- & D/{dys).

Se a dimensao da parte livre L é r, entao acrescentamos a lista dos d;’s os
elementos dyy1 = -+ = diyr = 0, obtendo-se entao a decomposicao de M
em factores ciclicos invariantes.

Dada a lista dos {p;"?}, os dj, ficam determinados (a menos de unidades),
como acabamos de ver. Inversamente, dada a lista dos {dj}, os {p;"¥'} sdo
as poténcias primas na decomposicao dos d;’s. Logo, a unicidade dos ideais
(dy),...,(dr) segue-se da unicidade dos ideais (p1™),..., (py"™").

6.5.4 Componentes primarias

Se M é um D-médulo e p € D é um primo, a COMPONENTE p-PRIMARIA de
M é o submddulo

M(p) = {v € M : p*v =0, para algum k € N}.
Deixamos como exercicio verificar que, se Torc(M) = M, entao
M= € Mp).
p primo

Como M é de tipo finito, apenas um numero finito de termos nao é zero.
Podemos utilizar as componentes priméarias para demonstrar a unicidade
das decomposigoes. Se
M~L&D/(pi™)®-- & D/(ps"™)
~LeD/{p") & & D/(p;"),
sao duas decomposicoes de M em factores ciclicos primarios, vemos que
Mp) ~ @ D/p™)
{pi: pi~p}
~ P D/E).
{pi:pi~p}
Logo nas duas decomposicoes acima podemos assumir que a lista de primos
é a mesma, e basta demonstrar a unicidade das decomposicoes para o caso
M = M(p). Sejam entao
M(p) ~D/(p™) @& ---&D/{p")
~D/p")®---®D/(p™)
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duas decomposicoes de M(p). Ordenemos os termos das decomposicoes, de
forma que m; < mo <---<mgeny <ng <---<ny. Se v, €M étal que
annv, = (p™), entdo a segunda decomposigao mostra que p™*vs = 0, logo
ng > mg. De igual forma, vemos que mg > ny, logo mg = ng. O médulo
quociente M (p)/(vs) admite as decomposigoes

M(p)/(vs) =~ D/{(p™) & - & D/{p™")
~D/{(p")®---@D/{p"")

Por exaustao, concluimos que m; = n; e s = t, como era pretendido.
Exercicios.

1. Demonstre as féormulas para os factores invariantes dadas no Lema

2. Determine matrizes diagonais equivalentes as matrizes

36 12
(a) ( 16 18 ) sobre Z;
r—1 -2 -1
(b) 0 x 1 sobre Riz].
0 -2 z-3

3. Mostre que, se p é um primo, as seguintes duas matrizes de M, (Z,) s@o
equivalentes:

01 0 0 11 0 --- 0
0 0 1 0 01 1 0
0 0 1 0 0 1 1
1 0 0 0 0 1

4. Mostre que M = @, ,1imo M (p) se Torc M = M.

5. Se M = D/{p1p22p3) ® D/ {p1p23p3?ps) ® D/{p1®p22p4®) é um médulo sobre
um d.i.p. D, determine as decomposigoes de M em factores ciclicos invariantes
e em factores ciclicos primérios.

6. Sejam M; e My D-mdédulos de tipo finito.

(a) Mostre que, se M7 e M sdo ciclicos, entdao M7 ® Ms é ciclico.

(b) Determine a decomposigao de M; ® My em factores ciclicos invariantes e
primérios em termos das decomposicoes de M7 e Ms.

7. Sejam My e My D-médulos ciclicos de ordens a e b, respectivamente. Mostre
que, se mdc(a,b) # 1, entdo os factores invariantes de My @ M2 sdo mdc(a,b)
e mmc(a, b).
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6.6 Classificagoes: Grupos Abelianos e Formas Ca-
noénicas de Matrizes

Nesta seccao usamos a classificacdo de médulos de tipo finito sobre d.i.p. para
classificar os grupos abelianos de tipo finito e demonstrar a existéncia da
forma candnica de Jordan de uma matriz. Estes correspondem respectiva-
mente, a tomar D = Z e D = K[z] (K um corpo algebricamente fechado)
nos teoremas de classificacao da secgao anterior. Se D = Z, todo o ideal
possui como gerador unico um inteiro nao-negativo. Se D = KJz], todo
o ideal possui um polinémio ménico como gerador tnico. E, pois, natural
substituir os ideais factores invariantes e os ideais divisores elementares por
estes geradores, que também se designam por factores invariantes e divisores
elementares.

6.6.1 Classificagcao de grupos abelianos de tipo finito
Seja G um grupo. Dizemos que G é de tipo finito se existem elementos
gi,---,9m € G tais que

n

VgEG,EInl,...,nmEZ: g:glnl...gm m_

Se G é um grupo abeliano, entao G é de tipo finito sse G é um Z-mddulo
de tipo finito. Como Z é um d.i.p., os teoremas de classificacdo da seccao
anterior fornecem imediatamente o seguinte resultado:

Teorema 6.6.1 (Classificagdo de grupos abelianos de tipo finito).
Seja G um grupo abeliano de tipo finito. Entao

GﬁZdl@"'@Zdny

onde dy,...,d, sao naturais definidos univocamente pela condi¢do dy | da |
<o | dp. Se p1™, ... ps™ sdo as poténcias primas na decomposicao dos
di,...,d, em factores primos, entdo

G~Zpmi @ ®Lpns DL,
onde r € o numero de naturais d; =0 (i.e., a caracteristica de G).

Os naturais d; (respectivamente p;"") chamam-se factores invariantes
(respectivamente divisores elementares) de G. Sao invariantes que determi-
nam o grupo abeliano a menos de isomorfismo. Observe-se que podemos
calcular uma lista de invariantes, uma vez conhecida a outra.

Exemplos 6.6.2.

Ns

1. Sen € N admite a factorizacdo prima n = p1™ ---ps"*, entdo
Zn ~ Zp17l1 D---D Zpsns .

Exziste apenas o factor invariante n, e os divisores elementares sao os p;™:.
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2. Seja G = Zg ® Z15 & Z15. Entao a decomposicio de G em factores ciclicos
primdrios €
G =73 D73 D L3 DLy D Lo ® Ls:
logo, os divisores elementares sao {2,2,3,3,3%,5}. Obtemos os factores inva-
riantes a partir da Tabela [0l que neste caso é

20 3 50
2 3 59
2 32 5.

Os factores invariantes sao os produtos das poténcias que aparecem em cada
linha da tabela: di = 3, dy = 6, d3 = 90. Logo, a decomposi¢io de G em
factores invariantes é:

G ~ 73 ® Ze ® Lgo

6.6.2 Forma canoénica de Jordan

Nesta subsecgdo, K designa um corpo algebricamente fechado. Seja V' um
espago vectorial de dimensao finita sobre K, e T : V — V uma trans-
formacao linear. Estamos interessados em estudar 7' dum ponto de vista
estrutural. Para isso utilizamos a estrutura de K[z]-médulo de V' definida
por T' (ver Exercicio B111): se p(z) = apz™ +---+ap € K[z] e v € V, entdo

p(x)-v=a,T"(v)+ -+ agv.

Observe-se que V .C V é um K [z]-submddulo sse V é um subespaco linear de
V, invariante sob a accao de T: T(V) C V, logo a estrutura do K [z]-médulo
V estd intrinsecamente ligada & estrutura da transformacao 7. Como K|z]
é um d.i.p., a classificacdo de médulos sobre d.i.p. permite obter o seguinte
resultado:

Teorema 6.6.3 (Forma candnica de Jordan). Seja T : V — V uma
aplicacdo linear de um espaco vectorial de dimensao finita sobre K. FExiste
uma base {e1,...,e,} de 'V sobre K, em relagao a qual a matriz da trans-
formacao T €

J1 0

J: s
0 JIm

onde cada J; é uma matriz (n; X n;) da forma

A1
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Demonstragao. Observe-se que p(x) € K|[z]| é primo sse p(x) = x — \. Logo,
a decomposicao de V em factores ciclicos primarios é

V ~ Vl DD Vm7
onde V; ~ (v;) e ann(v;) = ((x — A\;)™). Os elementos
{(z =X)L, (x— \)v,v}

formam uma base de V; sobre K (exercicio), e a matriz de T relativamente
a esta base é precisamente J;. ]

Para o cédlculo da forma canoénica de Jordan, é apenas necessario conhecer-
se os divisores elementares (ou os factores invariantes) do K[z]-médulo V.
Estes podem ser determinados da seguinte forma (ver a demonstracao do
Teorema BAH): Seja {f,...,f,} uma base de V sobre K, e A = (a;;)
a matriz de T relativamente a esta base. O conjunto {fi,..., f,} gera V
como Klz]-médulo. Formando o médulo livre L gerado por estes elemen-
tos, temos 0 homomorfismo natural 7 : L — V e designamos por N o seu
nicleo. Os elementos e; = zf; — > ; a5if ; formam uma base de N (como
K[x]-médulo), e os factores invariantes de V' sao obtidos por aplicacao da
Proposicao & matriz

T — a1l —ai2 e —a1in
—asy Tr—azg --- —Aa2n
—Ganl —Qn2 0 X — Gpn

Esta fornece uma matriz equivalente

1

ds(x)
onde di(z) | --- | ds(x) s@o os factores invariantes.
Exemplo 6.6.4.

Seja T : C* — C? a transformacdo linear definida pela matriz
0 0

2
A=1 o0 1 |,
2 —4 4
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relativamente a base candnica de C3. Como vimos no Exemplo [0, temos

0 -1 0 x—2 0 0 1 -1 0
-1 —x+2 0 -1 z -1 0 0 1
1 z—4 1 -2 4 x—4 0 1 z
1 0 0
= 0 z—2 0 ,

0 0 (z—2)?

e os divisores elementares sdo (v — 2) e (x — 2)2. Concluimos que a forma
candnica de Jordan de T é

A forma canonica de Jordan é uma consequéncia da decomposicao em
factores ciclicos primarios. Da decomposi¢ao em factores ciclicos invarian-
tes obtém-se uma outra forma canénica conhecida como FORMA CANONICA
RACIONAILL] (ver exercicio).

Exercicios.
1. Determine todos os grupos abelianos de ordem 120.

2. Seja K um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. Mostre que
U= {r:réraiz de 2™ —1 =0} é um grupo abeliano isomorfo a Z,.

3. Seja T : V — V uma transformagao linear de um espago vectorial de di-

mensao finita sobre um corpo K e suponha que V' ~ (v) (como K [z]-médulo),
onde ann(v) = ((x — A\)™). Mostre que os elementos

{(x =N, ..., (x— Nv,v}

formam uma base de V sobre K.

4. Determine a forma canénica de Jordan das matrizes:

-1 1 -2
(a) A= 0 -1 4],

0 0 1

000 -8

1 00 16
(b) B = 01 0 -14

0 0 1 6

1A forma candnica racional, ao contrério da forma canénica de Jordan, nio requer que
K seja algebricamente fechado.
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5. Seja T : V. — V uma transformacao linear de um espaco vectorial de di-
mensao finita sobre um corpo K, e dy(x) | --- | ds(x) os factores invariantes
do K[z]-médulo V. A m(x) = ds(z) chama-se polindmio minimo da trans-
formagao T e a p(z) = di(z)---ds(x) chama-se polindmio caracteristico da
transformacgao 7.

(a) Mostre que m(x) # 0, m(T) = 0 e que se g(x) é um polinémio tal que
q(T) = 0 entdo m(x)|q(z);
(b) Mostre que p(x) # 0, p(T) =0 e que p(z) = det(xl —T).
6. (FORMA CANONICA RACIONAL) Seja T': V — V uma aplicagdo linear de

um espacgo vectorial de dimensao finita sobre K. Utilizando a decomposigao
em factores ciclicos invariantes de V' como um K [z]-mddulo, mostre que existe

uma base {ej,...,e,} de V sobre K em relagdo & qual a matriz de T' é
Ry 0
R = T . 9
0 Ry,

onde R; é uma matriz (n; x n;) da forma

0 0 —ap
10 :
0 0 —Qp,;—2
1 —Qp,;—1

A R chama-se forma canénica racional da transformagao linear 7.

7. Recorde que uma equagao diferencial ordindria (e.d.o.) linear escalar

dny dn—ly dy
i +%-1W+---+a1%+aoy=0
é equivalente a um sistema de e.d.o.’s linear de primeira ordem:
dx
— =z,
dt
onde = = (y,v/,y",...,y"™" V) e A é a MATRIZ COMPANHEIRA
0 0 —ap
10 :
0 0 —Qnp—2
1 —O0p—1

Mostre, recorrendo & forma canénica racional, o seguinte reciproco: todo o
sistema de e.d.o.’s linear de primeira ordem é equivalente a um sistema desa-
coplado de e.d.o.’s lineares escalares.
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6.7 Categorias e Functores

As vérias estruturas algébricas que temos vindo a estudar, embora diferen-
tes, exibem muitas vezes semelhancas formais. Algumas das construgoes
repetem-se para grupos, anéis e médulos e, por vezes, os métodos utilizados
sao em tudo idénticos. E pois tempo para parar e perguntar: sera que nao
existe uma abordagem unificada que permita formalizar estas semelhancas
de forma precisa? A resposta é sim, como veremos nesta seccao, e a definicao
essencial é a seguinte:

Definigao 6.7.1. Uma CATEGORIA C consiste em:
(i) Uma classe de OBJECTOS.

(ii) Para cada par de objectos (X,Y), um conjunto Hom(X,Y), cujos
elementos chamamos MORFISMOS.

(iii) Uma aplicacdo Hom(X,Y) x Hom(Y, Z) — Hom(X, Z), a que chama-
mos COMPOSIQAO DE MORFISMOS.

A imagem do par (¢,1) sob a operacao de composi¢do de morfismos serd
designada por v o ¢, e as seguintes propriedades devem ser satisfeitas:

(C1) Associatividade: se ¢ € Hom(X,Y'), ¢ € Hom(Y,Z) e € Hom(Z, W),
entdo 7o (Yo @) = (To1)od.

(C2) Ezisténcia de identidades: para todo o objecto X, existe um morfismo
1x € Hom(X, X) que satisfaz

Ixop=¢ e holx =1,

sempre que ¢ € Hom(W,X) e v € Hom(X,Y), onde Y e W s@o
objectos arbitrarios.

Exemplos 6.7.2.

1. A categoria S em que os objectos sdo os conjuntos, em que 0S morfismos
Hom(X,Y) sdao as aplicagoes ¢ : X — Y, e a composicao de morfismos € a
composicao habitual de aplicagoes.

2. A categoria G em que os objectos sao os grupos, os morfismos Hom(G, H)
sao os homomorfismos de grupos ¢ : G — H, e a composicao de morfismos €
a composicao habitual.

3. A categoria M a em que 0s objectos sdo os mddulos sobre um anel A, os mor-
fismos Hom(M, N) sao as transformagcoes lineares ¢ : M — N, e a composi¢ao
de morfismos é a composicao de transformacoes lineares.

4. A categoria T em que 0s objectos sdo os espagos topoldgicos, os morfismos
Hom(X,Y) sao as aplicagoes continuas, e a composicio de morfismos € a
composicao habitual de aplicagoes.
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O primeiro destes exemplos mostra porque é que, em geral, os objectos
de uma categoria formam uma classe, em vez de um conjunto: nao podemos
falar do “conjunto de todos os conjuntos” sem nos envolvermos em paradoxos
(serd que o conjunto de todos os conjuntos é um membro de si préprio?).
Esta diferenca, cuja justificacdo completa exige um estudo promenorizado da
Teoria do Conjuntos ), significa que as classes nao aplicamos as operacgoes
usuais sobre conjuntos (como, por exemplo, formar subconjuntos). Uma
categoria em que os objectos sdo os elementos de um conjunto diz-se uma
CATEGORIA PEQUENA.

Deve-se observar que um morfismo ¢ € Hom(X,Y'), apesar das de-
signacdes, nao precisa de ser uma aplicacdo de X em Y, como se ilustra
no exemplo seguinte:

Exemplo 6.7.3.

Fize-se um grupo G. Seja C a categoria com um unico objecto {*} e em
que os morfismos Hom(x,*) sdo os elementos de G. A composicio de dois
morfismos € multiplicacao no grupo G. Se G é nao-trivial, os morfismos nao
sao aplicacoes entre objectos.

Uma CATEGORIA CONCRETA é uma categoria C em que todo o morfismo
¢ € Hom(X,Y) é uma aplicagio X — Y, em que o morfismo identidade
1x € Hom(X,Y) é a aplicacao identidade X — X, e em que a composigao
de morfismos é a composicao usual de aplicagoes. A grande maioria das
categorias que estudamos neste livro sao categorias concretas. De qualquer
forma, vamos sempre representar um morfismo ¢ € Hom(X,Y") simbolica-
mente por ¢ : X — Y, tendo em atencao que ¢ nao é necessariamente uma
aplicagao de X em Y.

Vejamos algumas propriedades elementares das categorias.

Proposigao 6.7.4. Numa categoria C, para cada objecto X, o morfismo
identidade 1x € unico.

Demonstragao. De facto, se 1x e 1’y sdo duas identidades em X, ent@o pela
propriedade (C2) aplicada a 1x e a 1’y, obtemos que

1X01/X:1/X e 1)(01,)(:1)(.
Logo, 1x = 1%. O

Numa categoria C, dado um morfismo f : X — Y, dizemos que g : ¥ —
X é um INVERSO A ESQUERDA de f se

go f=1x.

De forma anéloga define-se INVERSO A DIREITA de f.

12Ver, por exemplo, P. R. Halmos, Naive Set Theory, Undergraduate Texts in Mathe-
matics, Springer-Verlag, 1974.
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Proposigao 6.7.5. Se f : X — Y possui um inverso a esquerda g e um
inverso a direita g', entdo g = ¢'.

Demonstragao. Pela definicao de inverso a esquerda/direita, obtemos:

(gof)og =1xog =4,
go(fog)=goly =gy

Logo, pela associatividade, temos que g = ¢'. ]

No caso em que f : X — Y possui um inverso a esquerda e a direita g,
chama-se a ¢ o inverso de f e escreve-se ¢ = f~!. Neste caso, diz-se que f
¢ uma EQUIVALENCIA ou um ISOMORFISMO na categoria em questao.

Exemplos 6.7.6.

1. Nos Ezemplos[6-T.9 acima, as equivaléncias sao as bijecgoes (na categoria dos
conjuntos), os isomorfismos de grupos (na categoria dos grupos), os isomorfis-
mos lineares (na categoria dos mddulos sobre um anel) e os homeomorfismos
(na categoria dos espagos topoldgicos).

2. No Ezemplo[6.7.9, todos os morfismos sio equivaléncias. Em geral, a uma
categoria pequena em que todos os morfismos sao invertiveis chama-se um
GRUPOIDE.

Com o objectivo de relacionar duas categorias, introduzimos o conceito
de “functor”.

Definicao 6.7.7. Um FUNCTOR COVARIANTE F' de uma categoria C para

uma categoria D é uma aplicacao que a cada objecto X de C associa um
objecto F(X) de D, e a cada morfismo ¢ : X — Y, um morfismo F(¢) :
F(X) — F(Y), tal que as seguintes propriedades sao satisfeitas:

(i) F' preserva identidades: F(1x) = 1p(x) para todo o objecto X de C;

(ii) F preserva composicoes: F(¢p o)) = F(¢p) o F(y) para todos os mor-
fismos ¢ e ¥ que se podem compor.

De forma semelhante, define-se um FUNCTOR CONTRAVARIANTE em que F
associa a cada objecto X de C um objecto F'(X) de D, e a cada morfismo

¢: X — Y, um morfismo F(¢): F(Y) — F(X), e:
(i) F preserva identidades: F(1x) = 1p(x) para todo o objecto X de C;

(ii’) F troca composicoes: F(¢poh) = F(1h)o F(¢) para todos os morfismos
¢ e Y que se podem compor.

Vejamos alguns exemplos de functores:
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Exemplos 6.7.8.

1. A aplicacdo que a cada grupo associa o seu conjunto base, e que a cada
homomorfismo de grupos associa a aplicagdo entre os conjuntos base, é um
functor covariante da categoria dos grupos na categoria dos conjuntos. Mais
geralmente, dada uma categoria concreta C, temos um functor F': C — S de
C para a categoria dos conjuntos S que “esquece” a estrutura: a cada objecto
X de C, o functor F associa o seu conjunto base X, e a cada morfismo ¢ €
Hom(X,Y), o functor F associa a aplicagio X — Y.

2. A aplicacao que a cada mdédulo M sobre um anel comutativo A associa o seu
dual M*, e a cada aplicacao linear ¢ : M — N associa a aplicacdo transposta
¢* : N* — M*, é um functor contravariante da categoria dos A-mddulos a
esquerda na categoria dos A-mddulos a direita.

3. A aplicagdo que, a cada espago topoldgico X associa o seu grupo de homo-
logia Hy(X,7Z) (respectivamente, co-homologia H*(X,Z)) e a cada aplicacdo
continua ¢ : X — Y o homomorfismo de grupos ¢, : Hp(X,Z) — Hi(Y,Z)
(respectivamente, ¢* : H*(Y,Z) — H*(X,7)), é um functor covariante (res-
pectivamente, contravariante) da categoria dos espagos topoldgicos na categoria
dos grupos abelianos.

Muitas das construgoes que foram feitas anteriormente podem ser abs-
traidas para o contexto geral da Teoria das Categorias.

Consideremos, a titulo de exemplo, a nocao de produto directo. Seja
{Xi};e; uma familia de objectos numa categoria C. Um PRODUTO dos ob-
jectos {X;},c; € um par (Z,{m;},c;), onde Z é um objecto e os m; : Z — X;
sao morfismos que satisfazem a seguinte propriedade universal:

e Para todo o objecto Y e morfismos ¢; : ¥ — X;, i € I, existe um
tnico morfismo ¢ : Y — Z tal que o seguinte diagrama comuta

y---"->7
-
g

para todo o i € 1.

E fcil de ver que o produto, caso exista, fica definido a menos de iso-
morfismo. E claro que nesse caso escrevemos [Lic; Xi para representar o
produto. Note que o produto pode existir ou nao, dependendo da catego-
ria. Para cada categoria é necessario mostrar a sua existéncia, e para isso é
preciso ter um modelo concreto (normalmente bastante 6bvio). Foi isso que
fizemos anteriormente para a categoria dos grupos e para a categoria dos
modulos sobre um anel.
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Uma das grandes vantagens da Teoria das Categorias é a de permitir tor-
nar precisas certas expressoes que usamos na exposicao de um dado forma-
lismo matematico. Exemplo disso sao termos que se usam frequentemente,
tais como a que uma dada aplicacao é “induzida”, ou que certas proprieda-
des sao “functoriais”, ou ainda que uma dada construcao é “natural”. Por
exemplo, o dltimo termo é geralmente sinénimo de que a construcao nao
depende de escolhas, mas pode ser tornado preciso através da seguinte:

Definigao 6.7.9. Uma TRANSFORMAGAO NATURAL T entre dois functores
F:C—DeG:C— Déuma aplicagdo que associa a cada objecto X da
categoria C um morfismo da categoria D:

Tx : F(X) — G(X),

tal que o seguinte diagrama comuta

para todo o morfismo ¢ : X — Y de C. Se T'x é uma equivaléncia para todo
o objecto X, dizemos que T é uma EQUIVALENCIA NATURAL.

No exemplo seguinte mostramos como podemos formalizar a afirmacao
de que para todo o espaco vectorial de dimensao finita V' existe um isomor-
fismo natural entre o duplo dual (V*)* e V.

Exemplo 6.7.10.

Seja C a categoria dos mddulos sobre um anel A. Para cada A-mddulo M,
consideramos o duplo dual:

M** = (M*)*,

e para cada transformacdo linear ¢ : M — N, consideramos a transformacao
linear ¢** : M** — N** dupla transposta:

5= (0)"
Esta operacao define um functor covariante de C em C.

Para cada A-médulo M designamos por Ty : M — M™** o homomorfismo defi-
nido da sequinte forma: para cadav € M, Tpr(v) : M* — A € a transformagao
linear

£ &(v).
Verificamos facilmente que M — Ty € uma transformacao natural entre o
functor duplo dual e o functor identidade.

Se, em vez da categoria dos A-mddulos a esquerda, considerarmos a categoria
dos espagos vectoriais de dimensdo finita sobre um corpo K, entdo V +— Ty

define uma equivaléncia natural entre o functor duplo dual e o functor identi-
dade.
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Neste livro nao usamos a Teoria da Categorias, com pequenas excepcoes
onde a utilizamos apenas como uma linguagem, e por isso nao desenvolvemos
mais este topico. No entanto, gostariamos de frisar que esta tem adquirido
uma importancia central em varias areas da Matemadtica, como por exemplo
na Topologia e na Geometria Algébrica, e hoje em dia constitui uma area
muito importante da Algebra.

Exercicios.

1. Seja {X;},c; uma familia de objectos numa categoria C. Defina CO-PRODUTO
[T;c; Xi dos objectos {X;},.; e verifique que a soma directa de grupos abelia-
nos e de médulos, e o produto livre, sao co-produtos nas respectivas categorias.

2. Um conjunto com um ponto marcado é um par (X, z) onde X é um conjunto
ez € X. Um morfismo (X, z) — (Y, y) entre conjuntos com pontos marcados
é uma aplicagdo f: X — Y tal que f(z) = y.

(a) Mostre que os conjuntos marcados e os morfismos de conjuntos marcados
formam um categoria.

(b) Mostre que existem produtos nesta categoria e descreva-os.

(c) Mostre que existem co-produtos nesta categoria e descreva-os.

3. Seja L um objecto numa categoria C, S um conjunto nao-vazio, e ¢ : X — L
uma aplicagao. Diz-se que L é LIVRE NO CONJUNTO S se para cada objecto
X de C e aplicagao ¢ : S — X existe um tnico morfismo ¢ : L — X que torna
o seguinte diagrama comutativo:

54L>L
|
|
Y

X.

Mostre que, numa categoria C, se L é livre no conjunto S, L’ é livre no conjunto
S’ e |X| = |X'|, entdo L’ é isomorfo a L.

4. Um objecto I numa categoria C diz-se UNIVERSAL ou INICIAL se para cada
objecto X de C existe um tnico morfismo ¢ : I — X:

(a) Mostre que quaisquer dois objectos iniciais de uma categoria sao isomor-
fos.
(b) Determine os objectos iniciais e terminais nas categorias dos grupos.

(¢) Mostre que o co-produto pode ser considerado com um objecto universal
numa categoria apropriada.

5. Defina, analogamente ao problema anterior, o que é um objecto CO-UNIVERSAL
ou TERMINAL numa categoria C. Mostre que o produto pode ser considerado
como um objecto co-universal numa categoria apropriada.



Capitulo 7

Teoria de Galois

A solucao de uma equacao quadrética era conhecida pelos mateméticos da
Babiléniaﬂ, que sabiam como “completar o quadrado”, e foi popularizada
no mundo ocidental durante o Renascimento por tradugoes em latim do
livro de al-Khowarizmi Al-jabr wa’l mugabalah (mencionado no Capitulo [II).
Em 1545, a publicacao da Ars Magna de Geronimo Cardano (1501-1576),
também conhecido por Cardan, inclui férmulas para a resolucao de equacoes
do 32 e 42 graus, atribuidas pelo autor, respectivamente, a Niccolo Tartaglia
(1500-1565) e Ludovico Ferrari (1522-1565). A descoberta destas férmulas e
a luta pela prioridade da sua descoberta tem uma histéria bastante curiosa
e divertida que é descrita nas obras indicadas.

A “férmula de Cardan”, como é hoje conhecida, para a resolucao da
equacdo cubica 23 + pxr = ¢, é

T = f/\/(p/3)3 +(a/2)? +4q/2 f/\/(p/s)?» 1 (q/2)2 — q/2.

O caso geral de uma equacio do terceiro grau y3 + by? + cy + d = 0 pode ser
reduzido a este caso pela transformagao y = x—b/3. A verificagao, por subs-
tituigdo, de que a férmula de Cardan fornece uma solucao da equagao devera
dar uma ideia do grau de dificuldade envolvido neste tipo de problema.

A equagao do quarto grau pode também ser reduzida a solucao de uma
cubica. Podemos sempre assumir, eventualmente apds uma translacao, que
a quértica é da forma z* + pz? + g +r = 0. Completando o quadrado,
obtemos

(2% 4 p)? = pa? — qz —r + p*.
O truque consiste em observar que, para qualquer y, temos
(22 +p+y)? =px® — gz —r+p* + 2y(2? +p) + 4
= (p+2y)z® —qz + (p* — 7+ 2py + y?).

!Para as referéncias histéricas deste capitulo ver Carl R. Boyer, A History of Mathe-
matics, John Wiley & Sons, New York (1968), e Dirk J. Struik, Histéria Concisa das
Matemdticas, Gradiva Publicagdes Lda., Lisboa (1989).
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Ora esta ultima equacgao é quadratica em x, e podemos escolher y de forma
que seja um quadrado perfeito. Isto consegue-se precisamente, impondo que
o discriminante seja zero:

¢* —4(p +2y)* — r + 2py +y*) = 0.
Esta ultima equacao é uma cibica em y:
—8y® — 20py? + (—16p? + 8r)y + (¢* — 4p> + 4pr) = 0,

que portanto pode ser resolvida com recurso a formula de Cardan. Com
este valor para y, o lado direito da equacao auxiliar acima fica um quadrado
perfeito, de forma que, extraindo as raizes, obtemos uma equagao quadratica
que pode ser resolvida.

As solugoes expostas na Ars Magna constituiram um forte estimulo na
procura de férmulas para resolucao de equagoes algébricas de graus mais
elevados. Este esforgos mostraram-se infrutiferos durante mais de 300 anos,
pois foi preciso esperar pelo inicio do século XIX para que Abel e Rufini
chegassem a conclusao oposta: para uma equacao do 52 grau nao existe
uma férmula geral que exprima as raizes como radicais dos coeficientes da
equagao.

Inspirado pela demonstracao de Abel da impossibilidade de resolucao da
equagao quintica, Galois iniciou o estudo de equagdes algébricas de grau
arbitrario, e mostrou nao sé6 a impossibilidade de resolucao da equacgao
algébrica geral de grau maior ou igual a cinco, como deu ainda um critério
para decidir se uma equacao particular pode ser resolvida e, em caso afirma-
tivo, um método de resolucao. Os trabalhos de Galois, apesar da sua morte
prematura, foram fundamentais no estabelecimento da Algebra, tal como
a conhecemos hoje, e tiveram consequéncias muito para além do problema
original da resolucao de equacgoes algébricas por radicais.

Para ilustrarmos as ideias de Galois, consideremos a equacdo quértica
com coeficientes racionais

plr)=a*+23+ 22+ +1=0.

2k

Esta equacao tem as rafzes r, = €' 5 (k= 1,...,4) (porqué?). Pensemos
agora em todas as possiveis equagoes polinomiais, com coeficientes racionais,
que sao satisfeitas por estas raizes. Estas incluem, entre outras, as equagoes

ri+ro+rg+ry—1=0, riry = 1,
(T1+T4)2—|—(T1+T4)—1:0, (7‘1)5—].:07
A observacao chave é a seguinte: Se considerarmos as possiveis permutacoes

das raizes que transformam equacoes deste tipo ainda em equagoes deste
tipo, obtemos o grupo de Galois da equagao: G = {I,(1243), (14)(23), (1342)}.
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A estrutura deste grupo, descobriu Galois, é a chave para a resolugao desta
equa(;éoﬁ.

Consideremos por exemplo o subgrupo H = {I,(14)(23)}. E simples
verificar que as expressoes polinomiais nas raizes, com coeficientes racionais,
que sao fixas pelos elementos de H sao precisamente os polinémios em wq =
r1+ 14 € wyg =719+ 73. Mas wy e wy sao as solugoes da equacao quadratica

22+r—-1=0.

Assim, e supondo que nao conheciamos as expressoes das solucoes da equagao
original, poderiamos descobri-las resolvendo primeiro esta equacao quadratica,

obtendo
~1++/5 -1-+5
2 ’ T+ 13 = 2 ’

e de seguida a equagao quadratica

T+ =

(x—ri)(x—ry) = P (r1 +rg)x+mrry =0,

ja que de facto esta equacdo tem como coeficientes expressoes polinomiais
em w; e wy (pois temos riry = 1).

Observe-se que o Grupo de Galois pode ser caracterizado como o grupo de
simetrias da equacdo: sdo as transformacgoes que levam solugoes (raizes) em
solugoes preservando a estrutura algébrica das solugoes. Este é precisamente
o ponto de partida na exposicdo moderna da Teoria de Galois: constréi-se o
corpo Q(ry,...,r,) gerado pelas raizes da equagao, e os elementos do Grupo
de Galois aparecem como automorfismos destes corpos 4. Nesta linguagem,
a Teoria de Galois consiste em transformar questoes sobre a estrutura destes
corpos em questoes sobre a estrutura do grupo associado.

7.1 Extensoes de Corpos

Como menciondmos acima, o conceito de extensao de corpo é fundamental na
exposicao que adoptaremos da Teoria de Galois. Recordemos que um corpo
L é uma extensao de um corpo K, se K é um subcorpo de L. Nesta seccao
iniciamos o estudo sistemético das extensoes de um dado corpo. Comegamos
por recordar alguns dos resultados obtidos no Capitulo Bl

Seja K um corpo, e L uma extensao de K. Recorde-se que a extensao diz-
se finita (respectivamente infinita) se L, visto como espago vectorial sobre o
corpo K, tem dimensao finita (respectivamente infinita). A dimensao de L
sobre K designa-se por [L : K|. Se S C L é um subconjunto, designamos por

2Esta descoberta é tanto mais surpreendente, pois Galois teve de inventar primeiro o
conceito de grupo que até aquela data era inexistente!

3A nocdo de corpo sé foi formalizada por Dedekind em 1879, mais de 50 anos depois
da morte tragica de Galois.
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K(S) o menor subcorpo de L que contém K e S. E claro que K(S) é uma
extensao de K gerada por S. Se S = {uq,...,uy}, escrevemos K (u1,...,uy,)
em vez de K ({uy,...,un}).

Vejamos mais em pormenor o caso de um s6 elemento, i.e., o caso K (u)
em que u € L. Se x é uma indeterminada, temos o homomorfismo de anéis
¢ : K[z] — L que a um polinémio g(x) faz corresponder o seu valor em u
(9(x) — g(u)). O nicleo N(¢) deste homomorfismo é um ideal de K[z] que
¢é necessariamente principal. Temos entao dois casos:

(i) u é transcendente sobre K. Neste caso, N(¢) = {0}, logo, ¢ é um
monomorfismo cuja imagem é K[u], e que possui uma tnica extensao
ao corpo das fraccoes K (x) de K[z]. Temos entao K (u) ~ K(x), e os
elementos de K (u) sao da forma g(u)/f(u) com g(z), f(z) € Klz] e
f(z) # 0. A extensao K(u) tem dimensdo infinita sobre K;

(ii) w é algébrico sobre K. Entao N(¢) = (p(x)), onde p(x) é um polinémio
irredutivel, e K(u) = K[u] ~ K[z]/(p(z)). Se impusermos que p(x)
seja moénico, entao p(z) é Unico, e chama-se a p(z) polindmio minimo
de u. A extensdo K(u) tem dimensao [K(u) : K] = degp(z). A esta
dimensao chama-se grau algébrico de u sobre K.

Definigao 7.1.1. Uma extensao L de um corpo K diz-se uma EXTENSAO
SIMPLES se existe um u € L tal que L = K(u). Neste caso, a u chama-se
ELEMENTO PRIMITIVO de L.

Um extensao L de K diz-se algébrica (respectivamente transcendente)
se todos os elementos de L sao algébricos (respectivamente se existe um ele-
mento de L transcendente) sobre K. Uma extensao simples L é algébrica
ou transcendente, consoante os seus elementos primitivos sejam algébricos
ou transcendentes. Uma extensao L de dimensao finita sobre K é sempre
algébrica (ver Exercicio B418), mas existem extensoes algébricas de dimensao
infinita. Uma extensao transcendente é necessariamente de dimensao infi-
nita.

Exemplos 7.1.2.

1. Considere L = Q(¥/2) C R e K = Q. Pelo Critério de Eisenstein, o po-
linémio p(z) = 2™ — 2, (n > 2) € irredutivel sobre Q. O nimero u = /2 é
uma raiz de p(x) em R, logo, [Q(/2) : Q] = n, e ¥/2 € algébrico de grau n
sobre Q.

2. Considere L = C e K = R. O polinémio x> + 1 é obviamente irredutivel
sobre R. O niimero i € C é uma raiz de 2> +1 em C, logo i € algébrico de grau
2 sobre R. Na realidade, C = R[z]/(z* + 1) = R(4), de forma que C é uma
extensdo simples de R, e i é um elemento primitivo.

3. Considere L =C e K = Q. Entao L ¢ uma extensao transcendente de K, e

[C: Q] = oo.
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A demonstracido da proposicao seguinte é deixada como exercicio:

Proposicao 7.1.3. Sejam M D L D K extensoes sucessivas de uwm corpo
K. Entao [M : K] € finito se e s¢ se [M : L] e [L : K| sdo ambos finitos.
Nesse caso temos

[M:K|]=[M:L] [L:K].

Exemplo 7.1.4.

Vimos no exemplo acima que [Q(v/2),Q] = 2. Por outro lado, o polindmio
q(z) = 22 — 3 € irredutivel sobre Q(\/2). De facto, uma raiz de q(x) em Q(v/2)
terd de satisfazer (a+bv/2)% =3, a,b € Q, logo, (a®+2b%)+2abv/2 = 3, donde
a’?+202 =3 eab=0. Seb =0, temos que a®> = 3 o que é impossivel pois
V3 & Q. Sea =0 temos que (2b)> = 6 o que € impossivel, pois /6 ¢ Q. Como
22 =3 ¢ irredutivel em Q(\/2), concluimos que Q(v/2)(v/3) ~ Q(v/2)[z]/(x%—3)
e que [Q(v2)(V/3),Q(v2)] = 2. Pela Proposigio [T.1.3, obtemos

Nos exemplos acima, consideramos apenas subcorpos do corpo dos nimeros
complexos. Neste caso nao ha qualquer problema em determinar extensoes
em que um dado polinémio possua raizes devido a uma propriedade funda-
mental de C : qualquer polinémio (de grau > 1) com coeficientes em C tem
pelo menos uma raiz. Recordemos que, em geral, um corpo L diz-se algebri-
camente fechado se qualquer polinémio p(x) € L[z] de grau > 1 possui uma
raiz em L.

Na proposicao seguinte damos outras caracterizagoes de um corpo alge-
bricamente fechado que podem ser facilmente verificadas.

Proposicao 7.1.5. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) L é um corpo algebricamente fechado.

(i1) Todo o polindmio p(x) = anz™ + -+ + a1z + ag € L[z] se decompae
num produto de factores lineares: p(z) = a, [[](x — ri).

(i1i) Todo o polindmio irredutivel de L]x] tem grau 1.
(iv) Nao existem extensoes algébricas prdprias de L.

Existem muitos exemplos interessantes de corpos que nao sao subcor-
pos de C. Por exemplo, os corpos numéricos Z,, importantes na Teoria
dos Numeros, ou o corpo das fracgdes C(z), fundamental na Geometria
Algébrica. Para estes corpos nao é ébvio que dado um polinémio exista
uma. extensao onde o polinémio se decomponha em factores lineares. Abor-
daremos este problema numa das proximas seccoes.
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Exercicios.

1. Mostre que o subconjunto de C formado pelos elementos algébricos sobre Q
é uma extensao algébrica de Q de dimensao infinita sobre Q. (Os elementos
deste corpo s@o designados usualmente por nimeros algébricos).

2. Demonstre a Proposicao

3. Mostre que:

(a) todo o corpo K algebricamente fechado é infinito;

(b) se K é um corpo infinito, entdo qualquer extensao algébrica de K tem a
mesma cardinalidade que K;

4. Verifique que existem elementos de C que nao sao algébricos sobre Q.

5. Seja L C C a menor extensdo de Q que contém as raizes do polinémio 23 — 2.
Decida se L é simples ou nao, e em caso afirmativo dé um exemplo de um
elemento primitivo.

6. Demonstre a Proposicao

7. Seja K um corpo e z uma indeterminada. Em K(z) considere o elemento
u = x2. Mostre que K (r) é uma extensdo simples de K (u). Qual é a dimensdo
de [K(x): K(u)]?

7.2 Construgoes com Régua e Compasso

Os matematicos da Grécia Antiga exprimiam de forma geométrica mui-
tos dos seus conceitos. Em geral, apenas eram consideradas validas cons-
trugoes geométricas que pudessem ser obtidas pelo uso exclusivo de régua
(sem escala) e do compasso. Apesar da grande habilidade demonstrada pe-
los matemaéticos gregos, houve algumas figuras e construgoes geométricas
aparentemente simples para as quais nao conseguiram descobrir um método
baseado exclusivamente no uso de régua e do compasso. Entre as mais
famosas contavam-se:

(i) trissecar um angulo;
(ii) duplicar um cubo;
(iii) construir um heptégono regular;

(iv) construir um quadrado de érea igual a um dado circulo.
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Veremos que estes problemas, bem como qualquer outro envolvendo cons-
trugoes com régua e compasso, podem ser reformulados em questoes da
Teoria dos Corpos. Tal reformulacao permite mostrar que as construcoes
(i)-(iv) nao sao de facto possiveis com recurso exclusivo a régua e compasso.

Suponhamos que comecando com dois pontos no plano pretendemos de-
terminar todas as construgoes com régua e compasso baseadas nestes pontos.
Sem perda de generalidade, podemos assumir que os pontos sao os nimeros
0 e 1 do plano complexo. Definimos indutivamente subconjuntos finitos
Xm, m=1,2,..., de pontos do plano complexo, da seguinte forma:

e X; ={0,1}, ¢
e X,,+1 € a unidao de X, com

(C1) os pontos de intersecgao de linhas rectas ligando pontos de X,;,;

(C2) os pontos de intersecgao de linhas rectas ligando pontos de X,
com as circunferéncias cujos centros sao pontos de X,, e cujos
raios sao segmentos com extremidades em X,,;

(C3) os pontos de intersecgao de pares de circunferéncias cujos centros
sao pontos de X, e cujos raios sao segmentos com extremidades
em X,,;

Introduzimos o conjunto C dos pontos construtiveis como sendo a uniao
C= U Xm.
m

Dizemos que um ponto z do plano complexo é construtivel com régua e
compasso se pertence a C. As construgoes que os Gregos consideravam
construtiveis com régua e compasso correspondem as figuras geométricas
formadas por segmentos e arcos cujas extremidades e vértices sao pontos
construtiveis.

Os resultados que se seguem fornecem descricoes alternativas do conjunto
C dos pontos construtiveis. Como veremos, estes resultados sao incompletos.
S6 mais tarde, no final deste capitulo, apds o nosso estudo da Teoria de
Galois, sera entao possivel fornecermos uma descrigdo mais pormenorizada
do conjunto C.

Teorema 7.2.1. C € o menor subcorpo de C que contém Q, flechado para
as operagoes de conjugacao (z — Z) e extrac¢do da raiz (z — 22).

Demonstragao. Dividimos a demonstragao em trés partes:

(a) C € um subcorpo de C: Suponha-se que z1,20 € C. Entdo z; —
z9 € z1/2z9(z9 # 0) pertencem a C, pois as operagoes usuais de adigdo e
multiplicacao de nimeros complexos podem ser expressas geometricamente
por construgoes envolvendo exclusivamente (C1), (C2) e (C3) (exercicio).
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(b) C é fechado para as operagéoes de conjugacao e de extrac¢do da raiz:
é 6bvio que C é fechado para a operacao de conjugacao. Por outro lado,
se z € C e r = |z|, podemos obter /r usando (C1), (C2) e (C3), através

. e 1 .
da construcao geométrica indicada na figura. Logo, z2 pode ser construido

com régua € compasso.

1 1+r

Figura 7.2.1: Extraccao da raiz.

(¢) Se Q € C' C C ¢é um subcorpo fechado para as operagoes de con-
jugagao e extrac¢ao da raiz, entao C C C': Precisamos de mostrar que os
pontos de interseccao de

(i) linhas rectas ligando pontos de C’,

(ii) linhas rectas ligando pontos de C’ com circunferéncias cujos centros
sao pontos de C’ e cujos raios sao segmentos com extremidades em C’,

(iii) pares de circunferéncias cujos centros sao pontos de C’ e cujos raios
sao segmentos com extremidades em C’,

pertencem a C’. Observemos primeiro que, se z = z + iy € C’, entao, sendo
C’ fechado para a operacao de conjugacao, as coordenadas z e y pertencem
a C'. Segue-se que, se axr + by + ¢ = 0 é a equacao de uma recta que
liga pontos de C’, entdo a,b,c € C'. Da mesma forma, se 22 + y? + dx +
ey + f = 0 é a equacao de uma circunferéncia com centro em C’, sendo o
raio um segmento com extremidades em C’, entao d,e, f € C'. Agora, os
pontos de interseccao de dois objectos deste tipo tém como coordenadas
certas fracgdes envolvendo quando muito raizes quadradas dos coeficientes
a,b,c,d, e, f, logo, pertencem a C’. O

O proéximo resultado mostra que a propriedade de um niimero complexo
ser construtivel estd ligada a estrutura de certos corpos.
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Teorema 7.2.2. Um ndmero complexo z pertence a C se e s se pertence a
um subcorpo de C da forma Q(uy,us, ..., u,), em que ui®> € Q e, para cada
m=1,2,...,r — 1, também u,y, 1% € Q(uy, ..., un).

Demonstracdo. Como C é um corpo que contém Q e é fechado para a
operagao de extracgao da raiz, vemos que os corpos da forma Q(u1, usg, . .., u,),
com u1? € Q e upi12 € Q(uy,. .., uy) (M < 1), sdo subcorpos de C. Para
completar a demonstracdo mostramos que o conjunto dos numeros com-
plexos que pertencem pelo menos a um corpo da forma Q(uy,us, ..., u,)
formam um subcorpo de C, fechado para as operagdes de conjugacao (z —
Z) e extracgao da raiz (z — z%) Para isso basta observar que, se z €
Qur,ug,y ... u.) e 2 € Qu'1,4'9,...,us), entdo z — 2’ e 2/2'(2' # 0) per-
tencem a Q(uy,ug, ..., up,u'1, 0y, ... u's). O

Uma consequéncia deste resultado é o seguinte corolario, que pode ser
utilizado para excluir um ntmero de C.

Corolario 7.2.3. Se um numero z € C € construtivel, entao € algébrico
sobre Q de grau wma poténcia de 2.

Demonstracdo. Se K (u) é uma extensdo do corpo K em que u? € K, entdo
K(u) = K ou [K(u) : K] = 2. Logo, para os corpos Q(uy,us,...,u,) com

u1? € Qe umi1? € Qug, ..., uUm), se m < 7, temos [Q(uy,...,u,) : Q] = 2,
para algum inteiro s < r. O coroldrio segue-se do teorema, observando que,
se z € C, entdo Q(2) C Q(u1,...,u), logo, [Q(z) : Q] = 2. O

Este corolario nao é verdadeiro na direccao inversa, como se tornara claro
durante o estudo da Teoria de Galois nas proximas secgoes.

Nos exemplos seguintes usamos o coroldrio para mostrar que as cons-
trugoes (i)-(iv) nao sado possiveis com uso exclusivo de régua e compasso.

Exemplos 7.2.4.

1. Trissecar um dngulo. Podemos construir um angulo de 60° graus com
régua e compasso. Vejamos que mao podemos trissecar um dangulo de 60°.
Se tal fosse possivel, o numero cos20° 4+ i sen20° seria construtivel e, em
particular, cos20° também seria construtivel. Vejamos que tal nao é verdade.
Usando a identidade trigonométrica

cos 30 = 4 cos® 0 — 3cosb,

vemos que cos20° é uma raiz do polindmio 4x> — 3z — % = 0. Este polinomio
¢ irredutivel sobre Q (exercicio), logo o grau de cos20° sobre Q é 3. Pelo
coroldrio, cos20° ndao ¢ construtivel.

2. Duplicagcdo do cubo. Precisamos de mostrar que /2 nao é construtivel.
Para isso, basta observar que [Q(3/2) : Q] = 3, pois V/2 € uma raiz do polinémio
irredutivel 3 — 2 = 0.
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3. Construgdo do heptdgono regular. Tal construgao requereria a constru-
tibilidade do nimero z = cos 27” + i sen 27” Este numero € raiz do polindomio
2 —1= (-1 (2 +2%+---+1). Como 25+2°+---+1 € irredutivel sobre Q,
concluimos que [Q(z) : Q] = 6. Como 6 ndao é uma poténcia de 2, o coroldrio

mostra que z nao € construtivel.

4. Quadratura do circulo. Comecando com um circulo unitdrio, vemos que
esta construcdo requer a construtibilidade do nimero w. Como sabemos, m €
um numero transcendente sobre Q, logo nao € construtivell.

Existem ntimeros algébricos de grau uma poténcia de 2 que nao sao cons-
trutiveis. Veremos mais a frente que a Teoria de Galois fornece um critério
mais eficiente para determinar se um dado ntimero algébrico é construtivel.
Por enquanto interessa-nos apenas salientar como a estrutura de certas ex-
tensoes de Q foi determinante para estudar esta propriedade.

Exercicios.

1. Interprete as operagoes usuais de adicao e multiplicacao de nimeros com-
plexos geometricamente, mostrando que envolvem exclusivamente (C1), (C2)
e (C3) e, portanto, podem ser efectuadas com recurso exclusivo a régua e
compasso.

S

2. Mostre que o nimero 5= + z@ é construtivel.

3. Mostre que o polinémio q(r) = 423 — 3z — % é irredutivel sobre Q.

4. Mostre que arccos 71/125 pode ser trissecado.

5. Seja p um nimero primo. Mostre que o polinémio 2P~ + 2P~2 4 ... +1 ¢
irredutivel sobre Q.
(SUGESTAO: Substitua = por = + 1 na expressio z2P~! + P72 + ... 41 =
(2P —1)/(z — 1) e use o Critério de Eisenstein.)

6. Seja p um nimero primo.
(a) Mostre que um poligono regular de p lados s6 pode ser construido com
régua e compasso se p = 2° + 1.
(b) Mostre que se p = 2° + 1 é primo entdo p é um ndimero de Fermat:
t
p=2% +1.

4N&o discutiremos aqui a questdo da transcendéncia de w. A existéncia de nimeros
transcendentes foi demonstrada pela primeira vez por Liouville em 1844. Liouville obser-
vou que os numeros algébricos ndo podem ser o limite de sucessoes racionais que conver-
gem “muito rapidamente”. Por exemplo, o nimero ) >° , 10~™ néo pode ser racional.
Hermite, em 1873, mostrou que a base dos logaritmos naturais “e” é transcendente, e
finalmente Lindemann, em 1882, mostrou por métodos anélogos ao de Hermite que 7 é
transcendente. Em 1874, Cantor deu um argumento (ver Exercicios 3 e 4 da Secgao [T

mostrando que existem numeros transcendentes, sem recorrer a teoria dos limites.
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(¢) Conclua que um poligono regular de p lados sé pode ser construido com
régua e compasso se p é um nimero de Fermat.

7. Decida se um poligono regular de 9 lados pode ou nao ser construido com
régua e compasso.

7.3 Extensoes de Decomposicao

Seja K um corpo. Dado um polinémio p(z) € K|[z] pretendemos encontrar
uma extensao L de K onde p(x) se decomponha em factores lineares. Como
K nao é a priori um subcorpo dum corpo algebricamente fechado, tal ex-
tensdo, a existir, é, necessariamente, “abstracta”’. A construcao de uma tal
extensao é dada no seguinte teorema e é inspirada na construcao de C a
partir de R como um quociente R[z]/(z? + 1).

Teorema 7.3.1. Seja K um corpo e p(x) um polinémio de grau n > 1.
Existe uma extensio L de K onde p(z) se decompée num produto de termos
lineares. Tal extensdo pode ser tomada da forma

L=K(ri,...,rq),
onde 11,...,Ty SG0 as raizes de p(x) em L.

Demonstrag¢ao. Sem perda de generalidade podemos assumir que p(x) é um
polinémio ménico. Se [ é o nimero de factores irredutiveis de p(z), a de-
monstracao é feita por indugao em n — I.

Se n — 1 =0, entao p(x) é um produto de termos lineares, e as raizes de
p(x) pertencem a K, logo, o teorema é verdadeiro neste caso.

Suponha-se que n—1 > 0. Entao existe um factor ¢(z) de p(x) irredutivel
de grau > 1. O corpo M = K|z]/{q(z)) é uma extensao de K, contém a raiz
r = x+(q(z)) de g(x), e coincide com K (r). Logo, em M, q(z) = (z—r)¢(x),
e o polinémio p(x) decompoe-se num produto de [ factores irredutiveis com
I>1. Comon—1I1<mn-—1I podemos utilizar a hipétese de indugao para
encontrar uma extensao L de M em que p(x) se decompoe num produto de
factores lineares e que toma a forma

L=M(r,...,m),

onde 71, ...,T, sao as raizes de p(x) em L. Como a raiz r estd entre as raizes
T1,.-.,Tn, VEMOS qUe

L=M(ry,...,m)

=K(r)(ri,...,mn)
=K(rri,...,mn) = K(r1,...,7r0).
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Este resultado motiva a seguinte definicao.

Definicao 7.3.2. Seja p(z) um polinémio com coeficientes num corpo K.
Uma EXTENSAO DE DECOMPOSIGAO de p(x) é uma extensao L de K em
que:

(i) p(z) decompobe-se em L num produto de termos de grau 1;
(i) L= K(ry,...,r,) onde r1,...,r, sdo as raizes de p(z) em L.

Analogamente, dizemos que uma extensao L de K é uma extensdo de
decomposi¢io de uma familia de polinomios {p;(x)},c; C Klx] se (i) cada
pi(x) se decompoe num produto de termos de grau 1, e (ii) L é gerada pelas
raizes destes polindmios.

Por vezes, em vez de extensdo de decomposicdo, utilizamos a expressao
corpo de decomposicao, sendo claro, do contexto, o corpo base em que se
trabalha. Veremos na proxima seccao que duas extensoes de decomposicao
de um polinémio p(x) sdo necessariamente isomorfas.

A demonstracao do Teorema [L3T] fornece um algoritmo para a cons-
trucao de uma extensdao de decomposicao de um polinémio que pode ser
utilizado de forma pratica como se ilustra nos exemplos seguintes.

Exemplos 7.3.3.

1. Consideremos um polinémio p(x) = x2+bx+c com coeficientes num corpo K.
Se p(z) € redutivel, entdo K é um corpo de decomposi¢ao de p(x). Suponha-se
que p(x) € irredutivel. Entao K[z]/(p(x)) é uma extensao de K, r1 = x—(p(z))
¢ uma raiz de p(z), e K[z]/{p(x)) = K(r1). Em K(r1) temos 2> + bz + ¢ =
(x — rm)(xz — r2), logo, K(r1) = K(r1,7m2) € um corpo de decomposi¢io de
22 +br+cel[K(r,r): K| =2.

2. Num exemplo acima mostramos que Q(v/2,v/3) C C é um corpo de decom-

posicao de (2% — 2)(2% — 3) e que [Q(v/2,V3) : Q] = 4.

3. O polinémio p(x) = xP—1 (p primo) possui a raizro = 1 em Q, logo, xP—1 =
(x—1)(2P~ L +2P72 4+ - 4+ 1). O polinémio zP~1 +aP=2 + ... +1 € irredutivel
em Q (exercicio). Sejar € Qz]/(xP~t+aP~2+---+1) o elemento x+ (2P~ +

2P72 4. 4 1). Em Q(r) temos que (r*)P =rkP =1, e que r,72,... 7?7 sdo
elementos distintos, donde 2P —1 =[["_, (x —r*). Concluimos que Q(r) é um

corpo de decomposicio de xP —1 e que [Q(r) : Q] =p—1. Se z € C é uma raiz
compleza de xP — 1 distinta de 1, verifica-se facilmente que Q(z) é isomorfo a

Q(r).

4. O polinémio p(z) = x® + 2% + 1 € irredutivel sobre Zs[z]. De facto, p(x)
nao tem raizes em Ly, jd que p(0) =04+0+1=1ep(l)=14+1+1=1
(mod 2). O corpo Zslx]/(x® + 2% + 1) € uma extensdo de Zs em que p(x)
possui a raiz v = x + (2% + 22 + 1), logo neste corpo temos a factorizagio
p(x) = (x — r) (2% + bx + ¢). Por comparagdo de termos, vemos que b=1+r
e c=r>4+r. Usando as relacies > = r> + 1 e r* = r2 4 r + 1 verificamos
por substituicdo que r? € uma raiz de 2% + (r + )z + (r2 + 1), logo, p(x)
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decompée-se em factores lineares em Zo(r)[x]. Concluimos que Za(r) € um
corpo de decomposicio de x® + 2% + 1 sobre Za, e que [Za(r) : Zs] = 3.

5. O polinémio p(x) = 3 — 2 € irredutivel sobre Q. Formemos a extensdo
L = Q[z]/{x3-2), e sejar, = x+(23—2). Esta extensdo é da forma L = Q(r1),
e em L o polinémio x® — 2 admite a factorizacdo (x —r1)(2® +rix +1r12). O
polindmio x2 + rix + r12 € irredutivel sobre Q(ry) (exercicio), logo, podemos
formar uma nova extensio M = Q(ry)[x]/(x? + riz + r12). Designando por
ry 0 elemento x + (2% + rix + r12) desta extensdo, vemos que M = Q(r1,72).
Em Q(r1,72)[z] temos a factorizagdo x3 — 2 = (x — r1)(x — 12)(x — 73), logo,
Q(r1,m2) = Q(r1,72,73) € um corpo de decomposicio de x®>—2. Pela Proposi¢io
[7I3 concluimos que [Q(r1,72,72) : Q] =3 -2 =6.

Como ja referimos anteriormente, o corpo de decomposigao Q(r1,...,7,)
de um polinémio p(z) = apz™ + -+ + a1z + a, € Q[z] pode ser sempre
realizado como um subcorpo do corpo C dos nimeros complexos, pois C é
uma extensao algebricamente fechada de Q. E interessante constatar que
para qualquer corpo existe uma extensao algebricamente fechada.

Teorema 7.3.4. Seja K um corpo. Existe uma extensdo algebricamente
fechada de K.

Demonstracdo. Dividimos a demonstragao em quatro passos:

(a) Existe uma extensdo L; de K em que todo o polinémio de K[z] com
grau > 1 tem uma raiz: Para cada p(z) € K[z] com grau > 1 escolha-
se uma indeterminada z,, e designe-se por S o conjunto de todas estas
indeterminadas. No anel K[S] os polinémios p(a:p)ﬁ geram um ideal
préprio. De facto, suponha-se que

(7'3'1) glpl(xm) +o gmpm(xpm) =1,
para alguns g; = gi(Zp,,...,Zp,,) € K[S]. Existe uma extensdo M de
K onde os polinémios p1, . . ., p, POssuem raizes aq, . . . , a,, (exercicio),

logo, substituindo z,, — «; em (ZZI]) obtemos 0 = 1, o que é uma
contradigao. Existe, pois, um ideal maximal I de K[S] que contém os
polinémios p(zp). O corpo Ly = K[S]/I é entao a extensao pretendida.

(b) Usando (a), podemos construir, por indugao, uma cadeia Ly C Ly C
...C L, C...deextensoes de K em que, para todo o k, um polinémio
em Li[z] de grau > 1 possui uma raiz em L.

(¢) Seja L = U;L;. Entao L é um corpo: se a,b € L, existe um k tal
que a,b € L, e define-se a + b e ab como sendo a soma e o produto
em L. Esta definicao é independente de k, pois os L; sao extensoes
sucessivas.

®Nao confundir p(x) com p(z;)!



314 Capitulo 7. Teoria de Galois

(d) O corpo L é uma extensao algebricamente fechada: se p(x) € L[z] tem
grau > 1, entdo os coeficientes de p(x) pertencem a Ly, para algum k.
Logo, p(z) € Li[z], donde p(x) possui uma raiz em L1 e, portanto,
em L.

O

Corolario 7.3.5. Seja K um corpo. Erxiste uma extensio L algébrica sobre
K e algebricamente fechada.

Demonstracdo. Seja L uma extensao algebricamente fechada de K, e desig-
nemos por L o conjunto dos elementos de L algébricos sobre K. E facil ve-
rificar que L é um subcorpo de L (que é obviamente uma extensao algébrica
de K) algebricamente fechado. O

A uma extensao algebricamente fechada e algébrica sobre K, chama-se
FECHO ALGEBRICO de K. Para o fecho algébrico de K usamos o simbolo
K®. Veremos na proéxima seccio que as extensoes algebricamente fechadas,
algébricas sobre K, sao todas isomorfas, logo, esta notagao nao é ambigua.

A existéncia de um corpo de decomposi¢ao de um polinémio (Teorema
[C3T) pode ser facilmente demonstrada com recurso ao fecho algébrico, em-
bora isto nao seja 1til, pois a demonstracao da existéncia do fecho algébrico
recorre precisamente ao Teorema [L3Jl No entanto, podemos agora demons-
trar a existéncia de um corpo de decomposi¢cao de uma familia arbitraria de
polinémios.

Corolario 7.3.6. Seja {pi(x)},c; C Klx] uma familia de polinémios. Existe
uma extensio de decomposicao L da familia {p;(x)};c;.

Demonstracao. No fecho algébrico K@, basta tomar para L o subcorpo ge-
rado pelas raizes dos polinémios {p;(z)},c;- O

A fechar esta secg@o consideramos a questao inversa: dada uma extensao
L de K quando é que L é uma extensao de decomposicao de uma familia de
polinémios com coeficientes em K7

Definigcao 7.3.7. Seja L uma extensao algébrica de K. Diz-se que L é uma
EXTENSAO NORMAL de K se todo o polinémio irredutivel de K[z] que possui
uma raiz em L se decompde num produto de termos lineares em L[x].

Exemplos 7.3.8.

1. Q(v2) € uma extensio normal de Q. Verificamos este facto mostrando que,
se p(z) € Q[z] € um polindmio irredutivel com uma raiz r = a+bv2 € Q(v/2),
entdo p(x) € um miltiplo do polindmio minimo de r, e este decompéde-se num
produto de termos lineares em Q(v/2). Seja q(x) = (x —a)? — 2b* € Q[z] o
polinémio minimo da raiz v. Entdo q(x)|p(x). Sendo p(x) irredutivel sobre Q,
vemos que p(z) = Aq(x), para algum X\ € Q. Finalmente, em Q(v/2) temos

p(z) = c(x —a—bv2)(z —a+bv2).
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2. Q({l/i) nao € uma extensao normal de Q. De facto, o polindmio x* —2 €
irredutivel sobre Q, possui a raiz V2 em Q(¥/2), mas ndo se decompée em
factores lineares em Q(v/2), pois este corpo ndo contém as raizes imagindrias
de 2* — 2.

O dltimo exemplo sugere que deve existir uma relagdo entre extensoes
de decomposicao e extensoes normais. A proposicao seguinte esclarece com-
pletamente esta questao.

Proposicao 7.3.9. Seja L uma extensao algébrica de K, contida no fecho
algébrico K. As sequintes afirmacdes sdo equivalentes:

(i) L é uma extensao normal de K.

(i) L contém um corpo de decomposi¢do do polindmio minimo de qualquer
u € L.

(i4i) L é uma extensao de decomposi¢io de uma familia de polinomios
{pi(x)}iepy € Kla].

(iv) Todo o monomorfismo ¢ : L — K@ que fiva K (¢p|x = id) é um
automorfismo de L, i.e., (L) = L.

Diferimos a demonstracao desta proposicao para a proxima seccao. Um
corolario imediato é o seguinte:

Corolario 7.3.10. Uma extensao L de K é uma extensdo de decomposi¢cao
de um polindmio p(x) € K[z| se e sé se L é uma extensdo normal de K de
dimensao finita.

Vimos acima um exemplo de uma extensao simples que nao é normal. Se
uma extensao algébrica nao é normal, podemos tentar remediar a situagao
procurando uma extensao normal que nao seja “muito grande”.

Proposicao 7.3.11. Seja L uma extensao algébrica de K. FEziste uma
extensdo L de L que satisfaz:

(i) L é uma extensio normal de K.
(ii) Se M é uma extensio normal de K tal que L ¢ M C L, entio M = L.
(iii) [L: K] < 0o se e sd se [L: K] < co.

Demonstracao. Seja S = {u; : i € I} uma base de L sobre K e designe-se
para cada i € I por p;(z) o polinémio minimo de u;. Tomamos para L uma
extensdao de decomposicao para a familia de polinémios {p;(z)};.;. Entao
L é uma extensdo normal de K (Proposicao [Z33), e (i) é satisfeita. Como
qualquer extensao normal de K deve conter uma extensao de decomposicao
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do polinémio minimo de qualquer dos seus elementos (Proposi¢ao [L3l),
concluimos que L é a menor extensido normal de K que contém L, logo (ii)
é satisfeita. Finalmente (iii) é verdadeira, pois se [L : K| < oo, entdo I é
finito e podemos substituir a familia de polinémios {p;(x)}, Vier pelo polinémio
p(z) = [Lie; pi(2), logo [L K] < oco. Inversamente, se [L K] < o0, entao,
pela Proposigao [LT3, [L : K] < oc. O

Da unicidade de extensao de decomposicao decorre que a extensao L
dada na proposicao anterior é Uinica a menos de um isomorfismo sobre K.
A uma tal extens@ao chamamos FECHO NORMAL de L, e usamos a notacao
L.

Exemplo 7.3.12.

Vimos num exemplo acima que L = Q(v/2) ndo ¢ uma extensao normal de
K = Q. FE fdcil verificar que o fecho normal desta extensdo é L™ = Q(v/2,1).
Exercicios.

1. Seja L = Q[x]/{(z® —2) e r = . + (2 — 2) € L. Mostre que o polinémio
22 + rz +r? é irredutivel sobre L.

2. Demonstre a seguinte extensdo do Teorema [L3Ik Sejam p1(x),...,pm(z) €
K[z] polinémios com coeficientes num corpo K. Existe uma extensio de de-
composigao dos polinémios pi(x), ..., pm(x).

3. Para os seguintes polinémios sobre Q construa extensoes de decomposicao e
determine a sua dimensao:

(a) 2 +z+1;

(b) (2? —2)(2* - 1);

(c) o8+ 23 +1;

(d) «°

4. Considere o polinémio 23 — 3. Determine uma extensio de decomposicao e
a sua dimensao sobre cada um dos seguintes corpos:

(a) @
(b) Zs;
(C) Z5.

5. Se p(x) € Klx] é um polinémio de grau n, e L é uma extensdo de decom-
posicao de p(z), mostre que [L : K] | nl.

. ~ . ~ . 7’ . n
6. Determine uma extensao de decomposicao do polinémio zP —1 sobre o corpo
Zy,.
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7. Se L é uma extensdo de K e [L : K| = 2, mostre que L é uma extensao
normal de K.

8. Vimos num exemplo que Q(+v/2) ndo é uma extensdo normal de Q. Mostre
que Q(v/2) é uma extensao normal de Q(v/2). Conclua que, se M D L D K
sao extensoes sucessivas com M normal sobre L e L normal sobre K, pode
acontecer que M nao seja normal sobre K.

9. Mostre que, se M D L D K sao extensoes sucessivas e M é normal sobre K,
entao M é normal sobre L.

7.4 Homomorfismos de Extensoes

Seja L1 uma extensao de Ki, e Lo uma extensao de Ko. Um HOMOMOR-
FISMO DE EXTENSOES ¢ : L1 — Lo é um homomorfismo tal que ¢(K7) C Kj.
Quando K; = Ky = K e ¢|x = id dizemos que ¢ é um HOMOMORFISMO
SOBRE K ou ainda que ¢ é um K-HOMOMORFISMOY. A nocao de homomor-
fismo de extensoes é crucial para a definicao de grupo de Galois.

Nesta seccao consideramos a seguinte questao: Dado um isomorfismo de
corpos ¢ : K1 — Ky, é possivel prolongar ¢ a um isomorfismo de extensoes
® : L1 — Ls?7 Ao estudarmos esta questdo mostraremos a unicidade dos
fechos algébrico e normal, bem como de extensao de decomposicao, a menos
de um isomorfismo.

Recordemos que, se ¢ : ki — K5 é um homomorfismo de corpos, dado
um polinémio p(z) = a,z" + - - + a1z + ag € K1[z], designa-se por p®(z) o
polinémio ¢(an)z" + - - - + ¢(a1)z + ¢(ao) € Kaz].

Proposicao 7.4.1. Seja ¢ : K1 — Ko um isomorfismo de corpos, Ly e
Lo extensoes de K1 e Ko, e r € L1 um elemento algébrico sobre K1 com
polindmio minimo p(x). O isomorfismo ¢ pode ser prolongado num mono-
morfismo de extensées ® : Ki(r) — Ly se e s6 se o polinémio p®(x) tem
uma raiz em Lo. O ndmero de prolongamentos € igual ao nimero de raizes
distintas de p®(x) em L.

Demonstragdo. Seja s uma raiz de p?(x) em Ly. Deixamos como exercicio
verificar que existe um tnico homomorfismo de corpos ® : K;(r) — Lo tal
que @i, = e O(r) = s.

Por outro lado, se ® é um prolongamento de ¢, entdo p?(®(r)) = ®(p(r))
= ®(0) = 0, logo p?(z) tem uma raiz em Lo. O

O préximo resultado responde a questao posta no inicio desta secgao no
caso de extensoes de decomposicao.

SRecorde-se que um homomorfismo de corpos é necessariamente um monomorfismo,
logo nestas defini¢des podemos substituir “homomorfismo” por “monomorfismo”.
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Teorema 7.4.2. Seja ¢ : K1 — Ko um isomorfismo de corpos, p(x) € Ki[z]
um polinémio, e p®(x) o correspondente polinémio em Ks[x]. Se L1 e Lo
sdo extensoes de decomposi¢io de p(x) e p®(x), respectivamente, existe um
isomorfismo ® : Ly — Ly que prolonga ¢. O nimero de tais prolongamentos
¢ <[Ly: Ki], e € precisamente [Ly : K1] quando p®(x) tem raizes distintas
em Lo.

Demonstragao. A demonstragao é por indugao em [Ly : K.

Se [L1 : Ki] = 1, entao p(z) = a, [[;,(x — 1), onde r; € K1 = L.
Temos também p?(z) = ¢(an) [[i, (@ — ¢(r;)). Como as rafzes de um po-
linémio geram o seu corpo de decomposicao concluimos que Lo = K>, logo,
existe apenas [L; : K;] = 1 prolongamento.

Suponha-se que [L; : K1] > 1. Entao p(z) possui um factor irredutivel
q(x) com grau > 1. Seja r uma raiz de ¢(z) em Ly. Pela Proposicao [CZT]
o isomorfismo ¢ : K1 — Ky pode ser prolongado num monomorfismo ¢ :
Ki(r) — Ly e existem tantos prolongamentos quantas as raizes distintas de
q®(x) em Ly. Podemos considerar L; e Ly como corpos de decomposicio de
p(x) e p(z) sobre K (r) e ¢(K1(r)), respectivamente. Como [Ly : K1 (r)] =
(L1 : Kq]/[K1(r) : Kq] = [Ly : K]/ degq(x) < [Ly : K], podemos utilizar
a hipotese de indugao para prolongar (;3 num isomorfismo ® : L1 — Lo, e 0
ntimero de prolongamentos é < [L; : K;(r)] e é precisamente [Ly : K;(r)] se
p¢(a:) tem raizes distintas em Ly. Combinando estes resultados, vemos que
® é um prolongamento de ¢, e o nimero de prolongamentos de ® deste tipo é
precisamente [L1 : K1(r)] -degq(z) = [L1 : K1(r)] - [K1(r) : K1] = [L1 : K1,
se p?(x) tem raizes distintas em Lo.

Finalmente, observe-se que obtemos todos os prolongamentos de ¢ se
prolongarmos primeiro a K;(r) e depois a Lj. De facto, se & é um prolon-
gamento de ¢ a L1, entao a sua restrigdo a K;(r) fornece um monomorfismo
Ki(r) — L9, que é necessariamente um dos prolongamentos de ¢ fornecido
pela Proposicao [L4Tl O

Se neste teorema tomarmos K1 = Ko = K e ¢ = id, obtemos:

Corolério 7.4.3. Seja p(x) um polinémio sobre um corpo K. Duas ex-
tensoes de decomposi¢ao de p(x) sao necessariamente isomorfas.

Exemplo 7.4.4.

Num exemplo da seccao anterior construimos uma extensao de decomposicao
(abstracta) L1 = Q(r1,72,73) de x® — 2. Podemos construir uma outra ex-
tensao de decomposicdo Lo considerando o subcorpo de C gerado por Q e
V2, V2/2(=1 £ iV/3) (as raizes de x* — 2 em C). Eaxistem isomorfismos
L, — Ly sobre Q que transformam 71,712,713 em qualquer uma das raizes \3/5,

V2/2(—1+4V3).

Passemos agora ao caso de extensoes algébricas arbitrarias.
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Teorema 7.4.5. Seja ¢ : K1 — Ko um isomorfismo de corpos, L1 uma
extensdo algébrica de K1 e Lo uma extensao algebricamente fechada de K.
Existe um monomorfismo ® : L1 — Lo que prolonga ¢. Se Ly € algebrica-
mente fechada e Ly € algébrica sobre Ko, entdo ® € um isomorfismo de L,
com Ls.

Demonstragao. Consideremos o conjunto P dos pares ordenados (N, 7) onde
N C Lj é uma extensdo de K1, e 7 : M — Lo é um monomorfismo que
prolonga ¢. Definimos uma relagdo de ordem parcial em P da seguinte
forma: (Ny,71) < (Ng,72) se e s6 se N1 C Ng e 19|N7 = 71. O conjunto
P é nao-vazio (contém o par (Ki,¢)), e qualquer cadeia {(N;,7;)}ier de
elementos de P é majorada pelo par (N,7), onde N = U;N; e 7|y, = 7.
Pelo Lema de Zorn existe em P um elemento maximal (M, ).

Vejamos que M = L, de forma que ® é o prolongamento desejado. De
facto suponha-se que existe r € L1 — M. Entao podemos formar a extensao
M(r) e, pela Proposicao [LAT] existe um prolongamento d: M (r) — Lo.
A existéncia do par (M(r),®) contradiz a maximalidade de (M,®), logo
Ly=M.

Finalmente, se L; é algebricamente fechado, entdo ®(L;) é algebrica-
mente fechado. Se Ly é algébrico sobre Ko, necessariamente Lo C ®(Lq),
logo, ® é sobrejectivo. O

Podemos agora mostrar a unicidade de fecho algébrico e de extensao de
decomposicao de uma familia de polinémios arbitraria.

Corolario 7.4.6. Seja K wm corpo, L e L extensoes algebricamente fecha-
das, algébricas sobre K. Existe um K-isomorfismo ® : L — L.

Demonstracao. Basta tomar no teorema K1 = Ko = K e ¢ = id. O

Coroldrio 7.4.7. Seja {pi(z)},c; wma familia de polinémios sobre K. Quais-
quer duas extensoes de decomposicao da familia {p;(x)},c; sdo isomorfas.

Por sua vez, a unicidade do fecho normal de uma extensao L de K decorre
da Proposicao [L.39 cuja demonstracao fornecemos de seguida.

Demonstrag¢ao da Proposig¢ao [7.3-94 Mostramos as implicacoes (i) = (ii) =
(iii) = (iv) = ().

(i) = (ii): Sejar € L e designe-se por p(z) € K|[z| o polinémio minimo de
r. Como L é normal e p(r) = 0, p(x) decompoe-se num produto [ [, (z—r;).
O subcorpo K(ry,...,r,) C L é claramente um corpo de decomposicao de
p(z).

(ii) = (iii): L é uma extensao de decomposi¢ao da familia {p,(z)}
onde p,(x) é o polinémio minimo do elemento r € L.

(iii) = (iv): Seja r € L C K® uma raiz de um polinémio p;(z). Entao
¢(r) é também uma raiz de p;(z), pois ¢| K = id. Como as raizes da familia
{pi()};c; geram o corpo L, concluimos que ¢(L) = L.

rel»
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(iv) = (i): Seja p(z) € K[z] um polinémio irredutivel com raiz r € L.
Se 7 € K® é outra raiz de p(z) a aplicagao ¢ : K(r) — K(7) C K® que
transforma r +— 7 e é a identidade em K, ¢ um monomorfismo sobre K que
pode ser estendido a L. Mas entdo 7 = ¢(r) € L, donde todas as raizes de
p(x) pertencem a L, e p(z) decompoe-se num produto de termos lineares em
L[z]. Logo, L é uma extensao normal de K. O

Exercicios.

1. Seja ¢ : K1 — Ko um isomorfismo de corpos, L1 e Ly extensoes de Ki e
Ky, e r € L1 um elemento algébrico sobre K7 com polinémio minimo p(x). Se
s é uma raiz de p?(x) em Ly, mostre que existe um tinico homomorfismo de
corpos ® : Ki(r) — Lo tal que ®|g, = ¢ e O(r) = s.

2. Considere as extensoes Q(i), Q(v/2),Q(i,v2) C C de Q.

(a) Mostre que Q(i) e Q(v/2) sdo isomorfas como espacos vectoriais sobre Q,
mas nao sao corpos isomorfos;

(b) Determine todos os Q-automorfismos de Q(i, v/2).

3. Seja r uma raiz de 2% + 23 + 1. Determine todos os Q-homomorfismos ® :

Q(r) —C.

(SucEsTAO: 26 + 23 + 1 é um factor de 2% — 1.)

4. Determine todos os Zs-automorfismos da extensao de decomposigao do poli-
némio =3 + 2% + 1 € Zy[x].

5. Mostre que uma extensao algébrica L de K é uma extensao normal se e sO
se todo o polinémio irredutivel de K[z] se decompde em L[z] num produto de
factores irredutiveis em que todos os factores possuem o mesmo grau.

7.5 Separabilidade

Veremos nas proximas secgoes que os K-automorfismos de uma extensao L
de K desempenham um papel fundamental na Teoria de Galois. Por um
resultado da seccdo anterior, a contagem do ndmero de K-automorfismos
depende do ntumero de raizes distintas de certos polinémios. Nesta seccao
estudamos a possibilidade de um polinémio ter raizes multiplas, estabele-
cendo um critério para a sua existéncia.

Seja p(z) € K[z] um polinémio. Em K?[z], p(x) decompde-se num
produto de termos lineares. Se r € K é uma raiz de p(x), chama-se multi-
plicidade de  ao maior inteiro k tal que (z — )" | p(z). Dizemos que uma
raiz é simples se k = 1, e que é maultipla se k > 1.

A fim de fornecer um critério de decisdo para a existéncia de raizes
multiplas, necessitamos da nocao de derivada formal de um polinémio. Esta
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nocao de derivada coincide com a nocao usual nos casos em que o polinémio
pode ser visto como uma funcao de varidvel real ou complexa.

Definigao 7.5.1. Seja K um corpo. O OPERADOR DE DERIVAGAO FORMAL
de K[z] é a unica aplicagdo D : K[z] — KJz| que satisfaz as seguintes
propriedades:
(i) Linearidade: D(p(z) + q(x)) = D(p(z)) + D(q(z)) e D(a - p(z)) =
a- D(p(x)).

(i) Regra de Leibniz: D(p(z)q(x)) = D(p(x))q(x) + p(x)D(q()).
(iii) Normalizagao: D(z) = 1.

Verificamos facilmente que existe apenas um operador que satisfaz estas
propriedades. De facto, se p(z) = apz™ + -+ - + a1z + ag € K|z], entdo por
aplicagao sucessiva de (i), (ii) e (iii), obtemos

(7.5.1) D(p(z)) = napz™ ' + - + 2a02 + a;.
Escrevemos frequentemente p’(z) em vez de D(p(x)).

Teorema 7.5.2. Seja p(z) € K[z] um polindmio mdnico de grau > 1. As
raizes de p(x) em K® sao simples se e sé se mde(p(z),p'(z)) = 1.

Demonstragdo. Ser € K é uma raiz miltipla de p(z), entao p(z) = (z —
r)*q(z), onde k > 1 e g(z) € K%[z]. Diferenciando:

P(x) = (z — )k (x) + k(z —r)Fq(x),

logo vemos que (z — r)*=1 | p/(z
p'(x). Concluimos que, se mdc(p
multiplas.

Suponha-se agora que todas as raizes de p(x) sao simples. Entdo em
K9[z] temos p(z) = (x—7r1)(x—7r2) - -- (x—7,), onde os r; sdo todos distintos.
Por diferenciacao obtemos

, ¢ (x —7r) é um factor comum a p(z) e
x),p'(x)) = 1, entdao p(x) ndo tem rafzes

)
(

n

Pa)=> (@—r)(@—ric)(@—ri1) - (z =),

i=1
donde se conclui que (x — ;) 1 p'(x). Logo, mde(p(x),p'(x)) = 1. O

Observe-se que a aplicacao deste critério nao requere o conhecimento do
fecho algébrico K ou de um corpo de decomposicio de p(x). De facto, o
célculo de mde(p(x), ¢(z)) é independente da extensao em que se consideram
os coeficientes dos polinémios p(z) e g(z).

Definigao 7.5.3. Chamamos a p(z) € K[z] um POLINOMIO SEPARAVEL se
os seus factores irredutiveis nao tém raizes multiplas. Um CORPO PERFEITO
é um corpo K em que todos os polinémios de K[z] sao separaveis.
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O teorema acima tem o seguinte corolario.
Corolario 7.5.4. Um corpo de caracteristica 0 € perfeito.

Demonstragao. Se, por absurdo, p(x) é um polinémio ménico irredutivel que
satisfaz mdce(p(z), p’(z)) # 1, entao p(x) | p'(x). Sendo degp’(z) < degp(z),
vemos que p'(z) = 0. Como a caracteristica de K é 0, a férmula (IZAT]) para
a derivada mostra que p(z) € K, o que é uma contradigao. ]

Esta demonstracao falha em caracteristica p, pois a condigao ¢'(x) = 0
implica apenas ¢(z) = ag + a12P + ao2z®” +.... Num exercicio no final desta
secgao damos um exemplo dum polindémio ndo separdvel (necessariamente
em caracteristica p # 0). O estudo da separabilidade para corpos com
caracteristica p # 0 baseia-se no lema seguinte:

Lema 7.5.5. Se K tem caracteristica p # 0 e a € K, entdo o polinémio
P — a ou € irredutivel ou € da forma (x —b)P, b€ K.

Demonstrag¢ao. Suponha-se que zP — a = g(z)h(x), onde g(z) e h(x) s@o
polinémios moénicos, e seja b € K® uma raiz de a2 — a. Entao

(x —b)P = Zp:(i)xk(—b)p_k =aP — b =2aP —a,
k=0

pois para 0 < k < p os coeficientes (i) sao divisiveis por p. Logo g(z) =

(x — b)* e necessariamente b* € K. Como mdc(k,p) = 1, existem inteiros
r,s € 7 tais que rk+sp = 1, donde vemos que b = b"™* TP = (b¥)"+(bP)* € K.
Isto mostra que 2 —a = (x — b)P,b € K. O

Teorema 7.5.6. Um corpo K de caracteristica p # 0 € perfeito se e s se
K = KP, onde KP designa o subcorpo de K formado por todas as poténcias
al, coma € K.

Demonstracdo. Sejaa € K—KP. Entao, pelo Lema[Zh0l 2P —a é irredutivel
e, como (2P — a)’ = paP~! = 0, este polinémio ndo é separdvel. Logo se
K # KP? entao K nao é perfeito.

Inversamente, suponha-se que K nao é perfeito, de forma que existe
q(z) € K[z] irredutivel e ndo-separdvel. Entao, como ¢'(z) = 0, temos que

q(x) = ag + a12P + axx® + .... Pelo menos um a; ¢ KP, pois se a; = b¥
para todo o j, entdo q(z) = (bg + byz +bex? +... )P, contrariando a hipStese
de q(z) ser irredutivel. Logo, K # KP. O

Se K é um corpo de caracteristica p # 0, o monomorfismo ¢ : K — K
que transforma a — a? chama-se MONOMORFISMO DE FROBENIUS. Assim,
o teorema acima afirma que K é perfeito se e sé se o monomorfismo de
Frobenius é um automorfismo.
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Corolario 7.5.7. Se K ¢ finito de caracteristica p # 0, entao K € um corpo
perfeito.

Demonstra¢do. Se K é finito, o monomorfismo de Frobenius é sobrejectivo.
O

Na maior parte dos exemplos que apresentaremos para ilustrar a Teoria
de Galois, os corpos de base em questao serao perfeitos. Quando pretende-
mos que um resultado da Teoria de Galois seja ainda valido quando o corpo
base nao é um corpo perfeito, necessitamos de uma hipétese adicional que é
traduzida pela seguinte definicao:

Definigcao 7.5.8. Seja L uma extensao de K.

(i) Chamarse a v € L ELEMENTO SEPARAVEL sobre K se u é algébrico
sobre K, e o polinémio minimo de u é separavel.

(i) Chama-se a L EXTENSAO SEPARAVEL sobre K se todos os elementos
de L sao separaveis sobre K.

Seja L uma extensao algébrica de K. O grau de separabilidade de L
sobre K, designado por [L : K], é o cardinal do conjunto {¢ : L — K%}
dos K-homomorfismos de L para o fecho algébrico K. Note que o grau de
separabilidade ¢ independente do fecho algébrico utilizado na sua definicao.

Proposicao 7.5.9 (Propriedades de separabilidade). Seja K um corpo.

(i) Se M D L D K sao extensies algébricas sucessivas, entao

[M:Kl]s=[M:L]s-[L: K.

(1) Se L é uma extensdo de dimensdo finita sobre K, entao [L : K|s <
[L: K], e aigualdade ocorre precisamente se L € separdvel sobre K.

(iii) Se L = K(uq,...,upn), entao L € separdvel sobre K se e $6 seuq, ..., upn
sao elementos separdveis sobre K.

Demonstracao.

(i) Se ¢ : M — K® ¢ um K-homomorfismo, entdo ¢ é um prolongamento
do K-homomorfismo ¢|, : L — K®. Basta, pois, mostrar que dado um
K-homomorfismo 1 : L — K® os prolongamentos a um K-homomorfismo
¢ : M — K® estao em correspondéncia biunivoca com os L-homomorfismos
7: M — L*. De facto, podemos estender ) a um isomorfismo 1/; :L* — K®,
logo, a correspondéncia que a um L-homomorfismo 7 : M — L% associa o
prolongamento ¢ = 1/; o7 é biunivoca: a inversa associa a um prolongamento
¢: M — K* o L-homomorfismo 7 = ¢! o ¢.

(ii) Por (i), basta mostrar que [K(u) : K|; < [K(u) : K| para um
elemento algébrico u sobre um corpo K, e que a igualdade se verifica se
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e s6 se K(u) é separdvel sobre K. Agora [K(u) : K]s, i.e., o numero de
K-homomorfismos ¢ : K(u) — K% é igual ao nimero de raizes distintas do
polinémio minimo de u sobre K. Logo, [K(u) : K]s < [K(u) : K], com
igualdade se e s se u é separavel sobre K. Mas u é separavel sobre K se
e 86 se K(u) é uma extensao separdvel sobre K, pois, se v’ € K(u) nao é
separdvel, entao obtemos

)« K (u)]s[K () - K]
PE(u)|[E (W) - K] = [K(u) : K].

(iii) Se os wu; sdo separaveis sobre K, entao u; é separavel sobre o corpo
K(uy,...,u;—1). Logo, usando (i) e (ii), vemos que

(K (up, ... upm): Kls = [K(ug,...,un): K],
e, portanto, K (uq,...,u,) é separavel sobre K. O

Se K é perfeito, é claro que todas as extensoes algébricas de K sao se-
paraveis. Em particular, se K tem caracteristica 0 ou se K tem caracteristica
pe K = KP toda a extensao algébrica de K é separavel.

Exercicios.

1. Mostre que, se K tem caracteristica 0 e p(z) € K|[z] é um polinémio ménico,
entdo ¢(z) = p(x)[mde(p(z),p'(z))]”" é um polinémio com rafzes simples, e
estas coincidem com as raizes de p(x).

2. Mostre que, se K é um corpo com caracteristica # 2, entdo o polinémio
22+ az + b € K[z] é separdvel.

3. Considere o corpo Zy(z) das fraccoes ¢(x)/r(z), onde g(x) e r(z) sao po-
linémios sobre Zj,.
(a) Mostre que Z,(z) tem caracteristica p.

b) Mostre que o elemento x € Z,(x) nao é uma poténcia de grau p, i.e., nao
P
existe b(z) € Zpy(z) tal que x = b(z)?.

(c) Dé um exemplo de um polinémio sobre Z,(x) que nao seja separdvel.
4. Seja K um corpo de caracteristica p, e ¢(x) € K[z] um polinémio irredutivel.

Mostre que as raizes de ¢(x) tém todas a mesma multiplicidade p”, para um
certo inteiro n.

5. Seja L uma extensado de K, com [L : K] < co. Mostre que [L: K], | [L: K].
(NoTA: Define-se GRAU DE INSEPARABILIDADE de L sobre K como sendo
[L:K],=[L:K]/[L: K]s.)

6. Sejam M D L D K extensoes sucessivas. Mostre que:
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(i) se M é separdvel sobre K, entdo M é separavel sobre L, e L é separdvel
sobre K

(ii) se M é separavel sobre L, e L é separavel sobre K, entao M é separdvel
sobre K.

7.6 Grupo de Galois

Como ja referimos anteriormente, a ideia de base da Teoria de Galois consiste
em substituir um problema de extensoes de corpos por um problema de
teoria dos grupos. Os grupos em questao sao os que agora introduzimos.
Seja L uma extensao de K. Os K-automorfismos de L formam um grupo:
se ¢1 e ¢o sdo K-automorfismos de L, entao ¢1 o ¢9 é um K-automorfismo.

Definigao 7.6.1. Chama-se GRUPO DE GALOIS de uma extensao L de K
ao grupo dos K-automorfismos de L.

O grupo de Galois de uma extensao L de K serd designado por Aut g (L).
Como mostram os exemplos seguintes, este grupo pode ser de natureza bas-
tante diversa.

Exemplos 7.6.2.

1. Seja L = Q(v/2). O elemento /2 tem polinémio minimo x> —2. Qualquer Q-
automorfismo ¢ : L — L transforma raizes deste polindmio em raizes. Temos,
pois, dois automorfismos, a identidade e

é(a+bV2) = a —bv2.
O grupo de Galois Autg(L) €, pois, isomorfo a Zs.

2. Seja L = Q(v/2,V3). Tal como no exemplo anterior, vemos que os Q-
automorfismos de L sdo completamente determinados pela sua ac¢do no con-
junto {v/2,v/3}. Existem 4 possibilidades: a identidade e

$1(V2) = =2, ¢1(V3) = V/3;
P2(V2) = V2,  ¢2(V3) = —V/3;
?3(V2) = —v2, ¢3(V3) = V3.

Neste caso, o grupo de Galois é isomorfo a Zo @ Zs.

3. Seja K um corpo de caracteristica p tal que K # KP. Sea & KP, o polindmio
q(z) = aP —a € irredutivel. Seja L uma extensdo de decomposicdo de q(z). Em
L temos q(x) = (x—7r)?, logo, L = K(r). Se ¢ : L — L é um K -automorfismo,
entao ¢(r) = r e concluimos que ¢ = id. O grupo de Galois Auti (L) é, pois,
trivial.
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4. Seja L = K(x), o corpo das fracgées da forma p(x)/q(x) com p(z), q(z) €
K|[z]. Pode-se verificar que os elementos primitivos de L tomam a forma
axr +b

t:m, a,b,quK, ad—bc;«éO

Qualquer K -automorfismo de L transforma elementos primitivos em elementos
primitivos, logo, se ¢ : L — L € um K-automorfismo, entdo transforma o
elemento p(x)/q(x) € L num elemento p(t)/q(t) € L. Vemos, pois, que o
grupo de Galois é isomorfo a GLo(K)/H, onde H é o subgrupo das matrizes
2 x 2 da forma

H:{<8 2);@0}.

Se K ¢ infinito, este grupo € infinito.

Como os corpos de decomposi¢ao de um polinémio p(z) sdo isomorfos é
natural a seguinte definicao:

Definicao 7.6.3. Seja p(z) € K[z] um polinémio. O GRUPO DE GALOIS
DA EQUAGAO p(x) = 0 (ou simplesmente de p(z)) é o grupo de Galois dum
corpo de decomposicao de p(x) sobre K.

E natural identificar o grupo de Galois de uma equagao p(x) = 0 com
um subgrupo do grupo de permutacoes das raizes de p(x)l?]g Se L é um corpo
de decomposigao de p(x), e S = {ry,...,r,} s@o as raizes distintas de p(x),
entdao L = K(ry,...,r,). Se ¢ é um elemento do grupo de Galois de p(x),
i.e., se ¢ € Autg(L) = G, entdo ¢ transforma raizes de p(x) em raizes.
Por outro lado, se soubermos como ¢ transforma as raizes de p(x), entao
sabemos como ¢ transforma todo o elemento de L = K (rq,...,r,). Logo, a
aplicagao ¢ — ¢|s é um monomorfismo G — S,,. Podemos, pois, identificar
G com um subgrupo do grupo das permutacgoes das raizes.

Em geral, G C S,,, mesmo quando p(x) é irredutivel, como mostra o
seguinte exemplo:

Exemplo 7.6.4.

Seja L C C a extensdo de decomposi¢ao sobre Q do polindmio p(x) = x8 —
2 (este polindmio € irredutivel). As raizes de p(x) sio 1, = ¥2e75", k =
1,...,6. Temos, por exemplo,

r3 + 16 = 0.

Como r3 + 11 # 0, ndo existe um automorfismo do grupo de Galois que cor-
responda & transposi¢io (16). Temos, ainda, da figura abaizo que

(r1+715)% =r¢" =2,

"Era assim que Galois concebia o grupo que hoje tem o seu nome, ainda antes de se
ter formalizado sequer o conceito de grupo!
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logo, ndo existem automorfismos do grupo de Galois que correspondam as per-
mutagoes (13)(56) e (16)(35). Muitas outros elementos de S podem ser ex-
cluidos por este tipo de argumento geométrico. De facto, veremos mais adiante
que |G| = 12.

T2 1

T4 rs

Figura 7.6.1: Raizes de 26 —2 =10

A determinagao do grupo de Galois de uma equagao p(x) = 0 ou de uma
extensao é, em geral, uma tarefa dificil. Vejamos o que podemos dizer sobre
a sua ordem.

Teorema 7.6.5. Seja L uma extensdo de dimensdo finita sobre K, e G =
Autg (L) o seu grupo de Galois. Entao |G| < [L : K|. Se L é normal e
separdvel sobre K, entao |G| = [L : K].

Demonstracdo. Podemos assumir que L C K% Se ¢ € G, entdo obtemos
um K-homomorfismo ¢ : L — K® O ntimero destes homomorfismos é
[L:K]s <[L:K] Logo |G| <[L:K].

Se L é normal, entdo todo o K-homomorfismo 1) : L — K¢ é de facto um
automorfismo de L. Se L é separével, entao [L : K]s = [L : K|. Portanto,
se L é normal e separdvel sobre K, entao |G| = [L : K]. O

Assim, para polinémios separdveis, sabemos calcular a ordem do seu
grupo de Galois:

Coroldrio 7.6.6. Se p(z) é um polinémio separdvel sobre K com grupo de
Galois G, e L é uma extensao de decomposi¢ao de p(x), entdo |G| = [L : K].
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Exemplos 7.6.7.

1. A extensdo Q(i, \4/5) ¢ uma extensio de decomposicdo do polinémio x* —2 €
Q[z]. Como [Q(i,v/2) : Q(i)] = 4 e [Q(i) : Q] = 2, temos [Q(i, v/2) : Q] = 8,
logo o grupo de Galois de Q(i, v/2) tem ordem 8. Temos Q-automorfismos de
Q(i, v/2) definidos por (verifique!)

o(i) = —i, 7(i) = 1,
o(3) = V3, H(3) = i3

Estes automorfismos tém ordens 2 e 4, respectivamente, e satisfazem a relagao
70 = or3. E fdcil de ver que

Autg Q(i, \4/5) ={1,7,7% 13, 0,01,07%, 07} =G.

jud.

Este grupo € isomorfo a Dy. Em termos das raizes r, = ez ¥, estes automor-
fismos correspondem as permutacoes

o=(13), 7=(1234).

2. O grupo de Galois do polinémio p(z) = 2% — 2 sobre Q tem ordem 12, pois
[Q(v/2, 627”) :Ql =12 e Q(V/2, e%”) é uma extensdo de decomposicao de p(x).
Deizamos como exercicio determinar a sua representa¢do como um grupo de
permutagoes.

A finalizar esta seccdo consideramos o caso de um polinémio da forma
"™ — a sobre um corpo K de caracteristica 0.

Definicao 7.6.8. Seja K um corpo. A uma extensao de decomposicao do
polinémio ™ — 1 chama-se CORPO CICLOTOMICO DE ORDEM 7 sobre K.

O préximo resultado caracteriza o grupo de Galois de um corpo ci-
clotémico no caso em que a caracteristica é zero.

Proposigao 7.6.9. Se K tem caracteristica 0, o grupo de Galois de um
corpo ciclotémico € abeliano.

Demonstracao. Seja L uma extensao de decomposicao de =™ — 1 sobre K.
Como K tem caracteristica zero, e (z"—1)" = nz" ! # 0, vemos que as raizes
de 2™ —1 sao todas simples e o conjunto dasraizes U = {r € L : r"—1 =0} é
isomorfo a Z,, (ver Exercicio E6.22). Por outro lado, se ¢ € Autg (L) = G,
entao ¢|y é um automorfismo de U e esta restri¢ao determina completamente
¢. Logo, G é isomorfo a um subgrupo de Aut(U) ~ Aut(Z,,) ~ Z}, o grupo
das unidades do anel Z,,. O

Em geral nao podemos dizer mais nada sobre o grupo de Galois de um
corpo ciclotémico. Por exemplo se K contém as raizes de ™ — 1 = 0, entao
o corpo ciclotémico de ordem n coincide com K, e o seu grupo de Galois é
trivial.
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Proposigao 7.6.10. Se K tem caracteristica O e contém as raizes de x™ —
1 =0, entdo o grupo de Galois de x™ — a sobre K ¢ ciclico de ordem um
divisor de n.

Demonstracdo. Seja L uma extensao de decomposicao de ™ — a sobre K, e
mais uma vez seja U = {z € L : 2" — 1 = 0} o conjunto das raizes de 2" — 1.
Se r € L é uma raiz de =™ — a, entao {zr : z € U} é o conjunto das n raizes
de ™ — a em L. Temos, pois, que L = K(r). Se ¢1,¢p2 € Autg (L) = G,
entdo ¢1(r) = 217, ¢a(r) = zor, para alguns 21,29 € U, e ¢1 0 ¢a(r) = z1297.
Logo, ¢ — z é um monomorfismo de G para o grupo ciclico U ~ Z,, e
concluimos que G é isomorfo a um subgrupo de Z,,.

O

Exercicios.
1. Determine o grupo de Galois da extensio Q(v/2, v/3,v/5) sobre Q.

2. Seja L = K(x), o corpo das fracgdes da forma p(z)/q(x) com p(x), q(z) €
K|[z]. Mostre que os elementos primitivos de L sao da forma
t_ax_—!—b a,b,e,de K, ad—bc#0
- cr + d’ 3 ] 9
(SuGEsTAO: Se t = p(z)/q(z), onde mdc(p(x),g(x) = 1, defina o grau de ¢
como sendo o méximo dos graus de p(x) e q(z). Mostre que p(w) — yq(w) é
irredutivel em K[w,y], logo, também em K (y)[w], e que x é algébrico sobre
K (t) com polinémio minimo um mdultiplo de p(w)—tg(w). Conclua que [K(x) :
K({t)=1eque K(x) =K(t)seeséseograudet é1.)

3. Determine o grupo de Galois de 23 — 2 sobre Q e sobre Z.

4. Represente o grupo de Galois do polinémio 2% — 2 sobre Q como um grupo
de permutacoes das raizes.

5. Determine o grupo de Galois do polinémio p(x) = 223 + 322 + 62 + 6.

6. Mostre que o grupo de Galois de p(z) = 2® + 22 — 2z — 1 € Q[z] é isomorfo
ao grupo alternado As.

7.7 A Correspondéncia de (zalois

Estamos finalmente em condicées de explicar como é que a Teoria de Ga-
lois permite substituir problemas sobre (extensoes de corpos de) polinémios
por um problema em principio mais simples de Teoria de Grupos. Galois
descobriu que existe uma correspondéncia entre extensoes intermédias e sub-
grupos do grupo de Galois, como passamos a descrever.
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Seja L uma extensao de K, e H C Autgx(L) um subgrupo do grupo
de Galois. Podemos pensar em H como um grupo de transformacoes de
L. Neste caso, o conjunto dos pontos fixos por H é um corpo intermédio
L D Fix(H) D K. Por outro lado, se L D K D K é um corpo intermédio,
entdo Aut (L) é um subgrupo do grupo de Galois Aut g (L).

E f4cil verificar as seguintes propriedades desta correspondéncia.

Proposicao 7.7.1 (Propriedades da Correspondéncia de Galois).
Seja L uma extensao de K com grupo de Galois G = Autg(L). Sejam
ainda K, K1 e Ko extensoes intermédias, e H, H1, Hy C G subgrupos.

(i) Se Hy D Ha, entao Fix(Hy) C Fix(H2).
(ii) Se K| D Ka, entio Autg (L) C Autg, (L).
(iii) Fix(Autz(L)) D K.

(iv) AutFiX(H)(L) D H.

Exemplo 7.7.2.

Considere-se a extensio L = Q(v/2,v/3) de K = Q. Vimos anteriormente
que o grupo de Galois desta extensdo contém 4 elementos:

AU»tK(L) = {Zd7 ¢1) ¢2) ¢3} =G.
FEste grupo possui, para além do subgrupo trivial Hy = {id}, os subgrupos Hy =

{id, $1}, Hy = {id, 2} e Hz = {id, ¢3}. Assim, o reticulado dos subgrupos
pode ser representado pelo diagrama

/ G\
H, Hy Hj

O corpo fizo pelo grupo de Galois G € o corpo de base Fix(G) = Q, enquanto
que obviamente Fix(Hy) = Q(v/2,v/3). Por outro lado, ¢ fdcil de ver que

Fix(H;) = Q(v3),  Fix(Hs) = Q(v2),  Fix(Hs) = Q(V6).

8Um RETICULADO é um conjunto parcialmente ordenado em que qualquer conjunto
de dois elementos tem supremo e infimo. O conjunto dos subgrupos de um grupo fixo
G, ordenado pela relagdo de inclusdo, é um reticulado. De igual forma, o conjunto das
extensdes intermédias K C K C L de uma extensio fixa L de K, ordenado pela relagédo
de inclusao, também é um reticulado.
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Assim, o reticulado das extensoes intermédias € dado pelo diagrama

N
QV3) QAv2) QV6)

Q(v2,V3)

Estamos interessados em extensoes suficientemente ricas em automorfis-
mos, de forma que em (iii) e (iv) da proposi¢do acima se possam substituir
as inclusoes por igualdades.

Definigao 7.7.3. Seja L uma extensao de dimensao finita sobre K. Chama-
se a L uma EXTENSAO DE GALOIS de K, se Fix(Autg (L)) = K.

Temos as seguintes caracterizagoes de uma extensao de Galois.
Proposigao 7.7.4. As sequintes afirmagoes sdo equivalentes:
(i) L é uma extensao de Galois de K ;

(ii) L é uma extensao de decomposicao de um polindmio separdvel sobre
K;

(iii) L € uma extensdo de dimensao finita, normal e separdvel sobre K.

Se qualquer uma destas condicdes se verifica, entdo
(7.7.1) | Autg (L) = [L : K].

Demonstracao. A relagao (ILZT]) segue do Teorema Vejamos entao as
implicacoes (i) = (ii) = (iii) = (i).

(i) = (ii): Como [L : K] < oo, existem r1,...,r, € L, algébricos sobre
K, tais que L = K(ry,...,ry). Seja p;(z) o polinémio minimo de cada r;
em K(z], e O; = {¢(r;) : ¢ € Autg (L)} a drbita de r; sob a acgdo do grupo
de Galois. Este conjunto ¢ finito, e é constituido por raizes de p;(x). O
polinémio

qi(x) = H (x —r) € Lx]

re0;

divide p;(x) e é separdvel (tem todas as raizes distintas). Se ¢ € Autg (L),
entao

(@) = [[@=o) =[] @-r) = a(),

reQ; reQ;
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donde os coeficientes de g;(x) pertencem a Fix(Autx (L)) = K. Concluimos
que ¢;(x) € K|z], logo, p;(xz) = qi(z) é separavel e tem as suas raizes em L. O
polinémio p(x) = [[, pi(x) é separavel, e L é uma extensao de decomposicao
de p(z) sobre K.

(ii) = (ili): Se L é uma extensao de decomposicdo de um polinémio
p(x) sobre K, entao L é uma extensao normal de dimensao finita (Corolario
[C3T0). Se p(x) é um polinémio separdvel, entdo L = K(ry,...,ry,), onde
r1,...,Tm a0 separaveis. Pela Proposicao[Z20, L é uma extensio separavel.

(iif) = (i): Seja K = Fix(Autx(L)). Entdo pelas propriedades menci-
onadas acima, K é um corpo intermédio entre L e K. Sejar; € K — K e
designemos por p(z) o polinémio minimo de r; sobre K. Como L é normal
e separdavel, p(z) decompoe-se em L[z] num produto de factores lineares dis-
tintos: p(z) = [T, (z—7;), (m > 1) (r; todos distintos). Se ¢ : K(r1) — K¢
é o K-monomorfismo que transforma r; em 19, podemos prolongar ¢ num
monomorfismo ® : L — K@ (Teorema [CZH). Pela Proposicio 30, ®
é de facto um K-automorfismo de L. Mas entao ® é um elemento de
Autg (L) que nao deixa fixo r1, contradizendo r, € K = Fix(Autg(L)).
Logo, K = K = Fix(Autg(L)). O

Se L nao é uma extensao de Galois de K, entao podemos afirmar apenas
que | Autg (L)| < [L : K]. Por outro lado, temos o seguinte lema geral:

Lema 7.7.5 (Artinﬁ). Seja G um grupo finito de automorfismos de um
corpo L e K = Fix(G). Entao

(7.7.2) [L:K]<|G].

Demonstracao. Seja G = {¢1 = id, pa, ..., ¢m}. Precisamos de mostrar que
quaisquer n elementos de L com n > m sao linearmente dependentes sobre
K.

Sejam entao uq, . . . , u, elementos de L. O sistema homogéneo de equagoes
lineares

D aigi(u) =0,  (j=1,...,m)
=1

tem mais varaveis que equagoes, logo, por um resultado de Algebra Linear
existe uma solucao nao trivial (ai,...,a,) € L". Reordenando termos se ne-
cessario, podemos sempre escrever a solucao na forma (ay,...,as,0,...,0),
onde s > 2 é minimo. Dividindo por a;, podemos ainda assumir que
a; = 1. Vejamos que os a;’s pertencem a K = Fix(G). De facto, se al-
gum a; ¢ K = Fix(G), entao existe ¢ € G tal que ¢(a;) # a;. O vector
(1,¢(az2),...,¢(as),0,...,0) é também uma solugao do sistema (verifique

9Emil Artin foi um dos grandes algebristas do século XX. A ele, em conjunto com
Irving Kaplanski, devemos, por exemplo, a formulacdo moderna da Teoria de Galois que
se segue neste livro. Artin e Kaplanski fizeram ambos parte do projecto Bourbaki.
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por substituigao) e o vector diferenca (0, as — ¢(az),...,as —¢(as),0,...,0)
é um vector solu¢do nao-nulo com mais zeros que (1,as,...,as,0,...,0),
contrariando a hipdtese de s ser minimal.

Concluimos que, para todo o i, a; € K, logo a equagao j = 1 do sistema
fornece a relacao de dependéncia linear

n
Z a;U; = 0.
=1

U

Podemos finalmente enunciar o teorema chave da Teoria de Galois. Ao
mesmo tempo justificamos o uso do termo “extensao normal”.

Teorema 7.7.6 (Teorema Fundamental da Teoria de Galois). Seja L
uma extensdo de Galois de K. Eziste wma correspondéncia biunivoca entre
as extensées intermédias K C K C L e os subgrupos H do grupo de Galois
G = Autg(L). Esta correspondéncia é dada por K +— Autp(L)=H, ea
sua inversa é H — Fix(H) = K. Escrevendo H — K, a correspondéncia
satisfaz:

(i) Se Hy < Ky e Hy < R—Qi entio Hy C Hy se e s6 se K> O Kj. Neste
caso temos [Hy : Ho| = [Ky : K4].

(ii) Se H < K, entdo H é um subgrupo normal de G se e s6 se K ¢ uma
extensdo normal de K. Neste caso, K € uma extensao de Galois que
tem G/H como grupo de Galois.

Demonstracao. Vejamos que a correspondéncia é biunivoca:

Fix(Autz (L)) = K: Seja L D K D K uma extensdo intermédia. Pela
Proposicao [LTA L é uma extensdo de dimensao finita, normal e separével
sobre K, logo também o é sobre K. Mas entdao L é uma extensio de Galois
de K, e concluimos que K = Fix(H) com H = Aut ;. (L).

Autpi (L) = H: Seja H C G = Autg(L) e K = Fix(H). Pelo Lema
de Artin, |H| > [L : Fix(H)] = [L : K] . Por outro lado, L é uma extensio
de Galois sobre K e H C Aut % (L), donde usando a relagao (ZZT]) vemos
que [H| < |Autp(L)| = [L : K]. Logo, |H| = [L : K] e concluimos que
H = Aut (L) com K = Fix(H).

Para verificar (i), da correspondéncia que acabdmos de mostrar e da
Proposicao [LZT], decorre que Hy C Hy se e sé se Kg D) Kl. Como L é uma
extensdo de Galois sobre K- 1€ Kg, temos

LR VA jml
[L: K, | Aut (L) A [Hy : Hyl.

[KQ : Kl] =

Finalmente para verificar (ii), suponha-se que H < K. Se ¢ € G, entao
o corpo que corresponde a ¢H¢ ! é ¢(K) (porqué?). Assim, temos:
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Se H é um subgrupo normal de G, entdao para todo o ¢ € G temos
qb(f( ) C K. A aplicagdo ¢ +— ¢|z é um homomorfismo sobrejec-
tivo de G em Autg(K), cujo niicleo é H. Logo, Autg(K) ~ G/H e
Fix(Autg (K) = Fix(G/H) = Fix(G) = K. Concluimos, pois, que K
¢ uma extensao de Galois sobre K com grupo de Galois G/H.

Reciprocamente, suponha-se que K é uma extensio normal. Pela Pro-
posicao [L3Y vemos que gb(f( ) = K , para todo o elemento ¢ do grupo
de Galois G. Como ¢pH¢p~! « ¢>(K), vemos que ¢H¢~ ' = H. Logo,
H é um subgrupo normal de G.

Exemplo 7.7.7.

Vimos num exemplo da seccio anterior que Q(i, v/2) é uma extensio de Galois
sobre Q, com grupo de Galois

Autg Q(i, \4/5) ={1,, 2,73 0,07, UTQ,UTB} =G,

onde o e T sdo os Q-automorfismos de Q(i, v/2) definidos por

o(i) = —1, 7(1) =1,

a(V2) = V2, T(V2) =iV2.

Este grupo tem o sequinte reticulado de subgrupos:

/{1’72’,;7-,07'3}\ (1) )a, 7-2,072}\
(o) (o7?) (%) (o) (o72)
{1}

A correspondéncia de Galois fornece um reticulado andlogo de extensdes in-
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termédias de Q:

/ @\
/ e e o)
Q(ir?, (1 —d)r) Q(ir?, (1 +14)r) Q(i,7?) Q(r) Q(ir)

QG )

onde r = /2. As extensées do primeiro nivel sio normais, pois sio extensées
de grau 2. FElas correspondem a subgrupos de indice 2, logo, subgrupos mor-
mais. No sequndo nivel, apenas a extensdo Q(, \/5) € normal (corresponde ao
subgrupo {1,7%} = C(G)).

Exercicios.

1. Determine a correspondéncia de Galois da extensao (@(\/5, \/g, \/5) C R sobre
Q.

2. Determine a correspondéncia de Galois para o corpo de decomposicao do
polinémio 23 — 2 sobre Q e sobre Zs.

3. Determine a correspondéncia de Galois para o corpo de decomposicao do
polinémio (z® — 2)(z? — 3) sobre Q.

4. Determine a correspondéncia de Galois para o corpo de decomposi¢ao do
polinémio z* — 422 — 1 sobre Q.

5. Seja p(z) um polinémio de grau 3 sobre Q, com grupo de Galois G. Se
ri1,72,73 € C designam as raizes de p(x) e § = (r1 — r2)(r1 — 73)(r2 — 73),
mostre que:

(a) |G] =1 se e s6 se as rafzes de p(x) pertencem a Q;
(b)

(c) |G] = 3 se e s6 se p(z) nao tem raizes racionais e § € Q;

)

(d

|G| = 2 se e s6 se p(x) tem exactamente uma raiz racional;

|G| = 6 se e 86 se p(x) nado tem raizes racionais e § & Q.

6. Se p(z) € K[x] é um polinémio de grau n com raizes r1, ..., r,, define-se o
DISCRIMINANTE de p(z) como sendo A = §2, onde

6= H(TZ - ’I"j).

i<j
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Assumindo que p(z) é separdvel e K tem caracteristica diferente de 2, mostre
que

(a) A€ K;
(b) A =0 se e sé se p(x) possui uma raiz multipla;

(¢) A é um quadrado perfeito em K se e s6 se o grupo de Galois de p(x) estd
contido em A,,.

7. Se p(x) = 2 + px + q € Q[z], mostre que o seu discriminante (ver o exercicio
anterior) 6 A = —4p3 — 27¢%. Qual é o grupo de Galois de 23 + 622 — 92 +3 ?

8. Seja L uma extensao de Galois de K, e L D K > K um corpo intermédio.
Seja H C Autg (L) o subgrupo dos K-automorfismos que transformam K em
si préprio. Mostre que H é o normalizador de Aut ; (L) em Autg(L).

7.8 Algumas Aplicacoes

A finalizar este capitulo fornecemos algumas aplicagoes da Teoria de Ga-
lois. A primeira aplicagao diz respeito ao estudo de expressdes racionais
simétricas. A segunda aplicacdo é a uma caracterizacao dos nimeros com-
plexos construtiveis que completa os resultados obtidos na Secc¢ao Final-
mente, a ultima aplicacdo consiste na demonstragao do critério descoberto
por Galois para decidir se uma equacgao algébrica é ou nao resolivel por
radicais.

7.8.1 Expressoes racionais simétricas.

Sejam x1,...,x, indeterminadas. No corpo das frac¢oes K (z1,...,x,) con-
sideramos o polinémio

n

p(z) = H(:E —x) =" — s spx™ T — o (—1) sy,
i=1

Os coeficientes s; assim definidos sao polinémios nas indeterminadas x;,
conhecidos por polindmios simétricos elementares, e admitem as expressoes:

81 = E L,
7
S9 = E iy,

1<j
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A férmula geral para um polinémio simétrico elementar é:

§; = § 513]1%7 ’5217,7’1;
J1<<Js

A razao do uso do termo “simétrico” é a de que qualquer permutacao
dos indices das varidveis nao altera o polinémio. Mais geralmente podemos
considerar expressoes racionais simétricas que podem ser formalizadas do
seguinte modo: Para toda a permutacao w € S, existe um K-automorfismo
¢r de K(x1,...,2,) que é a identidade em K e transforma x; em Tr(s)-
Os elementos de K(z1,...,2,), que sao fixos pelo grupo de automorfismos
G={¢r: 7€ Sy} ~85,, sao chamados expressoes racionais simétricas. Na
notacao da correspondéncia de Galois, as expressoes racionais simétricas sao
precisamente os elementos de Fix(G).

Exemplos 7.8.1.

1. O polinémio p(z) acima é claramente invariante sob a ac¢ao dos ¢, (i.e.,
p(x) = p?=(x)), os coeficientes s; sdo fizxos por ¢. Logo, s; € Fix(G), e os s;
SG0 expressoes racionais simétricas.

2. As fracgoes

1T T2X3 Tr3x1 1 1 1
+ + , S t—=+—
T2 T3

3 Z1 €2 X1

840 expressoes racionais simeétricas.

Podemos utilizar a correspondéncia de Galois para mostrar que qual-
quer expressao racional simétrica pode ser expressa como uma razao de
polinémios simétricos elementares s1,...,s,. Mais exactamente, temos:

Teorema 7.8.2. K(x1,...,x,) € uma extensao de Galois de K(s1,...,Sy)
com grupo de Galois G ~ S,,. Em particular, Fix(G) = K(s1,...,5n).

Demonstrag¢ao. O exemplo acima mostra que K(s1,...,s,) C Fix(G), logo
G C Autgs,,. s, K(71,..., 7). E claro que o corpo

K(z1,...,2n) = K(S1,...,8n,T1,...,Zp)

é uma extensao de decomposicao de p(z) € K(s1,...,s,)[z]. Por outro lado,
se ¢ € Autg(s, . s, K(T1,...,2,), entdo ¢ permuta as raizes de p(r), logo

AutK(817”'7sn) K(:El, R ,ZEn) C G.

Concluimos que o grupo de Galois de K(x1,...,x,) sobre K(s1,...,$,) €
isomorfo a G ~ S,,. Como K (x1,...,z,) é uma extensao normal e separédvel,
¢ uma extensao de Galois, donde Fix(G) = K(s1,...,Sp). O
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Exemplo 7.8.3.

O polindmio x134+x23+1x33 € Q(z1, 2, x3) € uma expressao racional simétrica,
logo, pode ser expresso como uma expressao racional de s1 = x1 + T2 + T3,
Sg = T1To + T1T3 + Tax3 € S3 = x1x2x3. Consideracdes sobre o grau mostram
que existem racionais ai, as e as tais que

3313 + 3323 + 3333 =

= al(xl + 22 + $3)3 + ag(xl + x0 + (E3)($1{E2 + 123 + $2{E3) + asx1x213.

Escolhendo valores convenientes para x1, xo € x3, obtemos:

3 =27a1 + 9as + ag (tomando x1 = x9 = x3 = 1),

2 = 8ay + 2as (tomando 1 = 29 = 1,z3 = 0),

1=a; (tomando x1 = 1,29 = x5 =
Este sistema linear tem como solugao ay =1, ag = —3, ag = 3. Logo,

3 3 3
r1° +x2° +x3° =

= (x1 + 22+ 333)3 —3(x1 + x2 + 3) (w122 + T123 + T223) + 3T1T2X3.

7.8.2 Numeros construtiveis.

Estuddmos na Seccao [2 o subcorpo de C dos ntimeros construtiveis. Vamos
agora aplicar a Teoria de Galois para obter a seguinte caracterizacao dos
nimeros construtiveis.

Teorema 7.8.4. Um numero complexo z € C € construtivel se e so se z
. ~ . ~

¢ algébrico sobre Q, e o fecho normal Q(z) tem dimensao 2° para algum

s € N.

Demonstracdo. Recordemos que um ntumero complexo z € C é construtivel

se e 56 se z pertence a um subcorpo da forma Q(uy, ..., u,), em que u;> € Q
e, para cada m = 1,...,r — 1, também w12 € Q(uy, ..., Un).
. ~ 7 7 n n
Seja entao z um numero construtivel, de forma que Q(z)  C Q(uy,...,u,) .

Se G = Autg(Q(uq, ... ,ur)n), entao, pela Proposigao [C39, sabemos que o
corpo Q(uq, ... ,ur)n é gerado pelas imagens ¢(Q(uq,...,u,)), com ¢ € G.
Logo, se G = {¢1,...,d,} obtemos

Quts-sur) = Qd1(wr)y .oy 1 (ur), .oy dnlur),- .., nluy)).

Como ¢;(uy)? = ¢;(u2), concluimos, ainda, que Q(us, ... ,ur)n ¢ uma ex-
tensdao da forma Q(iy,...,%) com @2 € Q e, para cada m = 1,...,1 — 1,
@2, 41 € Q(a1, ..., Uy). Calculando os graus algébricos, obtemos:
-1
- ~ ~ ~ ~
[QCu, . yue) Q= [ Qs ..., limg1) : Qiaa, .. ., i )] = 2°.

m=0
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Assim, vemos que

—Zn : _ [Q(ul,. .. ,ur) : _ 28
Q) - [Q(ul,...,ur)n: ’

para algum s € N.

Reciprocamente, suponha-se que [@n : Q] = 2%, Entao @n é uma
extensao de Galois de Q cujo grupo de Galois tem ordem |G| = 2°. Pe-
los resultados do Capitulo Bl sobre p-grupos, sabemos que existe uma torre
normal de subgrupos da forma

G:H8>H5_1I>“‘DH1I>H0:{€},

onde [Hy, : H,,—1] = 2. Pela correspondéncia de Galois, existem extensoes
intermédias

Qz)"=K,DK,1>---D>K; DQ,

onde [K,, : Kp—1] = 2. Logo, para cada 1 < m < s, existem u,, € K,

tais que K1 = Ki(Uma1) € umi1? € K. Vemos, pois, que Q(z)n =
Q(u1, ..., us), com Upy1? € Qui,...,uy) para 0 < m < s — 1. Portanto,
z é construtivel. O

A Teoria de Galois fornece nao s6 um critério simples para caracteri-
zar os numeros construtiveis, mas também um método de construcao como
ilustramos no exemplo seguinte.

Exemplo 7.8.5.

Um poligono reqular de 5 lados pode ser construido com régua e compasso.
Se o poligono estd inscrito numa circunferéncia de raio 1, basta mostrar que
uma raiz primitiva de x° — 1 = 0 € construtivel. De facto, se r = e%, entao
(@(r)n = Q(e*"), e esta extensio tem grau algébrico 4 = 22 |

Vamos utilizar a Teoria de Galois para dar uma construcdo explicita de um
pentdgono reqular. Observamos que (x°—1) = (z—1)(z*+23+22+2+1), logo,
r é uma raiz de um polindmio irredutivel do quarto grau. A extensao L = Q(r)
€ uma extensao de decomposicao deste polinomio, logo, é uma extensao de
Galois. O grupo de Galois tem ordem |G| = 22. O Q-automorfismo definido
por ¢(r) =12 ¢é um elemento do grupo de Galois. Se z, = e*5 (k=1,...,4)
sao as raizes, entao

P(21) = 22, P(z2) = 24, P(z1) = 23, P(z3) = 21,

e vemos que ¢ corresponde & permutagdo (1243). Este elemento tem ordem 4,
logo, o grupo de Galois é G = {I,¢,$%,¢>}, ou, em termos de permutacoes
das raizes,

G = {I,(1243), (14)(23), (3241)}.

Para este grupo, temos a sequinte torre de p-subgrupos:

G D> H > {I},
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onde H = {I,(14)(23)}. Como [G : H] =2, a H corresponde uma extensdo
K de grau 2 sobre Q. Para determinar esta extensdo, observemos que um
elemento u € L pode ser escrito na forma u = a1z1 + azz2 + azz3 + a424, logo,

¢2(U) = a124 + G223 + azzz + aq21,

eu € fizo por (14)(23) se e sd se a1 = a4 e az = az. Assim, K = Q(w1,w2),
onde wy = z1 + 24 € wy = z2 + z3. F simples verificar que

wiFtws=z+zm+zot+zm=r+ri+ri+ri=-1

wiws = (r+rHY2 + ) =r+r2 3 40t = 1,

e, portanto,

(z —wi)(z —w) =a2® + 2 — 1.

Resolvendo esta equagao, vemos que

-1++5 -1-+5
wlzT, WQZT

(estes valores correspondem a 2Re(z1) = 2Re(z4) € a 2Re(z2) = 2Re(z3) ).

Com esta informacdo podemos explicar a forma tradicional de construir um
pentdgono que provavelmente aprendeu no Ensino Secunddrio. Numa cir-
cunferéncia (unitdria) marcamos os quatro pontos A = (1,0), B = (0,1),
C =(-1,0) e D = (0,—1). Dividindo o segmento OD em duas partes iguais
obtemos o ponto E. O segmento EA tem comprimento /5/2. Com o com-

passo centrado em E obtemos o arco AF. O segmento OF tem comprimento

_ —1+V5
- 2

0G = 022' O ponto G corresponde a abcissa do ponto z1 (€ um pouco mais sim-
ples observar que AF tem o mesmo comprimento que um lado do pentdgono).

w1 , € podemos marcar o ponto G no eizo horizontal, de forma que

Os Gregos sabiam construir poligonos regulares com 3, 5 e 15 lados,
e, ainda, dado um poligono regular com n lados obter um com 2n lados
(obviamente por bissecacao dos lados). Gauss, quando tinha apenas 19
anos, e antes de a Teoria de Galois ter sido inventada, descobriu uma forma
de construir um poligono regular com 17 lados. Esta descoberta fez com que
Gauss preferisse a Matematica ao estudo das Linguas. De facto, ele apreciava
tanto esta descoberta que anos mais tarde pediu para que lhe gravassem no
seu tumulo um poligono regular de 17 lados (o que nao veio a acontecer, pois
o escultor escolhido achou que um poligono com tantos lados se confundiria
com uma circunferéncia). Usando a Teoria de Galois pode-se mostrar que
um poligono regular com n lados é construtivel sse n = 2"p; - - - ps onde os
p; sdo primos de Fermat. Utilizando Teoria de Galois foram descobertas
construgoes para poligonos regulares com 257 e 65 537 lados!
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Z,

Figura 7.8.1: Construcao de um pentagono com régua e compasso.

7.8.3 Resolucao de equacgoes algébricas por radicais.

Vamos agora discutir o critério descoberto por Galois que permite decidir
se uma equacao algébrica é ou nao resoluvel por radicais. Nesta secgao
assume-se, para simplificar, que todos os corpos tém caracteristica 0.

Definicao 7.8.6. Seja p(z) € K[z] um polinémio ménico. Dizemos que a
equagao p(z) = 0 é RESOLUVEL POR RADICAIS se existe uma extensao L de
K que contém um corpo de decomposicao de p(x) e é da forma

L=Ku1D---DKyD K=K,
onde Kz'+1 = Kz(dz) ed;" e K;.

Observe-se bem o significado desta defini¢do: qualquer raiz de p(x) per-
tence a L e pode ser expressa a partir de elementos de K por uma sequéncia
de operacoes racionais e de extraccao de raizes.

Teorema 7.8.7 (Critério de Galois). Seja p(x) € K[z] um polindmio
mdnico. A equagao p(x) = 0 € resoluvel por radicais se e s0 se o seu grupo
de Galois € resolivel.

Exemplo 7.8.8.

A equagdo x° —4x +2 = 0 ndo ¢ resolivel por radicais (em Q). Pelo Critério
de Eisenstein, o polindmio p(x) = x° — 4z + 2 € irredutivel sobre Q. E’fdcil de
ver que este polindmio possui trés raizes reais r1,r2,r3 € duas raizes complexas
conjugadas r4,75. Seja L = Q(r1,...,7r5) o corpo de decomposicio de p(x).
Como [Q(r) : Q] = 5, para qualquer r € {ry,...,r5}, vemos que 5 | [L : Q] =
|G|, logo, pelos Teoremas de Sylow, o grupo de Galois G C S5 contém um
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elemento de ordem 5, i.e., um ciclo (i1,...,15). Por outro lado, a operacdo de
conjugagdo a+ib— a—1ib restringida a L = Q(r1,...,rs5) fornece um elemento
de G de ordem 2, i.e., uma transposi¢do. Deizamos como exercicio verificar
que estes dois elementos geram S5. Logo, G = Ss, e pelo Critério de Galois a
equagao nao € resolivel.

Antes de passarmos a demonstracao, damos o seguinte:

Corolério 7.8.9 (Teorema de Abel-Rufini). Ndo existem férmulas re-
solventes para equacoes algébricas de grau maior ou igual a 5.

Demonstracdo. Uma outra forma de enunciar este coroldrio é: A equacdo
geral
" = ap_ 12" 4 (=1)"ag = 0,

nao € resoluvel por radicais, quando n > 5. Por “equacao geral” queremos di-
zer que ao, . . ., 0,1 tomam valores arbitrdrios, ou melhor, sao indetermina-
das. Assim, consideramos o polinémio p(z) = 2" —a,_ 12" 1 +- -+ (—1)"ag
sobre o corpo K (aq, ..., a,—1) e precisamos de mostrar que o grupo de Galois
de p(zx) sobre este corpo nao é resolivel.

Seja entao L o corpo de decomposicao de p(x) sobre K(ag,...,a,—1), de
forma que em L temos a factorizagao:

p(x)=(x—r1)(x—ry)...(x —1p).

Por comparacao de termos, vemos que

an—-1 = E Ti,
i
ap—2 = E Ty,

1<J

ag =Trire...Tn.

Logo, L = K(ag, ... an—1)(T1,...,m0) = K(r1,...,7m0).

Introduzimos um novo conjunto de indeterminadas x1, ..., x,, € no corpo
K(x1,...,xy,) consideramos o subcorpo das expressoes racionais simétricas.
Como vimos na Secgao [LET] este subcorpo é da forma K(sy,...,s,), onde
S1,.-.,Sp 880 0s polinémios simétricos elementares nos s, e K(x1,...,2y,)
¢ uma extensao de decomposicao de ¢(z) = [[,(z — x;) sobre K(s1,...,5sp).
O grupo de Galois desta extensao é S,.

Se existir um isomorfismo K(ry,...,r,) ~ K(x1,...,2,) que ao sub-
corpo K (ag, . ..,a,—1) faz corresponder K(s1,...,s,), entdao o grupo de Ga-
lois da equagao geral de grau n sera Sy, que nao é resolivel quando n > 5.
Vejamos que de facto existe um isomorfismo deste tipo.
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Consideremos o homomorfismo ¢ : K|ao,...,an—1] — K[s1,...,8,] que
transforma a; — s,_; e se reduz a identidade em K (este homomorfismo
existe, pois ao, ..., a, sdo indeterminadas). De igual modo, temos um ho-
momorfismo ¢ : K[z1,...,2,] — K[r1,...,ry], e o diagrama

¢
Klag,...,an] — KJs1,..., 5]
P
Kry,...,rp)|<— K[z1,..., 2]

é comutativo. De facto, basta observar que

1[)(¢(a2-)) = w(si) =9 Z Tjy - Tj; | = Z Tjy oo Tj; = Q4.

J1<<Ji J1<<Js

O diagrama mostra que ¢ é necessariamente um monomorfismo. Como
¢ é sobrejectivo, segue-se que ¢ é um isomorfismo. Prolongando este iso-
morfismo aos respectivos corpos de fracgoes, obtemos um isomorfismo de
corpos

¢ K(ag,...,an—1) = K(s1,...,8n)-

Este isomorfismo faz corresponder a um polinémio p(x) € K (ag, ..., an—1)[z]
o polinémio pqg(x) = ¢(z) € K(s1,...,8n)[x]. Como vimos na Seccao [L4]
¢ prolonga-se num isomorfismo dos respectivos corpos de decomposicdao
K(ry,...,rp) ~ K(z1,...,2,). O

Deve-se observar que, embora o Teorema de Abel-Rufini afirme que nao
existe uma férmula de resolucao da equacao geral de grau n, quando n > 5,
existem equagoes que podem ser resolvidas por radicais, como por exemplo
x° — 2 = 0. Poderia até acontecer que tal férmula néo existisse e todas as
equagoes pudessem ser resolvidas por radicais, mas o exemplo da equacao
x® — 42 4+ 2 = 0 mostra que isso ndo é verdade.

O resto desta seccao é dedicado a demonstragdo do Critério de Galois.
Nesta demonstracao os corpos de decomposicao das equagoes " —a = 0
desempenham um papel essencial. Vimos anteriormente que o grupo de
Galois de ™ —a = 0 é ciclico se K contém as raizes de ordem n da unidade,
e é abeliano quando ¢ = 1. Em geral, uma extensao L de K, cujo grupo
de Galois é abeliano (respectivamente, ciclico) diz-se uma extensdo abeliana
(respectivamente, ciclica) de K.

Proposigao 7.8.10. Seja K um corpo que contém as p raizes de x? —1 =0
(p um primo). Se L é uma extensao ciclica de K e [L : K| = p, entao
L=K(r), onde r? € K.
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Demonstragao. Se w € L — K, entdo L = K(u), pois L O K(u) 2 K e
[K(u) : K] | [L: K] =p. Se Autg(L) = (¢) e {z1,...,2p} C K sao as
p-raizes de xP — 1 = 0, introduzam-se os elementos

(T81) =gz + Gttt g Wz

entdo ¢(r;) = 2~ 1ry, logo, ¢(r?) = P, e concluimos que r;? € K. Pode-
mos escrever u como uma combinagao linear dos r.s resolvendo o sistema
de equacdes lineares ([ZX1l) para as incognitas u, ¢(u), ..., P~ (u) (o que
é possivel, pois o respectivo determinante é um determinante de Van der
Monde). Logo, L = K(r1,...,rp), € para algum ko, 7, € K. Se tomarmos
T =Tk, temos L = K(r), com r? € K. O

Estamos finalmente em condigoes de demonstrar o Critério de Galois.

Demonstragdo do Critério de Galois. Ha que mostrar ambas as implicagoes:

(i) Se p(x) = 0 € resoliivel por radicais, entao G € resolivel: Seja p(x) =
0 uma equacao resoluvel por radicais. Entao existe uma extensao L de K,
que contém uma extensao de decomposicao de p(x), e que admite uma torre

(7.8.2) L=K;1D2---DKyD K=K,

onde K11 = K;(d;), com d;"" = a; € K;. _Observemos que o fecho normal L™
de L é gerado pelos ¢(L), com ¢ € Autx(L"). Logo, se G = {id, ¢1,..., ¢},
obtemos

(7.8.3) L" = K(dy,...,d;,¢1(d1), ..., 01(d)), ..., én(dy), ..., ¢:(d))).

Seja m = mmc(ny,...,n;). Podemos estender a torre (LX) a L"(z),
onde z é uma raiz primitiva de 2™ —1 = 0. Como L™ é o corpo de de-
composicio de um polinémio p(z), L™(z) é o corpo de decomposiciao de
p(x)(z™ — 1), e concluimos que L"(z) é normal. Reordenando termos, ob-
temos entao uma nova torre:

L"z)D>---DK3D Ky =K(2) D K| =K.

Esta torre satisfaz [~(2-+1 = f(Z(dNZ), com dNZ“ € K;, para qualquer 1.

Seja G o grupo de Galois de p(x) e H = Autg(L™(z)). Os resultados
acima mostram que cada f(l- é uma extensao abeliana de f(i_l. Se o subgrupo
H; C H corresponde & extensao intermédia f(i, temos que H; 1 > H; e
H;_1/H; é isomorfo ao grupo de Galois de f(i sobre f(i_l, i.e., é abeliano.
Concluimos que H admite uma torre abeliana, sendo portanto um grupo
resolivel. Como G é um factor de H (pois L"(z) contém um corpo de
decomposicao de p(z)), concluimos que G é resolivel.

(ii) Se G € resolivel, entdo p(xz) = 0 € resolivel por radicais: Seja L um
corpo de decomposigao de p(x) =0 e n = |G| =[L : K]. Tomando K; = K,
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Ky = K(z), onde z é uma raiz primitiva de 2" —1 =0, e M = L(z), o grupo
de Galois de M sobre Ko é isomorfo a um subgrupo H de G. Logo, H é
resoltivel e possui uma série de composicao H = Hy > Hy > ... >= {e}, em
que cada H;/H;1; é ciclico de ordem prima. Pela correspondéncia de Galois,
temos uma torre Ko C K3 C --- C M de subcorpos em que cada K;yi é
uma extensao normal sobre K; com grupo de Galois ciclico de ordem prima
p;. Como p; | n e K; contém uma raiz primitiva de ™ — 1 = 0, vemos que
K; contém as p; raizes de 2P — 1 = 0, logo, K;y1 = K;(d;), com d; € K.
Concluimos que a equacao p(x) = 0 é resolivel por radicais. O

Exercicios.

1. Mostre que 715 + 713 + 755 ¢ uma expressao racional simétrica e determine

a sua representacao em termos de polindmios simétricos elementares.

2. Determine os inteiros 1 < n < 10, para os quais um poligono regular de n
lados pode ser construido com régua e compasso.

3. Seja G C Sp (p primo) um subgrupo que contém um ciclo de comprimento p
e uma transposi¢ao. Mostre que de facto G = S),.

4. Dado um grupo finito G, mostre que existem corpos L e K tais que L é uma
extensao de K, com grupo de Galois G.
(SUGESTAO: Pelo Teorema de Cayley, pode assumir-se que G é um subgrupo
de S,,.)

5. Mostre que o grupo de Galois da equagao 2™ — a = 0 (sobre Q) é resoluvel.
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Capitulo 8

Algebra Comutativa

8.1 Zeros de Um Polinémio

Chama-se Algebra Comutativa ao estudo de anéis e médulos comutativos.
Este ramo da Algebra adquiriu durante a primeira metade do século XX,
com as investigacoes de Noethelﬂ e de Artin, um papel central nao sé na
Algebra mas noutras dreas da Matemética. Neste capitulo faremos uma
pequena abordagem a Algebra Comutativa. Para uma introducao completa,
a referéncia classica é ainda o livro de Samuel e ZariskiE.

A abordagem que escolhemos é bastante geométrica. Virtualmente, to-
dos os exemplos e aplicagoes envolvem o conjunto dos zeros de uma familia
de polinémios, i.e., as chamadas variedades algébricas. O estudo das vari-
edades algébricas é um dos objectivos da Geometria Algébrica, sendo esta,
pois, uma das clientes por exceléncia da Algebra Comutativa. Por exemplo,
o livro de Samuel e Zariski acima referido nasceu precisamente da neces-
sidade que o segundo autor sentiu, quando decidiu escrever um livro de
Geometria Algébrica, de reunir os resultados relevantes da Algebra (o livro
de Geometria Algébrica nunca chegou a conhecer a luz do dial). E claro
que a Algebra Comutativa possui aplicagoes a muitos outros dominios da
Matematica.

Vejamos como algumas questoes da Algebra Comutativa surgem natu-
ralmente no estudo das variedades algébricas. Seja K = C o corpo dos
ntimeros complexos e A = K|z1,...,2,] o anel dos polinémios com coefi-
cientes em K. Neste caso, podemos interpretar os polinémios p € A como
functes p : K™ — K. Assim, dado p € A, o conjunto dos zeros de p é

"Emmy Noether (1822-1935), talvez a matemdtica mais célebre de todos os tempos,
era também judia e teve de lutar contra grandes preconceitos. Leccionou em Gottingen,
sob a protecgao de Hilbert, mas era bastante mal paga. Entre os seus alunos contavam-se
Artin, Brauer e van der Waerden. Hitler e o Nazismo obrigaram-na a emigrar para os
EUA em 1933 onde viria a falecer dois anos depois.

2P. Samuel, O. Zariski, Commutative Algebra (vol. I, II), Van Nostrand, Princeton
(1958, 1960).
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Z(p) = {a € K" : p(a) = 0}. Mais geralmente, dada uma familia de
polinémios F' C A, definimos o conjunto dos zeros desta familia por

Z(F)={a€ K" :p(a)=0,Yp € F}.

Uma questao natural é a seguinte: Dada uma familia arbitraria de po-
lindmios F' C A, existird uma familia finita de polinémios p1,...,p, tal
que Z(F) = Z(p1,...,pn)? A resposta (afirmativa, como veremos mais
tarde) é dada pelo famoso teorema da base de Hilbert.

Dizemos que um subconjunto ¥ C K" é um conjunto algébrico se Y
é o conjunto dos zeros de uma familia de polinémios, i.e., se existe ' C A
tal que Y = Z(F). Chama-se variedade algébrica a todo o subconjunto
algébrico Y C K™ irredutivel, i.e., que nao pode ser expresso como uma
unido Y = Y; UY;, de dois subconjuntos algébricos préprios (cada Y; é
algébrico, e Y; #Y).

Temos entao a seguinte questao: Dado um conjunto algébrico Y C K™,
serd que Y pode ser escrito como uma uniao de variedades algébricas? Em
caso afirmativo, serd que essa representacdo é unica? Estas questOes po-
dem ser traduzidas num problema de factorizacao de ideais do anel A =
K|xi,...,zy], como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 8.1.1.
Consideremos o conjunto algébrico
Y = {(x,y) € C*: 2 — 23y? — z* + 22%% — y* = 0}.

No nosso espaco tridimensional, nao possuimos uma boa representacdo do
plano complexo. E frequente, mo caso em que o polindmio tem coeficientes
reais, considerar o grdfico real, que neste caso € descrito na figura seguinte.

)

Figura 8.1.1: O grafico real de Y.
Note-se que Y = Z(I), onde I é o ideal principal

I= (2% — %2 — ot + 22%% — yb).
Como este polinomio admite a factorizacao

2?2y — 2t + 2277 — gt = (2 —y)(x +y) (@ —2? +y7),
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temos

I'={z—y)(z+y)® -2+
={(zx—y)N{x+y) N (x> —2®+9°).

O congjunto algébrico Y decompde-se numa unido de variedades algébricas Y1 U
YoUYs, onde Y; = Z(1;), com I = (x —y), Io = (x+y) e I3 = (23 — 22 +y?).
Os grdficos (reais) destas variedades sdcé/:

Y Y

Figura 8.1.2: Os graficos de Y7, Y5 e Ys.

O exemplo que acabdmos de discutir é relativamente simples, pois os
ideais em questao sao todos principais. Em geral, se Y = Z(I) é um conjunto
algébricoe I = Iy N---N I, entao

Y =Z(I)U---UZ(I,).

Como veremos adiante, um conjunto algébrico Y = Z(I) C K™ é irredutivel
se e s6 se I é um ideal primdrio. Assim, poderemos resolver a questao da
decomposicao das variedades algébricas se resolvermos o problema algébrico
equivalente de factorizar um ideal em ideais primérios. Estudaremos neste
capitulo as factorizagoes primdrias de ideais numa classe de anéis chamados
noetherianos, que incluem os anéis de polinémios, e verificaremos o andlogo
da decomposicao obtida no exemplo acima para ideais arbitrarios, o chamado
Teorema de Lasker-Noether.

Como acabamos de ver, a um ideal I C A podemos associar um sub-
conjunto Y C K™. Por outro lado, a um subconjunto ¥ C K™ arbitrario

3Como mostram estas figuras, uma variedade algébrica néo é, em geral, uma variedade
diferencidvel. Na lingua inglesa, o termo “variety” é reservado para designar uma variedade
algébrica, enquanto que para uma variedade diferencidvel se usa o termo “manifold”.
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podemos associar o ideal de A formado pelos polinémios que se anulam em
Y, i.e., o ideal
IY)={pec A:pla) =0,Ya € Y}.

Como se verifica facilmente, as correspondéncias F' — Z(F) e Y — Z(Y)
invertem inclusoes, i.e., satisfazem:

(i) Se Fy C F3, entao Z(Fy) C Z(Fy).
(11) SeY] C Y5, entao I(YQ) C I(Yl)

E natural investigar quais sao os objectos fechados para estas correspondéncias.
Nao ¢ dificil de ver que
Z(Z(Y)) =Y,

onde Y designa a interseccio de todos os conjuntos algébricos que contém
Y. Se em K™ tomarmos a topologia em que os fechados sao os conjuntos
algébricos, entdo Y é o fecho de Y nesta topologia, a chamada topologia
de Zariski. Por outro lado, se I C A é um ideal, o Teorema dos Zeros de
Hilberiﬂ afirma que:

I(2(1) = VI,
onde VI é o radical de I, o ideal de A definido por

Vi={peA:ImeN, p"el}.

Exemplo 8.1.2.

Consideremos o ideal I = (2, xy) C K (x,y). E dbvio que o conjunto algébrico
correspondente € Z(I) = {(x,y) : x = 0}. Mostraremos que o radical de I é
precisamente I = (z) = T(Z(I)).

Os exemplos acima mostram, pois, como o estudo de zeros de polinémios
estd intimamente relacionado com o estudo dos anéis comutativos e dos seus
ideais. E este estudo que vamos desenvolver neste capitulo.

8.2 Mobdulos e Anéis Noetherianos

Neste capitulo, A designa um anel comutativo.

Aquando do estudo de dominios de factorizagdo unica, vimos que es-
tes podiam ser caracterizados em termos de cadeias ascendentes de ideais
principais. Estudamos nesta seccao modulos e anéis que satisfazem a uma
condicao andloga.

4Este resultado é frequentemente conhecido pela sua designacdo alemé Nullstellensatz
von Hilbert.



8.2. Mdédulos e Anéis Noetherianos 351

Definigao 8.2.1. Seja M um A-médulo. Dizemos que M é um A-MODULO
NOETHERIANO se toda a cadeia ascendente de submddulos de M,

NiCNyC---CNpC...,
estabiliza, i.e., existe kg € N tal que Ny, = Nigy1 = ...

Recordamos que todo o anel comutativo A é, trivialmente, um A-modulo.
Dizemos que A é um ANEL NOETHERIANO se A é noetheriano como um A-
moédulo. Como neste caso os submodulos de A sao precisamente os ideais
de A, isto significa que toda a cadeia ascendente de ideais de A

LcLc---Ccl,C...
estabiliza.

Proposigao 8.2.2. Seja M um A-mdédulo. As sequintes afirmacdes sao
equivalentes.

(i) M é um A-mddulo noetheriano.

(i) Todo o submddulo de M € de tipo finito.

(i1i) Um conjunto {Nj}jEJ nao-vazio de submddulos de M possui um ele-
mento mazximal.

Demonstragao. Vejamos separadamente as equivaléncias (i) < (ii) e (i) <
(ii).

(i) & (ii): Seja N um submddulo de um mdédulo noetheriano M, e S um
conjunto gerador de N. Se v; € S e N = (v1), nao hd nada a mostrar, caso
contrario, existe vo € S—(v1) e (v1) C (v1,v9). Procedendo indutivamente,
construimos v1,...,v; € S tais que temos uma cadeia ascendente:

(v1) C (v1,v2) © - C (V1,..., V).

Depois de um nimero finito de passos, obtemos N = (vq,...,v), sendo
produziamos uma cadeia ascendente de submoddulos que nao estabilizava.
Logo, N é de tipo finito.

Inversamente, se M satisfaz a (ii) e

NiCNyC---CNpC...

é uma cadeia ascendente de submdédulos, o médulo | Ji2 | Ny é de tipo finito.

Se S = {vy,...,v,} é um conjunto gerador, entdo para cada 1 < i < r
existe um inteiro k; tal que v; € N,. Seja kg = max{ki,...,k-}. Entdo
S C Ul,zozl Ny = Nj,, logo, Ny = Niy41 = ... e M é noetheriano.

(i) < (iii) Seja M noetheriano e P = {N;},_; um conjunto nao-vazio
de submédulos de M. Fixe-se N1 € P. Se N; é maximal, nao ha nada a
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mostrar. Caso contrario, existe um submoédulo No € P tal que N; C No.
Procedendo indutivamente, obtemos uma cadeia ascendente

N1 C Ny C - C Ny

Depois de um nimero finito de passos, obtemos necessariamente um submaodulo
maximal Nj, senao produziamos uma cadeia ascendente que nao estabili-
zava. Logo M satisfaz a (iii).

Inversamente, suponha-se que M satisfaz a (iii) e seja

NiCNyC---CNpC...

uma cadeia ascendente de submédulos de M. A familia { Ny}, o possui um
elemento maximal Nj,. Mas entao Ny, = Niy41 = ..., e portanto M ¢é
noetheriano. O

Exemplos 8.2.3.

1. Todo o dominio de ideais principais € noetheriano. De facto, para estes
anéis todo o ideal, sendo principal, € de tipo finito, e a proposicao aplica-se.
Em particular, Z e K|x] sdo anéis noetherianos.

2. Veremos mais a frente que, se A é um anel noetheriano, o anel dos polinomios
Alxy,...,z,] € um anel noetheriano. Por outro lado, Alxy,...,z,] € um A-
mddulo que nao € noetheriano, pois como A-mddulo ndo possui um conjunto
gerador finito.

Vejamos como podemos construir outros exemplos de médulos noetheri-
anos.

Proposigao 8.2.4. Seja 0 — My — My — M3 — 0 uma sequéncia exacta
de A-médulos. Entao Moy é noetheriano se e sé se My e M3 sao noetherianos.

Demonstracao. Dividimos a demonstracao em duas partes.

(i) Se My e My/M; sao noetherianos, entao My é noetheriano: Seja N C
M, um submédulo. E preciso mostrar que IN é de tipo finito. Por um lado,
(N + Mj)/M; é um submédulo de My /M, logo, é de tipo finito, e podemos
escolher {vy,...,v,} C N tais que {7 (v1),...,nm(v,)} é um conjunto gerador
de (N + M;)/M; (onde w : My — Msy/M; é a projecgao candnica). Por
outro lado, N N M7 é um submédulo de My, logo, é de tipo finito e possui
um conjunto gerador {v),...,v.}. Deixamos como exercicio verificar que
{v1,...,v,,v],..., 0.} é um conjunto gerador de N.

(ii) Se M5 é noetheriano, entao My e My /My sdo noetherianos: Se N é
um submédulo de M7, entao N é um submddulo de Ms, logo, N é de tipo
finito. Portanto, M; é noetheriano. Por outro lado, todo o submédulo de
Ms/M; é da forma N/M;j, onde My C N C My é um submdédulo. Como
N possui um conjunto gerador finito {v1,...,v,}, se m : My — My/M; é
a projeccao canonica, entdo {m(v1),...,7(v,)} é um conjunto gerador de
N/M;. Logo, My/M; é noetheriano. O
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Corolario 8.2.5. Se Ny,..., N, sdo submodulos noetherianos dum mddulo
M eM=>3_,N,;, entio M é noetheriano.

Demonstracao. Por inducgao, basta demonstrar o caso r = 2. Se Ny e Ny
sao noetherianos, a sequéncia exacta 0 — Ny — Ny @ Ny — Ny — 0 mostra
que N1 @ Ng é noetheriano. Se M = N+ Noenw: Ny ® Ny — M é o
homomorfismo definido por 7(v1,v2) = v; + vg, entao a sequéncia exacta

0 N(m) Ni® Ny — M —0

mostra que M é noetheriano. O

Se M é um A-mdédulo noetheriano, entao todos os seus submodulos sao
de tipo finito. Em particular, M ¢é de tipo finito. Inversamente, temos o
seguinte corolario:

Corolario 8.2.6. Seja A um anel noetheriano e M um A-mddulo de tipo
finito. Entdo M € noetheriano

Demonstragao. Seja {vi,...,v,} um conjunto gerador de M e seja 7 :
@D, _, A — M o homomorfismo 7(ai,...,a,) =Y ;_; a;v;. A sequéncia
0 N(m) B A—M—0

é exacta e, pelo coroldrio anterior, sabemos que €., A é noetheriano. Logo
) ’ =1 )
pela proposicao, M é noetheriano. ]

O proximo resultado é béasico na teoria das variedades algébricas.

Teorema 8.2.7 (Teorema da Base de Hilbert). Seja A um anel no-
etheriano. Entao o anel dos polindmios Alx1,...,x,] € noetheriano.

Demonstragao. Por indugao, basta demonstrar o caso n = 1, i.e., que A[z]
é noetheriano sempre que A é noetheriano. Para isso mostramos que, se
I C Alz] é um ideal, entao é de tipo finito.

Definimos ideais I; C A da seguinte forma: 0 € I; e um elemento a # 0
pertence a I se e s6 se existe um polinémio p(z) € I de grau j com coeficiente
de maior grau a; = a:

p(x)=ap+ax+ - +aj127  +art €1
Os ideais I formam uma cadeia ascendente
Ihchc---CclC...

De facto, se a € I, entdo existe p(z) € I tal que p(z) = ag+---+ap_12F 1+
az®. Logo, xp(x) = apx + - + ap_ 12" + ax®*1 € I e, portanto, a € Ij41.
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Como A é noetheriano, existe kg € Ny tal que Iy, = Igy41 = ..., € 0s
ideais Io, . . ., I, sao de tipo finito. Para cada 0 < j < ko seja {a;1,...,ajn, }
um conjunto gerador de I;, de forma que existem polinémios pj;(z) € I tais
que

pji(:l?) :---—I—ajz-a:] (’i:1,...,nj),
Para terminar a demonstragao, mostramos que os {pj;(z)} formam um con-
junto gerador de I. Seja entdo p(z) = --- 4+ ax® € I um polinémio de grau
k. Mostramos por indugao em k que

(8.2.1) p(z) € ({pji(2)}).
Se k =0, isto é ébvio. Se k > 0, ha a considerar dois casos:

(a) Se k < ko entdao a € I. Existem, pois, coeficientes b; € A tais que
a =Y % biag,. Mas entdo p(z) — Y i* bipki(z) € I é um polindmio
de grau < k — 1.

(b) Se k > ko, entao a € Ij,. Existem, pois, coeficientes b; € A tais

que a = Z?:k‘i biak,i- Mas entdo p(x) — Z?:k‘i bizF*opri(z) € I é um
polinémio de grau < k — 1.

Logo, por inducao, (BZT]) verifica-se. d

Pelo Teorema da Base de Hilbert e pela Proposicao BZZ2, concluimos
que:

Coroldrio 8.2.8. Se A € noetheriano, entdo qualquer ideal I C Alzq, ...,z
€ de tipo finito.

Isto é, para qualquer ideal I C Alxq,...,x,], existem sempre polinémios
P1,...,Pm € I tais que qualquer outro polinémio p € I pode ser escrito
como combinagéo linear dos p; com coeficientes em Alxq,...,x,):

m

p(T1,. .., 2n) = Zbi($17...,$n)pi($1, cey X))

=1

Isto justifica o uso do termo “base” (observe-se no entanto que, em geral, os
coeficientes b; ndo sao Unicos).

Exemplo 8.2.9.

Seja K um corpo. Considere-se o anel A= K[x1,...,2,] dos polindmios com
coeficientes em K. Se F' C A é uma famiia de polindmios, designamos por
Z(F) o conjunto dos zeros comuns aos polindmios de F':

Z(F)={ac K" :pla) = 0,¥p € F}.

Por defini¢do, um CONJUNTO ALGEBRICO Y C K™ € um conjunto para o qual
existe uma familia F C A tal que Y = Z(F). Desta forma, obtemos uma
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correspondéncia que a subconjuntos F C A associa conjuntos algébricos de
K",

Se F C Ael = (F) € o idea gerado pelos polindmios da familia F, entdo
é dbvio que Z(F) = Z(I). O Teorema da Base de Hilbert mostra entdo que
qualquer conjunto algébrico Y ¢é de facto o conjunto dos zeros de uma familia
finita de polindmios: Y = Z(p1,...,pn)-

Dado um conjunto O C K™, dizemos que O é ABERTO se o seu complemen-
tar € um conjunto algébrico. Deizamos como exercicio verificar as sequintes
propriedades:

(Z1) O e K™ sdo conjuntos abertos.
(Z2) Se {Oj}jeJ sio abertos, entdo | e ;
(Z3) Se {O1,...,0m} sdo abertos, entdo ﬂ;nzl O; € aberto.

Oj ¢ aberto.

A famdlia dos abertos verifica, pois, as propriedades de uwma topologia, que se
designa por TOPOLOGIA DE ZARISKI. Os fechados desta topologia sao, por
construcao, os conjuntos algébricos. A condicao sobre cadeias de ideais ascen-
dentes quando traduzida em termos desta topologia significa o sequinte: toda a
cadeia ascendente de conjuntos abertos

O01COyC---COpC...

estabiliza, i.e., existe kg € N tal que O, = Ogoy1 = ... A uma topologia que
satisfaz esta condi¢cdo chama-se por vezes topologia Noetheriana.

SeY C K™ é um conjunto arbitrario, e Z(Y) = {p € A: p(a) =0,Va € Y}
entdo deizamos como exercicio verificar que

Z(I(Y)) = Y,

onde Y designa o fecho de Y na topologia de Zariski.

Exercicios.
1. Complete os detalhes da demonstragao da Proposigao

2. Seja A um anel noetheriano e ¢ : A — B um epimorfismo de anéis. Mostre
que B é noetheriano.

3. Mostre que, se A é um anel noetheriano, entdo o anel das séries de poténcias
Al[z1, ..., zy]] é noetheriano.

4. Mostre que uma anel A é noetheriano se e s6 se todo o ideal P C A é
finitamente gerado.

5. Mostre que, se definir os abertos como sendo os complementares dos conjun-
tos algébricos, entdo obtém-se uma topologia, i.e., que (Z1), (Z2) e (Z3) sao
satisfeitas.
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6. Mostre que a topologia de Zariski em K! = K ndo é separdvel, i.e., existem
a,a’ € K, com a # a’, para os quais nao é possivel encontrar abertos disjuntos
0,0, taisqueacOea 0.

7. Se Y C K™ mostre que Z(Z(Y)) = Y, onde Y designa o fecho de Y na
topologia de Zariski (i.e., o menor fechado que contém Y).

8.3 Factorizacao de Ideais

Num anel comutativo A existem cinco operagoes béasicas sobre ideais que
passamos a enumerar:

(i) Produto de ideais: IJ = {i1j1 + -+ +irjr 1 ix € I, jx € J}.
(ii) Soma de ideais: I +J ={i+j:i€l,j€ J}.
(ili) Interseccao de ideais: INJ ={a:a€leac€ J}.
(iv) Quociente de ideais: I : J = {a: ja € I para todo o j € J}.
(v) Radical de um ideal: /I = {a : a™ € I para algum n € N}.

No caso cldssico em que A = Z, os ideais sao todos principais e temos
(1) C (j) se e s6 se j | i. Neste caso, as operagoes acima estao intimamente
ligadas com factorizacoes dos elementos de Z. De facto, deixamos como
exercicio verificar que:

(0) ()0) = (i)

(i) (3)+ () = (mdei. )

() (i) 1) = (mme(i, )
) )2

(@) = (J) = (Gaap )

(iv
(v) /(@) = (p1---ps) se p{*...p2s é a factorizagao prima de i.

Nesta secgao utilizamos estas operacoes bésicas sobre ideais para obter
factorizacoes de ideais em anéis noetherianos.

De todas as construgoes acima, o radical de um ideal é a tnica que nao
estuddmos anteriormente. Vejamos entao mais pormenorizadamente esta
construcao. Recordemos primeiro a seguinte definicao.

Definicao 8.3.1. Um ideal P C A diz-se um IDEAL PRIMO se P # A e

abe P — a€PoubelP.
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No caso de um dominio de ideais principais D, um ideal P C D é primo
se e s6 se P = (p) com p € D primo. No caso geral, isto nao é verdade
(por exemplo, no anel de polindmios a duas varaveis K|x,y], o ideal (x,y)
é primo). No entanto, a propriedade de um ideal P ser primo pode ser
expressa em termos do anel quociente A/P: um ideal P C A é primo se e
s6 se A/P ¢ um dominio integral (exercicio). E claro que um ideal maximal
¢é necessariamente primo, mas o inverso nao é verdade.

Temos as seguintes propriedades béasicas do radical de ideais.

Proposicao 8.3.2. Seja A um anel comutativo e sejam I,1q,...,1, ideais
de A. Entao:

(i) VVI =1
(ii) VIv- I = [Ny I = Mjo1 Vs
(iii) VIT = V1;
(iv) VI = p@z P (se ndo existe P D I primo entio VT = A).

P primo

Demonstrag¢ao. A demonstracao de (i), (ii) e (iii) é deixada como exercicio.
Para mostrar que (iv) é verdadeira, mostramos as duas inclusoes:

(a) Sea € VI e P DI é primo, entdo a” € I C P para algum n. Logo
a € P. Assim, vemos que:

Vic () P

PDI
P primo

(b) Seja a € A um elemento que pertence a todos os ideais primos P D I
e suponha-se, por absurdo, que a” ¢ I, para todo o natural n € N.
Entao o conjunto S = {a" +z : n € N,z € I} é disjunto de I.
Afirmamos que neste caso existiria um ideal primo P, disjunto de .S,
e contendo I, o que é uma contradicao.

Para mostrar que P, existe, utilizamos o Lema de Zorn. O conjunto
P formado por todos os ideais disjuntos de S e que contém I é nao-
vazio (pois contém I) e é parcialmente ordenado para a relagdo de
inclusdo. Em P qualquer cadeia possui um elemento maximal (a uniao
dos elementos da cadeia), logo, pelo Lema de Zorn, existe em P um
ideal maximal Py. Vejamos que Py é primo: Seja b1bs € Py. Se by e by
nao pertencem a Py, entdo ((b1)+Py)NS # D e ((b2)+Py)NS # O (por
maximalidade de Py), logo, existem dj,ds € A, x1,29 € I, n1,n9 € N
e p1,p2 € Py tais que

diby +p1 =1 +a™, daby 4+ pa = x2 + a"?,
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donde, por um lado,
(d1by + p1)(dabs + p2) = 2129 + 210" + 220™ + 0™ T2 € S,
e, por outro lado,

(d1b1 + p1)(daba + p2) = d1dab1by + dibips + dabap1 + p1p2 € o,
contradizendo Py NS = (. Logo, by € Py ou by € Py e, portanto, Py é
primo.

Assim, vemos também que:

([l PcVI

PDI
P primo

Exemplo 8.3.3.

Seja A = K[x,y] o anel dos polindmios em duas varidveis sobre um corpo K.

Em A considere-se o ideal I = (z2 zy). Entdo (x) C V1, pois x> € I. Por
outro lado, o ideal (x) € primo e I C (x), logo, pela proposicio VI C (z), e
concluimos que /I = (z).

No exemplo anterior, o leitor deverd ter presente que o conjunto das
solugoes do sistema
2=0
{ zy =0

coincide com os zeros do polinémio p(z,y) = x. Voltaremos a esta questao
mais adiante.
Introduzimos agora uma nocao um pouco mais geral.

Definicao 8.3.4. Um ideal Q C A diz-se um IDEAL PRIMARIO se (Q # A e

abEQ:>a€QoubE\/§.
Exemplos 8.3.5.

1. No anel Z o ideal (p) é primo sempre que p € Z € primo. Por outro lado, o
ideal (p™)y (n € N) € primdrio: se ab € (p™), entao p aparece na decomposicao
prima de ab, logo, se a & (p"), entao b tem p como factor primo, e alguma
poténcia b™ € (p™), i.e., b € \/(p™).

2. Num d.i.p. D um ideal Q C D € primdrio se e sé se Q@ = (p™), com p primo

en € N. Nesse caso, /Q = /{p™) = (p) (exercicio).

8. Se P C A é um ideal primo e n € N, entdo P™ é um ideal primdrio.
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4. No anel A = Klz,y] o ideal Q = (x2,y) € primdrio (verifique!). Existe um
tinico ideal primo que contém Q, nomeadamente (x,y). Como {x,y)2 € Q C
(x,y), vemos que Q nao € uma poténcia de um ideal primo.

Como mostra o ultimo exemplo, em geral um ideal priméario nao é uma
poténcia de um ideal primo. No entanto, o seu radical é sempre primo, como
mostra a seguinte proposicao:

Proposicao 8.3.6. Se Q € um ideal primdrio, entdao \/Q € primo.
Demonstracao. Se ab € +/Q, entao a"b" € Q para algum n € N. Como Q
é primério, vemos que a" € @ ou (b™)™ € @, para algum m € N. Logo,

a€+/Qoube /Q,e/Q sao primos. d

Pode ainda acontecer que v/I seja um ideal primo, mas I nio seja um
ideal primario, como mostra o exemplo seguinte:

Exemplo 8.3.7.

Seja A = Klx,y]. Vimos, num exemplo acima, que o ideal I = (x° zy) tem
radical I = (x), um ideal primo. Por outro lado, I nao é primdrio, pois
&I, y" €1 para todo on €N, exy € I.

Recordemos que os anéis Z(y/n) (n um inteiro que nao é um quadrado
perfeito) sao, em geral, dominios onde factorizagdo sem unicidade ocorre.
Historicamente, o conceito de ideal foi introduzido como uma forma de “sal-
var” a unicidade de factorizacao nestes tipos de dominios (daf o seu nome!).
Neste contexto, a seguinte defini¢do é natural:

Definigao 8.3.8. Um ideal I C A diz-se um IDEAL TRREDUTIVEL se I # A
nao for a interseccao de dois ideais que o contém (estritamente).

Antes de discutirmos o resultado fundamental que relaciona factorizacao
e ideais, vejamos alguns exemplos motivadores.

Exemplos 8.3.9.
1. Seja D um d.i.p. Se I = (d) C D € um ideal, e d admite a factorizagdo em

poténcias primas

My

d=p™---p,

entdo obtemos a factorizacao de ideais

. . m ~ . . . s .
Note que os ideais (pj 7Y sao ideais primdrios.
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2. Seja A= Klz,y]. O ideal I = (x?, zy) pode ser escrito como um intersec¢do
I = (z)n(z*,y).

Como vimos nos exemplos acima, os ideais (x) e (x2,y) sdo primdrios.

A caracteristica comum aos anéis D e K|[z,y] é a que ambos sao anéis
noetherianos. Para estes, temos o seguinte resultado fundamental:

Teorema 8.3.10 (Lasker-Noether). Seja A um anel noetheriano, e I C
A um ideal. Entdo existem ideais primdrios Q1,...,Q, tais que

I=0Q:1N---NQ,.

Demonstracdo. Dividimos a demonstragao em dois passos.

(a) Todo o ideal I C A € uma interseccao finita de ideais irredutiveis:
Suponha-se, por absurdo, que tal nao acontece. Entao mostramos que po-
demos encontrar uma cadeia de ideais com a mesma propriedade

LCLC SIS,

o que contraria a hipdtese de A ser noetheriano. A cadeia é obtida por
inducao: I; = I, e suponha-se que construimos [, um ideal que nao é
interseccdo finita de ideais irredutiveis. Entao I = Ikl: N 12, com I, #
1 ,1, I,f, e onde pelo menos um dos factores nao € intersecgao finita de ideais
irredutiveis. Escolhemos esse factor para Ij;.

(b) Todo o ideal irredutivel € primdrio: Seja @ um ideal que nao é
primdrio. Entéo existe ab € ) tal que a € Q e b™ & @, para todo on € N.
A cadeia

Q:(ycQ:(bHc - CcQ: )

estabiliza, i.e., existe ng € N tal que Q : (b™) = Q : (b"™H) = ... Mostra-
mos que
(8.3.1) Q= (Q+(a) N(Q+ (™)),

mostrando, assim, que (b) se verifica.
E claro que @ esta contido na intersecgao (B3J)). Por outro lado, seja z
um elemento desta interseccao, de forma que

xr = 1+ ca
{ ¢ ; q1,492 € Q7 C1,C2 € A.

r = q2+ Can07
Entao, multiplicando a primeira equagao por b, obtemos:

bx = bg1 + c1ab € Q.
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Multiplicando agora a segunda equagao por b, obtemos:
b = bgy + cb™ ! € Q.
Logo, ceb™ ! € @, e concluimos que
ey €Q: (bt = Q: (h0),

Portanto, z = ¢o + c2b™ € Q. Vemos, pois, que a interseccao (B3.1]) se
verifica. O

Se I C A é um ideal, uma decomposicao priméria

I:le”‘ﬁQr

diz-se reduzida, se nenhum (); estd contido numa interseccao Q;, N--- N Q;,
(i & {i1,...,is}) e os radicais 1/@Q; sao todos distintos. Se um ideal possui
uma decomposicao primaéria, entao podemos eliminar factores, de forma a
obter uma decomposicao priméria reduzida. Pode-se mostrar que, se um
ideal possui duas decomposicoes priméarias reduzidas

I=@Qin---NQ,
=Q1N---NQs,
entao r = s, e as listas dos radicais dos Q); e dos Qj sao iguais. Neste sentido,

a decomposicao primaria reduzida de um ideal é Unica.

Exercicios.

1. Verifique as propriedades (i)-(v) das operagoes bésicas sobre ideais de Z. Em
que outros anéis sao validas estas propriedades?

2. Demonstre as propriedades (i), (ii) e (iii) do radical de ideais.

3. Seja D um d.i.p. Mostre que:

(a) Um ideal P # {0} é primo se e s6 se P = (p), onde p € D é primo.
(b) Um ideal @ # {0} é primdrio se e s6 se @ = (p)", onde p € D é primo e
n € N.

4. Seja A um anel e P C A um ideal. Mostre que P é primo se e s6 se A/P é
um dominio integral.

5. Determine o radical v/I de cada um dos seguintes ideais de K[z, y]:

(a) I = (2% y);
(b) I=(a® zy,y?).
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6. Seja A um anel noetheriano. Um ideal primério de A é necessariamente
irredutivel?
7. Determine decomposigoes primérias para cada um dos seguintes ideais:
(a) I=(4,2x,2%) em Z[z];
(b) I=1(9,3z+ 3) em Z[z];
(c) I = (2®—wy,32% — 2y,32%y — 9?) em K|[z,y].

8. Mostre que o ideal I = (22, 2y) C K|x,y] admite as seguintes decomposicoes
primérias distintas:

I=(z)n{a?y) = (2) N {2*,z +y) = (2) N (2* 2y, 5°).

Verifique que estas decomposigoes sao reduzidas e calcule os radicais associados
a cada componente primaria.

9. Mostre que, se Iy, ..., I, sdo ideais maximais distintos de um anel A, entao
Lin---NI.=1---I.. Sera isto verdadeiro se “maximal” for substituido por
“primo”?

8.4 Ideais Maximais e o Lema de Nakayama

Nesta secgao discutimos ideais maximais no anel dos polinémios K[z 1,..., 2]
e demonstramos um conjunto de resultados, conhecidos pela designacao de
LEMA DE NAKAYAMA, que sao muito uteis em manipulacoes algébricas com
geradores de ideais.

No anel dos inteiros Z, sabemos que os ideais maximais sao os ideais
gerados por inteiros primos. No anel dos polindmios numa varidvel sobre
um corpo K, os ideais (x — a), com a € K, sdo maximais. Mais geralmente,
num d.i.p. os ideais maximais sdo da forma (p) com p primo. O estudo dos
ideais maximais de um anel arbitrdario A pode ser bastante complicado.

Exemplos 8.4.1.

1. No anel dos polindmios K|[z,y] o ideal (x,y) € um ideal mazimal, pois, temos
Klz,y]/{z,y) = K. Outro ideal mazimal €, por exemplo, (x — 1,y).

2. No anel das séries de poténcias K|[x1,...,xy,]] existe um inico ideal mazi-
mal, nomeadamente Iy = (x1,...,Zn).

Teorema 8.4.2. Seja K wm corpo algebricamente fechado. Os ideais ma-
zimais do anel de polindmios K|x1,...,x,] sao da forma

Io=(z1—a1,...,xy — ay),

onde a = (ay,...,a,) € K™
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Demonstragao. Para cada a = (ay,...,a,) € K" consideremos o homomor-
fismo ¢q : K[z1,...,2,] — K que avalia um polinémio em a, ¢4 : p(x) —
p(a). Como ¢4 é sobrejectivo e K é um corpo, o seu nicleo I, é um ideal
maximal de K[z1,...,x,]. E facil de ver que I, = (1 —ay, ..., oy — ap).

Suponhamos agora que I é um ideal maximal de KJzy,...,z,] e seja
7w Klz1,...,2,] — Klz1,...,2,]/I a projecgdo natural. Designamos por
m : Klxi] — Klz1,...,2,]/I a restricao de m a K[z;]. Afirmamos que o
nicleo de 71 é um ideal maximal (x1—a1), logo, I contém um ideal (1 —aq).
Da mesma forma, I contém ideais (z; — a;), para todo o 1 < i < n, e
concluimos que I = (1 — aq,...,T, — a,) como desejado.

Para verificar a nossa afirmacao primeiro observamos que N(m1) ou é
o ideal trivial, ou é um ideal maximal. De facto, se N(m1) # {0}, entao
existe um polinémio irredutivel ¢(z1) tal que N(m1) = (¢(z1)). Como K é
algebricamente fechado, segue-se que ¢(x1) = 1 — a1 e N(71) é maximal.
Logo a afirmagao segue-se desde que N (1) # {0}. Suponha-se, por absurdo,
que N(m;) = {0}. Entao m; induz um isomorfismo do corpo das fracgoes
K (x1) para um subcorpo de K[x1,...,zy]/I. Isto é uma contradigao, pois
temos

[K(z1) : K] > [K[z1,...,2,]/] : K.

De facto, por um lado, [K[x1,...,x,] : K] é numerdvel, pois K[z1,...,Zy]
possui uma base contével (os monémios x11 - - - 2,7, logo, [K|[x1,...,2,]/I :
K] é numeravel. Por outro lado, as fracgdes xl%a, com « € K, formam um
conjunto linearmente independente de K (z1) que nao é numerével. O

O teorema mostra que os ideais maximais de K|z1,...,x,]| estdo em
correspondéncia biunivoca com os pontos de K™. Na proxima seccao mos-
tramos um resultado andlogo em que K" é substituido por um conjunto
algébrico arbitrario.

Vejamos agora alguns resultados que dependem da estrutura de ideais
maximais de um anel. Qualquer uma das equivaléncias fornecidas na se-
guinte proposicao é conhecida pela designacao de LEMA DE NAKAYAMA.

Teorema 8.4.3. Seja A um anel comutativo com unidade e Iy C A um
ideal. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) Iy é um ideal contido em todos os ideais maximais de A.
(i) 1 — a € invertivel para todo o a € Ij.

(iii) Se M € um A-mddulo de tipo finito tal que M = IgM, entao M = 0.

5Se K é contével, esta demonstracdo falha. Neste caso é necessario introduzir a nocio
de grau de transcendéncia que generaliza a nogao de grau algébrico e permite mostrar que
K (z1) nao é isomorfo a um subcorpo K|[z1,...,x,]/I (possuem graus de transcendéncia
diferentes). Isto estd para além do Ambito deste livro.
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(iv) Se N1 e Ny sdo submddulos de um A-mddulo M, Ny € de tipo finito,
e N1 = Ny + IgNy, entao N1 = Ns.

Demonstragao. Vamos mostrar que (i) = (ii) = (iii) = (iv) = (i).

(i) = (ii): Como Iy # A, temos que 1—a ¢ Iy se a € Iy. Se, por absurdo,
1 —a nao é invertivel, existe um ideal maximal J que contém o ideal (1 —a).
Logo, Iy ¢ J, o que é uma contradicao.

(i) = (iii): Seja S = {wv1,..., v} um conjunto gerador minimal de M.
Se M # 0, entao kK > 1. Como IgM = M, temos

v = a1v1 + - + apvg, ai,...,a € I.

Logo:
(1 —a1)vy = agvg + - -+ + apvyg

e, como (1 — ay) é invertivel, obtemos
v =(1—- al)_lag'vg +-4+(1- al)_lak'vk.

Se k=1, entdo v1 = 0. Se k > 1, esta igualdade contradiz a minimalidade
de S. Assim, M = 0.

(iii) = (iv): O mdédulo quociente N1/Ny é de tipo finito e IgNy /Ny =
N1 /Ny. Logo, N1/Ny =0 e N; = No.

(iv) = (i): Seja J um ideal maximal. Se Iy ¢ J, entdo A = IpA + J.
Logo, J = A, o que é uma contradigao. O

O seguinte corolério também é por vezes designado por Lema de Na-
kayama.

Corolario 8.4.4. Seja A um anel comutativo com unidade, e Iy wm ideal
de tipo finito contido em todos os ideais maximais de A. Entao, para todo
o0 ideal J C A, Ig* C J se e sd se Ig* c J+ Ik,

Demonstracao. E 6bvio que, se Ip* c J, entdo Ip* ¢ J + I*T!. Por outro
lado, se Io* c J + Iy**!, entdo obtemos

IF+J L4 Ik +J
(Uiins C 0 + C Iy 0t .
J J J

Como (Io¥+.J)/J é de tipo finito, a parte (iii) do Teorema mostra que
(Io* +.J)/J = 0. Logo, Io* c J. O

Existem anéis com uma estrutura menos rica de ideais maximais do que
o anel dos polinémios K{z1,...,x,]|, mas ainda assim muito importantes.

Definicao 8.4.5. Um anel A diz-se um ANEL LOCAL se A contém um unico
ideal maximal I;.

Exemplos 8.4.6.
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1. O anel das séries de poténcias Al[z1,. ..
, ) (exercicio).

ximal Iy = (xq, . ..
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,xn]] € um anel local com ideal ma-

2. Um anel muito importante em Geometria Diferencial é o anel Ey, (M) dos
germes das fungoes C*°(M) num ponto mq de uma variedade diferencial M.
Emo (M) € um anel local com ideal mazimal Iy = {f € Emy(M) : f(mo) = 0}.

Se (z1,...,2") sio coordenadas locais em mq, entio Iy = (z*,. ..

, ™).

Se A é um anel local noetheriano, entao o seu ideal maximal Iy é de
tipo finito, logo, satisfaz as condicGes do Lema de Nakayama na forma do
Corolario Este aplica-se muitas vezes para “eliminar termos de ordem
superior”, como mostra o exemplo seguinte.

Exemplo 8.4.7.

Consideremos o anel A = R|[z,y]] das séries de poténcias em duas varidveis
com coeficientes reais. E um anel local com ideal mazimal Iy = (x,y) de tipo

finito.

Em A, consideramos o

ideal

J = (2® — xy, 323 — zy, 327y — ).

Afirmamos que termos
que

3 =

de ordem > 3 pertencem a J. De facto, basta observar

—2(323 — zy) + 3w 4
—y(a® — ay) + 23y € J+ I,
—y(3z%y — y?) + 32%y?

logo, pelo Coroldrio I3 C J. Esta informagio permite-nos simpli-
ficar consideravelmente os geradores de J. De facto, vé-se facilmente que
J = (zy,y*,23). Em particular, uma série de poténcias p(x,y) = Y. pijaty’

pertence a J se e so se

Poo = P10 = po1 = P20 = 0.

Formalmente, podemos escrever estas condigcdes na forma

p(0,0) = p(0,0) = py(0,0) = p,(0,0) =0,

onde os subscritos designam derivadas parciais.

O problema de, dado um ideal, decidir se um elemento pertence ao nao a
esse ideal levou ao desenvolvimento de algoritmos para encontrar a “melhor”
representacao para o ideal: as chamadas bases de Grobner. Estas bases sao
utilizadas, por exemplo, nos modernos manipuladores simbdlicos, tais como
o0 MATHEMATICA ou o0 MAPLE. Discutimos as bases de Grobner nas ultimas
duas secgoes deste capitulo.

Exercicios.
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1. Seja D um d.i.p. Mostre que os ideais maximais de D sao da forma (p), com
p € D primo.

2. Seja J um ideal dum anel A. Mostre que I O J é um ideal maximal de A se
e s6 se o ideal I = I/J é um ideal maximal de A//J.

3. Seja D um dominio integral, e ¢ € D um elemento irredutivel. Mostre que
(g) é maximal na classe de ideais principais de D.

4. Determine os ideais maximais dos anéis:

(a) Rlz]/(z?);
(b) Rlz]/(z? — 3z + 2);
(c) Rlz]/(z? +x+1).

5. No anel Clx,y]/(y? + 2® — 17) diga quais dos seguintes ideais sio maximais:

—~
o
~
—~
8

w
|
[
I~
|@
[
~

6. Verifique quais dos seguintes anéis sao corpos:
(a) Zo[z]/ (23 + x + 1);
(b) Zs[z]/(2® + 2 +1);
(c) Zslx]/{x* + 2 +1).

7. Mostre que, se A é um anel noetheriano local, com ideal maximal Iy, entao
N, I} = {0}, para todo o k € N.

n==k
8. Mostre que K|[[z1,...,%,]] ¢ um anel local.
(SUGESTAO: Mostre que, se p € Iy = (x1,...,x,), entdo a série de poténcias

1 — p é invertivel.)

9. Em R[[z,y]] considere o ideal J = (z* + 2 —y?, 223 +y?). Mostre que p(z,y)
pertence a J se e s6 se

p(0,0) = pz(0,0) = p,(0,0) = pzy(0,0) = 0.

10. Considere o anel dos polinémios R[z, y]. Decida se as seguintes igualdades
sao ou nao verdadeiras:

(a) (2% —zy,30% — zy, 3a%y — y?) = (wy, y?, 2°);
(b) (z* + 2% — y?, 223 + y2) = (22, 9%).
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8.5 O Teorema dos Zeros de Hilbert

Nesta seccao, K designa um corpo algebricamente fechado. Para estes, como
mostramos na seccao anterior, os pontos de K™ estao em correspondéncia

biunivoca com os ideais maximais de K[z1,...,z,]: a @ = (a1,...,a,) €
K™ corresponde o ideal I, = (r1 — a1,...,%, — ay) dos polinémios de
K[xy,...,2zy,] que se anulam em a. Este resultado generaliza-se a conjuntos

algébricos arbitrarios, da seguinte forma.

Proposicao 8.5.1. Seja Y = Z(I) C K™ um conjunto algébrico, onde I C
Klzi,...,z,] € um ideal. Os ideais maximais de A = K|x1,...,x,]/I estdo
em correspondéncia com os pontos de Y: a um ponto a € Y corresponde o
ideal mazimal Iq/1 C A.

Demonstragdo. Se J C A é um ideal maximal, entao é da forma j/[,

onde J C Klzy,...,2,] é um ideal maximal que contém I. Mas, se J C
Klxi,...,zy] é maximal, entdo é da forma J = I,, para um a € K". Por
outro lado, Io D Iseesdoseacy. ]

O anel A = K|x1,...,x,]/I definido pelo ideal I, contém, pois, toda a
informacao sobre Y = Z(I). Este anel desempenha um papel fundamental
em Geometria Algébrica, como veremos mais adiante.

Coroldrio 8.5.2. Sejam p1,...,p, € K[z1,...,2,]. O sistema de equagioes

pl(ﬂj‘l, e ,SL’n) = 0,

pr(x1,...,25) = 0.

ndao tem solugoes em K" se e s6 se existem polindmios qi,...,q, tais que

Q1pl+"'+qur:1‘

Demonstracdo. Se o sistema nao tem solugOes, entao, pela proposigao, o
anel A = K[x1,...,2,]/(p1,-..,pr) ndo tem ideais maximais, e portanto é
trivial. Logo, (p1,...,pr) = Klx1,...,2y]. O

Exemplos 8.5.3.
1. Seja A = Clz,y]. O sistema de equagées algébricas

pr(x,y) =22 +9y?2—1=0
po(z,y) =2 —y+1=0
p3(r,y) =ry—1=0

ndo tem solugées em C2. Logo, pelo coroldrio, 1 € (p1,p2,p3). Nio é nada
Sbvio, a priori, que existam polindmios q1(x,y), g2(x,y), q3(x,y) tais que

qip1 + g2p2 + qzpz = 1.
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2. Seja A =TR[z,y]. O sistema de equagies algébricas

pi(z,y) =2 +y*+1=0
p2(z,y) =2 —y* =0

nao tem solugoes em R2. Mas 1 & (p1,p2) (porqué?). Assim, nos resultados
acima € essencial que K seja um corpo algebricamente fechado.

Se Y C K™ é um conjunto arbitrario, entdo definimos o ideal Z(Y) dos
polinémios de Klz1,...,x,] que se anulam em Y por

Z(Y)={p € K[z1,...,24) : p(a) =0,YVa € Y}.

Temos o seguinte resultado fundamental, também conhecido pelo nome
alemao de Nullstenllensatz de Hilbert:

Teorema 8.5.4 (Teorema dos Zeros de Hilbert). Seja Y = Z(I) C K"
um conjunto algébrico, onde I C K|x1,...,x,] € um ideal. Entao:

(YY) =Z(Z(1)) = VI.

Demonstragao. E 6bvio que VI C Z(Y). Falta, pois, demonstrar a inclusio
Z(Y) c V1.

Seja I C K[xi,...,z,] um ideal. Pelo Teorema da Base de Hilbert,
existem polinémios p1,...,p, € Klz1,...,x,] tais que I = (p1,...,p). Se
p € Klzy,...,z,] é um polinémio nao-nulo que se anula em Y = Z(I)
(i.e., se p € Z(Y)), entdo introduzimos uma indeterminada adicional y, e
consideramos o sistema de equagoes algébricas:

ﬁl(mlw .. 7xnay) :pl(ﬂ:l, cee 7.'17n)

ﬁr(mlw .. 7$nay) :pr(xlw .. 7$n)
ﬁ(xl)' .- 7xn7y) :p(xl)' .- 7xn)y -1

Este sistema de equacdes algébricas ndo tem solucoes em K"t!: de facto,
se (x(l), .. ,x%,yo) satisfaz as primeiras r equagcoes, entao x(l), .. ,x% eY =
Z(I) e, portanto, p(x?,..., 20 y9) = p(z9,...,22)y° =1 = —1 # 0. Pelo

Corolario K02 existem polinémios qi,...,qr,q € K[z1,...,%,,y] tais que
T
1= Zqi(wl) cee 7xn7y)pi($1) cee 71'71) + Q(xl) cee 7$n7y)(p(x1) cee 7xn)y - 1)
i=1

Substituindo y = o 1 , obtemos

zlv"'vxn)

r
1
1= i\L1y..., Ty, ——— )PilT1,...,Tp).
Z‘Z:;%( 1 n p(iEl,---,xn))pZ( 1 n)
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Multiplicando ambos os lados desta igualdade por uma poténcia suficiente-
mente elevada de p(z1,...,x,), vemos que

pxy, ...z = Zri(xl,...,xn)pi(xl,...,xn) el

i
Isto mostra que p(z1,...,x,) € VI, como pretendido. O

Exemplo 8.5.5.
Os polinémios p1(z,y) = 22 e pa(x,y) = xy definem o conjunto algébrico
Y = {(z,y) € C?> : & = 0}. De facto, se I = (x2,zy), entdo, como vimos no

Ezemplo B33, VI = ().

Fechamos este capitulo com alguns comentérios sobre a relagao entre a
Algebra Comutativa e a Geometria Algébrica.

Definigao 8.5.6. Um conjunto algébrico diz-se IRREDUTIVEL se
Y =Y, UY;5 com Y algébrico =— Y=Y ouY =Y,
Chama-se VARIEDADE ALGEBRICA a um conjunto algébrico irredutivel.

Chamaremos a um ideal I IDEAL RADICAL se I = v/I. Note que um ideal
primo é um ideal radical. Temos o seguinte corolario da Nullstenllensatz:

Corolario 8.5.7. Existe uma correspondéncia biunivoca entre comjuntos
algébricos Y C K™ e ideais radicais I C Klzy,...,x,]. As variedades
algébricas correspondem os ideais primos.

Demonstragao. As aplicagoes Y +— Z(Y') e I — Z(I) fornecem a correspon-
déncia desejada. Por outro lado, se Y é uma variedade algébrica, mostramos
que Z(Y') é um ideal primo. De facto, se p(x1,...,zn)q(z1,...,2,) € Z(Y),
entdao Y C Z(pq) = Z(p) U Z(q), logo

Y=Y nNnZ(p)u Y NZ().

Como Y ¢é irredutivel, vemos queou Y =Y NZ(p)eY C Z(p),ouY =Y N
Z(q) eY C Z(q). Logo, p(x1,...,x,) € Z(Y) ou q(z1,...,2,) € Z(Y). O

Exemplos 8.5.8.

1. Seja p(x,y) € K[z,y] um polinémio irredutivel. Como K[x,y| é um dominio
de factorizagao tnica, o ideal (p) € primo, e Y = Z(p) € irredutivel. A esta
variedade algébrica chama-se CURVA ALGEBRICA determinada pela equacdo
p(z,y) = 0. Em geral, se p € Klxy,...,x,]| € irredutivel, obtemos uma va-
riedade algébrica Z(p), chamada HIPERSUPERFICIE ALGEBRICA determinada
pela equagao p(x1,...,x,) =0.
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2. Seja I = (2% + y? + 22 + 2xy, 22 + yz) e Iy = (v + y,2%). Estes ideais
determinam a mesma variedade algébrica. De facto, /Ty = /I = {x +y, 2),
logo:

Z(Il) = Z(Ig) = {$ +y= O,Z = 0}

Utilizando os resultados da Seccao sobre decomposigoes de ideais,
obtemos outro corolario da Nullstenllensatz:

Corolario 8.5.9. Todo o conjunto algébrico pode ser expresso, de forma
unica, como uma unido de variedades algébricas em que menhuma compo-
nente contém outra.

Demonstrag¢ao. Seja Y um conjunto algébrico. O ideal Z(Y') admite uma
decomposicao em ideais primarios

ZY)=Q1N--NQy.

Logo:
Y=Z2Z(Y))=Y1in---NY,,

onde Y; = Z(Q;). A componente Y; é irredutivel, pois o ideal
i =1(Y;) =1(2(Qi) = VQi

¢ primo. Descartando factores, podemos assumir que Y; ¢ Y;, para todos os
1 <1¢,7 < r distintos.

A unicidade desta decomposicao segue-se da unicidade da factorizacao
priméria, ou entao pode ser demonstrada directamente (exercicio). ]

Se Y é um conjunto algébrico, ao anel
A(Y) = Ko, .., ) /T(Y)

chama-se ANEL DAS COORDENADAS de Y. Como Y = Z(Z(Y)), sabemos
que os pontos do conjunto algébrico Y estdo em correspondéncia biunivoca
com os ideais maximais do anel A(Y). Por outro lado, se p(z1,...,2,) €
Klxy,...,2zy], entdo p(x1,...,2,) induz uma fungdo p : Y — K por res-
trigao. A uma funcao deste tipo chama-se FUNCAO REGULAR definida em
Y. Obviamente, as funcoes regulares formam um anel para a soma e o
produto induzidos de K|[z1,...,z,].

Proposicao 8.5.10. Eziste um isomorfismo entre o anel de coordenadas
A(Y') de um conjunto algébricoY e o anel das fungées requlares p: Y — K.

Demonstragdo. A aplicacao p — p determina um epimorfismo do anel de
polinémios K|x1,...,x,] no anel das funcoes regulares definidas em Y. O
nucleo deste epimorfismo € precisamente

Z(Y) = {p(x1,...,zpn) € K[x1,...,2,] : p(@a) =0,Va € Y}.
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Exemplo 8.5.11.

Seja Y a curva algébrica definida pela equacdio y = x2. Toda a funcdo regular

p:Y — K € restricio de um polindmio p(x,y) € K[z,y] a Y. Se a fungao
regular p associamos o polindmio p € K|[w] definido por:

plw) = p(w, w?),

vemos que a aplicacdo p — p induz um isomorfismo do anel das funcoes requ-
lares definidas em Y com o anel K[w]. Logo, A(Y) € isomorfo a um anel de
polinédmios numa varidvel.

Se Y é uma variedade algébrica, entao o anel A(Y") é de facto um dominio
integral e uma K-algebra de tipo finito (ver exercicio). Pode-se mostrar que
toda a K-dlgebra de tipo finito e que é um dominio integral, é o anel de
coordenadas de uma variedade algébrica. Existe, pois, uma correspondéncia
biunivoca entre variedades algébricas e as K-algebras de tipo finito que sao
dominios integrais. Esta correspondéncia estende-se aos morfismos (quando
definidos apropriadamente). Desta forma vemos que proposi¢oes sobre va-
riedades algébricas sao equivalentes a certas proposigoes de Algebra Comu-
tativa.

Exercicios.

1. Sejam Y1 = Z(p1,...,pr) e Yo = Z(q1,...,qs) conjuntos algébricos em K™.
Mostre que Y1 NYa =0 se e s se (p1,...,0r,q1y-- -5 qr) = K[T1,. .., Tp)].

2. Demonstre a unicidade de decomposicao de um conjunto algébrico em vari-
edades algébricas.

3. 8eI,...,I. C K[z1,...,z,] sdo ideais, mostre que
Z(I---1,) = Z) U---U Z(1,).

4. Mostre que I1 = (22 + y? + 22 + 22y, 72 + yz) e I = (x + y, 2%) possuem o
mesmo radical, nomeadamente

Vh=Vh=(z+y.z).

5. Se Y1 = Z(I1) e Yo = Z(I2) so conjuntos algébricos mostre que o produto
cartesiano Y7 X Y5 é um conjunto algébrico. Que ideal corresponde a Y7 x Y5 7

6. Vimos num exemplo desta seccio que, se Y é a curva algébrica y = 22, entdo
A(Y) é isomorfo a um anel de polinémios de uma varidvel sobre K. Mostre
que:

(a) Se Z é a curva algébrica zy = 1, entdao A(Z) nao é isomorfo a um anel
de polinémios de uma variavel sobre K;
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(b) Se W é uma curva algébrica p(z,y) = 0, com p(z,y) € Kz,y] um po-
linémio irredutivel de grau 2, entao A(W) é isomorfo a A(Y) ou a A(Z).

7. Se Y C K™ define-se a DIMENSAO de Y, designada por dim Y, como sendo o
supremo dos inteiros n para os quais existe uma cadeia de conjuntos algébricos
irredutiveis distintos:

YoCVigC - CY,CY.

Mostre que:

(a) SeY ={a} C K", entdo dimY = 0.
(b) dimK =1;
(c) Se p(x1,...,zn) € K[z1,...,2y] é irredutivel, entao dim Z(p) = n — 1.

8. Se A é um anel define-se 0 COMPRIMENTO DE UM IDEAL PRIMO P C A como
sendo o supremo do conjunto dos inteiros n para os quais existe uma cadeia
de ideais primos distintos:

PCPC---CP,=P

A DIMENSAO DO ANEIf A, dim A, é por defini¢ao o supremo dos comprimentos
dos ideais primos de A. Mostre que, se Y é um conjunto algébrico com anel
de coordenadas A(Y'), entao dimY = dim A(Y).

9. Se Y € K™ é um conjunto algébrico, mostre que:

(a) A(Y) é um dominio integral;
(b) A(Y) é de tipo finito;
(¢) A(Y) é uma K-élgebra.

8.6 Divisao de Polinémios

Uma vez fixado um ideal I C K][x1,...,x,], um problema fundamental é
o de decidir se um dado polinémio p € Klzy,...,x,] pertence a I. Pelo
Teorema da Base de Hilbert, o ideal é da forma I = (pi,...,ps), logo,
este problema ¢é equivalente ao problema de saber se podemos escrever p
como uma combinacao linear uip; + - -+ 4+ uppn, para alguns polindmios
UL, ..., Uy € K[x1,...,2,]. A resolugdo deste problema passa naturalmente
por um Algoritmo de Divisdo para polinémios a mais de uma variavel. In-
troduzimos nesta secgao este algoritmo, que é véalido em qualquer corpo K.

Antes de considerarmos o caso geral de divisao de polinémios a mais de
uma varidvel, recordemos o Algoritmo de Divisdo a uma sé varidvel (ver
Teorema BGT]). Neste caso, esse algoritmo mostra que dados polinémios
p,d € K[z] existem polindmios tnicos ¢ e r, com degr < degd, tais que

5Por vezes também chamada DIMENSAO DE KRULL.
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p = qd + r, . Temos, ainda, que o quociente ¢ e o resto r podem ser
calculados por um processo iterativo: Para um polinémio p(z) = a,z™ +
an_12" 1+ .- 4+ ag € K[x] de grau n recordemos que p*P = a, 2" designa
o termo de grau méaximo. Para dividir o polinémio p por um polinémio d
procede-se entao por iteracao:

e Comecando com ¢ = 0 e r = p, substituimos em cada passo

,rtop ,rtop

Q= q+ 5=, r—r

o d.

B dtop

A iteracao termina quando degr < degd.

Existem varios factores que contribuem para o éxito deste algoritmo.
Observe-se que trabalhamos os polinémios termo a termo (i.e., um mondémio
de cada vez), comegando com o grau mais elevado e terminando com o grau
mais baixo. Dito de outra forma, o conjunto dos termos monicos

Ty ={z":n=0,1,2,...}

pode ser ordenado pelo seu grau: " < z se e s6 se n < m. Esta relacao
de ordem possui as seguintes propriedades:

(a) Se z™ divide 2™, entao x™ < x™, i.e., < respeita a divisibilidade.

(b) < é uma relagao de ordem total, de forma que podemos comparar
quaisquer dois termos.

(¢) < é uma boa ordenagao, o que garante que o algoritmo termina.

Estas propriedades sugerem como proceder no caso geral de n varidveis:
Consideramos o conjunto 73, dos termos ménicos a n variaveis, i.e.,

o an .
Ty = {2y tou,...,0n € Not.

Vamos abreviar o elemento z{" - - - 2" por &®. No conjunto 7T,, consideramos
a relacao de ordem lexicogréfica que é definida da seguinte forma:

o < fs, €
& < 2P se e 56 se
Qg1 = ﬂs—i—h ey Oy = ﬂn

Por exemplo, se n = 2 temos:
1<x<x2<---<y<xy<x2y<---<y2<a:y2<a:2y2<---

Para esta relacao de ordem em T,, temos as seguintes propriedades funda-
mentais:

(a) Se x> divide 2P, entdo z* < aP.
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é uma relacao de ordem total.
(¢) < é uma boa ordenagao.

As propriedades (a) e (b) sdo débvias. Deixamos a demonstragao de (c)
como exercicio. Existem outras relagoes de ordem em T}, que satisfazem as
propriedades (a), (b) e (c) (ver exercicios nesta secgao), e é 1til, em muitas
situacoes, considerar outras relagoes de ordem para além da lexicogréﬁcaﬁ.
Deve-se notar que todos os resultados desta seccao e da préxima sao validos
se substituirmos a relacao de ordem lexicografica por uma relagao de ordem
que satisfaca estas trés propriedades.

Dado um polinémio p € K|x1,...,x,], com p # 0, podemos escrever este
polinémio na forma

(87 (a4 (87
p=a1x + ax™ + -+ + a, ",

onde 0 # a; € K e os termos moénicos satisfazem 1 > %2 > ... >
% . Para um polinémio escrito nesta forma, definimos p'*? = a1x* que

vamos designar por TERMO MAXIMO de p, e definimos p™°® = £ que vamos
designar por MONOMIO MAXIMO de p.
Definigao 8.6.1. Dados polinémios p,d, h € K|[z1,...,x,], vamos dizer que

p se reduz a h modulo d num passo, e escrevemos

pjh,

.. . . . g
se d*°P divide algum termo a;x® do polinémio p, e h = p — “&=d

Quando p se reduz a h médulo d num passo, podemos pensar no po-
linémio h como o resto num passo da divisao de p por d.

Exemplo 8.6.2.

Em Qlx,y], se tomarmos p = 3z%y +4xy — 3z e d = vy +z, entdo d*°P = wy,
que divide quer o termo 3x%y quer o termo 4xy. No primeiro caso, temos que

p— 4y — 3% — 3.

No sequndo caso, temos que

P 322y — Tx.

Podemos iterar este processo e remover de p todos os termos que sao
divisiveis por d*°P.

"De facto, pode-se mostrar que os algoritmos baseados na relacéo de ordem lexicografica
sdo lentos e que, em geral, é mais vantajoso recorrer a relagoes de ordem que sejam o
“menos lexicograficas” possivel.
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Exemplo 8.6.3.

Para os polinémios p = 3xy + 4axy — 3z e d = xy + = do exemplo anterior,
temos que:
p — dxy — 322 — 3z — 32 — T
d d
Note-se que a ordem em que removemos 0s termos € irrelevante. Também é
interessante verificar que esta divisdo corresponde a divisdo habitual de po-
lindmios. Podemos apresentar esta divisdo na forma tradicional:

32y +4xy —3x Ty 4+

—32%y —322 3z +4
4xy —32% -3z
—4xy —4x
—32% —Tx

A divisao que acabamos de expor nao é contudo suficiente. Como esta-
mos a lidar com polinémios a vérias variaveis, os ideais nao sao principais e,
em geral, necessitamos de dividir por vdrios polinémios. Assim, estendemos
a Definicao BG], da seguinte forma:

Definicao 8.6.4. Dados polinémios p,ds,...,ds,h € Klz1,...,x,], com

d; # 0, vamos dizer que p reduz-se a h mddulo a familia F = {dy,...,ds}, e
escrevemos
p2h
se existir uma sequéncia de indices i1,...,i, € {1,...,s} e uma sequéncia
de polinémios hi,...,h,—1 € K[z1,...,zy], tais que
p—h—hy— - —— hp1 —h
i1 ) diy di,_y ir

Exemplos 8.6.5.
1. Pelo Exemplo 863, temos que, se p = 3z2y + 4xy — 3z e d = xy + x, entdo

—32% — 7x.
p—d» x x

2. Novamente em Q[z,y], se tomarmos p = 2%y, dy = vy —y e dy = y — 22,
vemos que

2’y — zy — v,

dy dy
pois temos:
zy xy —y
—2%y +xy z+1
Y
—Ty +y

Y



376 Capitulo 8. Algebra Comutativa

Por outro lado, vemos que y — x2, pois temos:
2

y y—a?

—y +a2? 1

$2

Assim, para a familia F = {dy,ds}, concluimos que 1%y —» x2.
F

Vamos dizer que r € K[ry,...,2,;] 6 um POLINOMIO REDUZIDO em
relagao a familia F' = {dy,...,ds} C Klz1,...,zy), se 7 = 0 ou se nenhum
dos termos de r é divisivel por d;*°P. Por outras palavras, um polinémio é
reduzido em relacao a uma familia F', se ndo pode ser reduzido (mod F').
Temos entao:

Teorema 8.6.6 (Algoritmo de Divisao a n varidveis). Dado um po-
linémio p € Klz1,...,x,) e uma familia F = {dy,...,ds} C K[z1,...,2p],
existem polinémios uy, ..., us,r € K[x1,...,x,] tais que:

p=wuidy + - +usds +,
onde r € reduzido (mod F).

Vamos chamar ao polinémio » o RESTO da divisao de p pela familia F,
e aos polinémios u1,...,us 0S QUOCIENTES da divisao de p por F'.

Demonstracio do Teorema [BBA. Se d;*°P ndo divide nenhum dos termos de

p, para i = 1,...,s, entao basta tomar r = peu; = --- = us = 0. Caso
contrario, tal como no caso de uma variavel, procedemos por iteracao.
0 0 0
Comegando com ug) = ug) =... = ug) = 0, tomamos hg = p. Su-

, k . k+1 .
ponhamos que conheciamos ul( ) e hy. Definimos ug +1) e hiy1 da seguinte
forma:

e Escolhemos o menor dos indices i € {1,...,s} tais que d;"°P|hy"P.

Ek) por ugkﬂ) = u(k) + —Zf:§§> e tomamos u§-k+1) = ug-k),

e Substituimos u .

se j # i.

e Substituimos hy por hgy1 = hy — P d;.

ditop

Observe que cada iteragao corresponde, pois, a reduzir hy a hiy1 (mod d;),
para algum 4, num passo:
h, - Py

(3

Note-se ainda que hg™" > hg1™°". Como T;, é bem ordenado, concluimos
que a iteragao termina: existe ko tal que d;"°P { hy, 11", parai=1,...,s.
Basta, pois, tomarmos 7 = hj,41. ]
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Na notacao introduzida acima, o Algoritmo de Divisao afirma que para
qualquer polinémio p e familia F' = {dy,...,ds} em K|[z1,...,x,], podemos
sempre obter p s r, onde r é um polinémio reduzido (mod F).

Observe-se que na demonstracao do Algoritmo de Divisao assumimos
de facto que o conjunto {di,...,ds} é ordenado. Esta ordenagao afecta o
resultado da divisao, como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 8.6.7.

Tal como no Exemplo BAA.2, seja di = xy —y edy =y — x2. Se tomarmos
p = xy? — 22y, recorrendo ao Algoritmo de Divisdo, vemos que (verifique):

Por outro lado, se trocarmos a ordem dos divisores, obtemos:

5_ 4

pp =g,
e o polinémio x° — z* ndo pode ser reduzido (mod dy). Assim, vemos que o
Algoritmo de Divisao aplicado a {dy,da} e a {da,d1} fornece resultados bem

diferentes.

O problema da falta de unicidade do resto da divisao sera resolvido na
préxima seccao, onde introduziremos as bases de Grobner.

Exercicios.

1. Mostre que o conjunto T}, com a relagao de ordem lexicogréfica é bem orde-
nado.

2. Seja < uma relagdo de ordem no conjunto dos termos ménicos 1), com as
seguinte propriedades:
e 1 < x® para todo o x* # 1;
e sc % < zP entdo x®xY < xPx”, para todo o 7 € T),.
Mostre que:
(a) se ™ divide £, entdo z* < xP;
(b) < é uma relagdo de ordem total;

(¢) < é uma boa ordenacao.

3. Defina uma relagdo de ordem em T,, por:

n n
D1 @i < Dy Bis
ou
e B z
x> < x” se e sé se n o « 3
D=y fiex*<x
na relacao de ordem lexicografica.

Mostre que esta relagao de ordem estd nas condicoes do exercicio anterior.
Dé ainda outros exemplos de relagoes de ordem que satisfazem as mesmas
condicoes.
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4. Use o Algoritmo de Divisao para calcular as seguintes divisoes:
(a) Em Q[z,y], dividir p = 23y + 222 por di = 222y + 3y + 42% e dy =
x? — 22 — 2.
(b) Como em (a), mas com dy e da com a ordem trocada.

(¢) Em Q[z,vy, z,w], dividir p = z?w? — 22 por di = w — 122, dy = 2z — yx,

dzs =y — 2% e dy(n,y,2,w) = 23 — .

(d) Como em (c), mas pela ordem dy4, ds, da, d;.
5. Mostre que, se o resultado da divisao de um polinémio p por di,...,ds é

p = urdy + -+ - + usds + 7, entdao é valida a seguinte férmula para os termos
monicos:

(861) pon = max( max (uimondimon)’ rmon)'
1<i<s
6. Seja F' C K[z1,...,7,] uma familia de polindmios. Mostre que nio existe

uma cadeia infinita

hi —hys — ... — h; — ...
F F F F

(SUGESTAO: Observe que, em cada redugéo h; - hi+1, podemos nao estar a

subtrair um termo de topo, como acontece no Algoritmo de Divisao.)

8.7 Bases de Grobner

Seja I C K|[x1,...,x,] um ideal que podemos assumir como sendo da forma
(d1,...,ds). Dado um polinémio p € K|z1,...,x,], gostariamos de ter uma
forma eficiente de testar se p € I. Da mesma forma gostariamos de, dado
um ideal J, decidir se J = I.

Para decidir se p € I, podemos dividir p por di,...,ds, utilizando o
Algoritmo de Divisdo. Se o resto da divisao for o polinémio nulo, entao é
claro que p € I. No entanto, como vimos no Exemplo BE7 pode acontecer
que o resto da divisao seja nao-nulo, e ainda assim p € I.

De facto, este mesmo problema ja surgia com polinémios a uma sé
varigvel: por exemplo, o polinémio p = x? + 2 € Q[z] pertence ao ideal
I = (2% +2,2% — 2), mas é reduzido em relacdo & familia {23 + z, 23 — 2}.
Neste caso, resolviamos o problema encontrando um conjunto gerador mais
adequado, nomeadamente = mdc(z3 +x, 23 — x). Temos entdo que I = (z)
e que p € I se e s6 se x|p. No caso de polinémios a vérias varidveis, vamos
adoptar um procedimento idéntico.

8Estes exercicios, como alids todos os célculos envolvendo o Algoritmo de Divisdo,
podem ser efectuados de forma eficaz com o auxilio de um manipulador simbdlico tal
como 0 MATHEMATICA, o0 MAPLE ou o COCOA. Encorajamos o leitor a utilizd-los!
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Definicao 8.7.1. Seja I C K|zy,...,2z,] um ideal. Uma familia de po-
linémios nao-nulos {¢1,...,9s} C I diz-se uma BASE DE GROBNER DO
IDEAIE I se satisfaz a seguinte propriedade:

pefseesésep—G»O.

Mais geralmente, uma familia de polinémios nao-nulos G = {g1,...,9s}
diz-se uma BASE DE GROBNER se for uma base de Grébner do ideal (G).

Desta definicao, é 6bvio que uma base de Grébner de um ideal I é sem-
pre um conjunto gerador de I. Por outro lado, nao é de todo ébvio que
um ideal possua uma base de Grobner. Veremos que isso de facto é ver-
dade como consequéncia da proposicao seguinte, que fornece caracterizagoes
alternativas das bases de Grobner:

Proposicao 8.7.2. Seja I C Klzy,...,x,] um ideal ndo-trivial, e seja
G ={g1,...,9s} C I uma familia de polinémios nao-nulos. As sequintes
afirmacgodes sao equivalentes:

(i) G é uma base de Grobner de I.

(i) pe I se e sésep= Zle u;gi, com p™" = maxj<i<s(u;""g;"™").

(iii) Para todo o p € I nao-nulo, existe um i € {1,...,s} tal que g;!°P|pt°P.

(ZIU) <glt0p7 s 7gst0p> - <pt0p peE I)

Demonstragao. Vamos mostrar que (i) = (ii) = (iii) =(@1v) = (i).

(i) = (ii): Segue-se imediatamente do Algoritmo de Divisao e do Exercicio
5 da secgao anterior.

(ii) = (iii): Se p € I, entao pode ser escrita como em (ii), logo,

top __ top , top
b = E Ui ~4g;
J

Otig;men. Expandido o

top

onde a soma ¢é sobre os indices j tais que p™°" = u,;™
lado direito, vemos imediatamente que existe um j tal que gjt°p|p
(iii) = (iv): Obvio.
(iv) = (i): Pelo Algoritmo de Divisao, para qualquer polinémio p temos
que
p E‘» T

9Wolfgang Grébner (1899-1980), matemético austrfaco que trabalhou, entre outros
dominios, em Geometria Algébrica. Como frequentemente acontece em Matemética, ao
contrario do que o nome indica, estas bases ndo foram descobertas por Grobner, mas sim
por Bruno Buchberger, matematico contemporaneo que foi aluno de Grobner na Univer-
sidade de Innsbruck.
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onde r é reduzido em relagdo a G. Se r = 0, é ébvio que p € I. Por outro
lado, se p € I, entao r € I e, por (iv), existem polinémios hq, ..., hs tais que

S
to to
rioP = " hg;"P.
i=1

Vemos, pois, que existe i € {1,...,s} tal que g;*P|r*P. Como r é reduzido
(mod G), concluimos que, necessariamente, r = 0. ]

Coroldrio 8.7.3. Todo o ideal I C K|x1,...,x,] possui uma base de Grébner.

Demonstracao. Precisamos do seguinte lema cuja demonstracao deixamos
como exercicio.

Lema 8.7.4. Seja I C K[x1,...,xy,] um ideal gerado por um conjunto S de
mondémios. Existe um subconjunto finito So C S que ainda gera I.

Assim, dado um ideal I C Klzy,...,2,], o lema mostra que o ideal
(pt°P : p € I) possui um conjunto gerador G = {g1'°P, ... g,*°P}, onde g; € I.
Temos, pois, que G satisfaz a condicao (iv) da Proposicao BT, logo, é uma
base de Grobner de I. O

Nenhuma das caracterizagoes alternativas dadas na Proposicao for-
nece uma forma pratica de verificar que um conjunto gerador é uma base de
Grobner. Veremos como proceder mais adiante. De qualquer forma, pode-
mos utilizar estas caracterizagoes para mostrar que um conjunto ndo é uma
base de Grobner, como ilustramos no exemplo seguinte.

Exemplo 8.7.5.

Sejady = zy—y edy = y—a?. Se F = {dy,ds}, vimos no Exemplo[86.7] que
o polinémio p = xy? — 2%y = ydy + ydo satisfaz:

5 4
p—>»ax’—z.
F

Assim, ¢ = 2° — x* € (dy,ds). Por outro lado, x° = q'°P ndo ¢é divisivel nem
por xy = di"" nem por y = do"°?, logo, pela Proposicio [B-7.9 (iii), F nio ¢
uma base de Grobner.

J& observamos que o resto da divisdo de um polinémio por uma familia
F nao é, em geral, Unico pois depende da ordenacao dos polinémios de F'.
No entanto, para as bases de Grobner temos:

Teorema 8.7.6. Uma familia G = {g1,...,9s} C Klx1,...,z,] de po-
lindmios nao-nulos € uma base de Gréibner se e sé se para todo o polinémio
p o resto da divisdo por G € unico.
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Demonstracdo. Suponha-se, primeiro, que G é uma base de Grébner. Se
p € K[z1,...,x,] é tal que p vt reep i r9, com 71 € 1o reduzidos, entao

r1—7rg é reduzido (mod G). Como r1 —rg € (G) (pois quer p—ry quer p—ry
pertencem a este ideal), pela definigdo de base de Grobner, concluimos que
r—ro = 0.

Para provar o reciproco, necessitamos do seguinte lema cuja demons-
tracao deixamos como exercicio.
Lema 8.7.7. Sejag € K[z1,...,x,] tal que g 2T, comr reduzido (mod G).
Sece K eX eT™, entio (g—cXgi)E»r, para i € {1,...,s}.

Assim, supondo que o resto da divisao por G é tnico, seja p € (G), e
suponha-se que p 2 r, com r reduzido. Queremos mostrar que r = 0. E

facil de ver que podemos escrever

s
p=>Y_ aXgy,
=1

onde ¢ € K, X; €T" elj € {1,...,s}. Aplicando o lema, vemos que

p—caXig, AL

Por inducao segue-se imediatamente que também
T
0= P — ;Cleglj E» T.

Assim, concluimos que r = 0. ]

Deve notar-se, ainda, que, embora o resto da divisao por uma base de
Grobner GG seja unico, os quocientes que resultam da divisao nao sao neces-
sariamente Unicos.

Os resultados acima mostram que qualquer ideal possui bases de Grobner.
A sua utilidade seria bastante reduzida se nao tivéssemos nenhuma forma
eficiente de as construir. Vejamos entao que de facto podemos construir
bases de Grobner para um dado ideal I C K[z1,...,x,].

A chave para o método de construcdo é a caracterizacdo de bases de
Grébner dada pela condigao (ii) da Proposigao Esta condigao mostra

que, se I é um ideal gerado por um conjunto finito F' = {dq,...,ds}, entao
F pode nao ser uma base de Grébner, porque pode existir algum polinémio
p € I para o qual p'°P ndo é divisivel por d;*°P, para i = 1,...,s. Por outro
lado, como p € I, existem polinémios hq, ..., hs tais que

i=1
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Assim, o problema estd em que os maiores dos termos monicos dos factores
hid;, dados por (h;d;)™" = h;™°"d;™", podem cancelar-se. No caso mais
simples, teremos o cancelamento dos maiores dos termos moénicos de apenas
dois polinémios, d; e d;. O polinémio que resulta deste cancelamento ¢ dado
pela seguinte definicao:

Definicao 8.7.8. Para quaisquer dois polinémios p,q € K|z1,...,z,| chama-
se S-poLiNéMIO] a0 polinémio

m

m
S.9) = JpP ~ Gop

onde m = mmc(p™°",

mon )

q

O polinémio S pode ser calculado facilmente, como mostra o exemplo
seguinte.

Exemplo 8.7.9.
Em Q|z,y], se p= —2xy? —y e q = 3y> — 22y, temos que

mmc(p™°", ¢™°") = mmc(zy?, ) = zy>.
Assim:
3 3
Ly Ty
Sp,q) =— - o=
(p,9) 22g?”  3,5°
1

1 _12_’_22
23/27 39CCI— 29 39C Y.

Observe que em S(p,q) canceldmos o termo monico xy>.

Os S-polinémios também servem para medir a falta de unicidade no
Algoritmo de Divisdo. Assuma-se que na divisdo de p € K|z1,...,z,] por
{dy,...,d;} existe um termo X = ax® de p que é divisivel simultaneamente
por um d;*P e por um d;*P (i # j). Por um lado, temos que p - h;, onde

7

hi:p— di.

ditop

Por outro lado, temos que p - hj, onde
j

X
h] =p— dTpd]
J

N30 podemos justificar neste livro o uso da letra S para qualificar estes polinémios.
Diremos apenas que estd relacionado com a nogdo de syzygy: Dado um ideal I =
(di,...,ds) C Alz1,...,x,] a aplicagdo ¢ : A® — I definida por (a1,...,as) — Y, aid; é
um homomorfismo de A-médulos e chama-se SYZYGY a um elemento do nicleo.
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A diferenga (ambiguidade) introduzida no Algoritmo de Divisao é, pois,

dada por

X X X
h; — hj = djtop dj - ditop di =

S(d]7 d2)7

m
onde m = mmc(d;"™", d;"™°"). De facto, temos o seguinte resultado:

Teorema 8.7.10 (Buchberger I). Seja G = {g1,...,9s} um conjunto de
polinémios nao-nulos. Entao G € uma base de Grébner se e sé se para todo
01 # j temos

S(gi,95) P 0.

Demonstragao. Se G = {g1,...,9s} é uma base de Grébner, entao é claro
que S(gi,9;5) € (G), logo, S(gi,95) = 0.

Para provar o reciproco, precisamos do seguinte lema cuja demonstracgao
¢é deixada como exercicio:

Lema 8.7.11. Seja p um polinémio que € combinagao linear de polinémios
dy...,ds € K[xy,...,x,], com coeficientes em K,

p:Zcidi, (Ci EK)

Sed™" =...=d,"" =X #0 e p™" < X, entao
p= aiS(ddy),
i<j

para alguns a;; € K, com 1 <1< j <s.

Seja entao G = {g1,...,¢s} tais que S(g;, g;) P 0, se i # j. Vamos mos-

trar que G é uma base de Grobner do ideal I = (G), recorrendo a condigao
(ii) da Proposicao Fixado p € I, entre as vdrias possibilidades de
escrever p como combinagao linear

(8.7.1) p=> higi  (hi € Klay,...,2]),
=1

escolhemos aquela para a qual o termo ménico

X = max (h;™"

,mon)
1<i<r

9i

é minimo. Isto é possivel, pois o conjunto dos termos ménicos T" é bem
ordenado. Basta, pois, mostrar que X = p™°". Supomos, por absurdo, que
p™o" < X, e vamos ver que existe uma combinacao linear do tipo (BZT])
com X mais pequeno, o que é uma contradicao.
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Seja A = {i : h;""g;"™°" = X}, e defina-se um polinémio g por

9=>_ h'%g=> cXigi,  (Xi=h"").
icA icA

)mon

Temos entao que (X;g; = Xsei€ Ae g™ < X, logo, pelo lema,

podemos escrever

(8.7.2) 9= ai;S(Xigi, X;g;),
i<j
ijeA

para alguns a;; € K. Um cédlculo simples mostra que

X
S(Xigi, Xj95) = Ts(gi’gj)v

mon mon)

onde X;; = mmc(g;"™",g;

cluimos também que S(X;g9;, X;9;) P 0. Do Algoritmo de Divisao, segue

Como, por hipétese, S(gi,9;) it 0, con-

entao que

(8.7.3) S(Xigi, Xj9;) = ) hijkgn,
keA

para certos polinémios }_Lijk que satisfazem (ver Exercicio 5 da secgao ante-
rior):
oax (it g ™) = S(Xigi, Xj9;)™"
< max((Xigi)mon, (ngj)mon) = X.

Assim, se substituirmos a expressao (BZ3)) de S(X;gi, X;g;) na expressao
(B2 para g, e se substituirmos a expressao resultante na expressao (BZ.1])
para p, obtemos uma nova combinagao linear do tipo (BZZI)) com X mais
pequeno, tal como pretendiamos. O

O Teorema de Buchberger fornece um método para calcular bases de
Grobner de um ideal I = (dy,...,ds), por iteracao. Procedemos da seguinte
forma:

e Calculamos todos os S-polinémios S(d;,d;).
e Reduzimos os S-polinémios por G.

e Adicionamos a G os resultados da reducdao que nao sao nulos, e re-
comegamos a iteracao.

Deixamos como exercicio verificar que o Teorema da Base de Hilbert garante
que este algoritmo termina.
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Exemplo 8.7.12.

Vimos no Ezemplo [EZ7) que os polinomios di = zy —y edy = y—
nao formam um base de Grobner. Para calcular uma base de Grobner para
o ideal I = (dy,ds), procedemos da seguinte forma: Primeiro, calculamos o
S-polinémio:

2

S(dl,dg) = —y+1‘3.

O resto da divisio de S(d1,da) por F = {d1,d2} é
_ 3 3_ .2

y+x }»x x°.

Este polinomio € nao-nulo, o que mostra, como jd sabiamos, que F' nao é uma
base de Grobner. Assim, adicionamos a F o polindmio dz = 2% — 22, obtendo
um novo conjunto gerador G = {dy,dz,ds}.

Hd que calcular novamente os S-polindmios dos elementos de G e reduzi-los
(mod G). Obtemos:

S(dy,dy) = —y + 2° = 0,

S(dy,ds) =0,
S(dy,ds) = 2%y — x° p 0.

Assim, vemos que G € uma base de Gréibner, e o algoritmo termina.

Se GG é uma base de Grébner de um ideal I, entéao é ébvio que se acrescen-
tarmos a G elementos nao-nulos de I obtemos uma nova base de Grobner.
Isto mostra que existe uma grande arbitrariedade na escolha de bases de
Grobner. Para eliminar esta falta de unicidade introduzimos:

Definicao 8.7.13. Um conjunto G = {g1,...,9s} C K[z1,...,z,] diz-se
uma BASE DE GROBNER REDUZIDA se G é uma base de Grobner em que os
termos ¢;*°P sdo monicos e reduzidos (mod (G — {g;})) parai=1,...,s.

Temos entao o seguinte resultado importante:

Teorema 8.7.14 (Buchberger II). Todo o ideal I C Klz1,...,x,] possui
uma unica base de Gréobner reduzida.

Demonstra¢ao. Vamos chamar a uma base de Grobner G = {g1,...,9s}
MINIMA, se ¢;*°P sdo ménicos, e para i # j temos g;P { g;*°P.

Para obter uma base de Grobner minima a partir de uma base de Grobner
G ={g1,...,9s} dada, procedemos por eliminagao: eliminamos todos os g;
para os quais existem um j tal que g;P|g;*P, e dividimos os restantes
por um elemento de K, de forma que ¢;*P sejam ménicos. O conjunto G’
resultante ainda é uma base de Grobner: é ébvio que, se p é um polinémio
com f*P divisivel por ¢;*°P, para algum g; € G, entao p é divisivel por g;*P,
para algum g; € G'.

Uma vez obtida uma base de Grobner minima G = {g1,...,¢:}, para
obter uma base de Grobner reduzida H = {hq,...,h;} procedemos por
iteragao:
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e g1 I—{? hi, onde hy é reduzido em relagdo a Hy = {go2,...,0t};

© g2 ha, onde hy é reduzido em relacao a Ho = {h1,93...,9t};
2

© g3 hs, onde hg é reduzido em relagao a H3 = {hi,h2,94...,09y};
3

° 9 ht, onde h; é reduzido em relagdo a Hy = {hy,...,hi—1}.
t

E claro que H = {hq,...,h} é uma base de Grébner reduzida. Para verificar
a unicidade, precisamos do seguinte lema cuja demonstragao remetemos para
0s exercicios.

Lema 8.7.15. Se G = {g1,...,9s} e H={hq,...,ht} sdo bases de Grébner
minimas, entao s = t e ¢;""°" = h;""°", para i = 1,...,t, eventualmente
depois de uma renumeracao.

E 6bvio que uma base de Grobner reduzida é minima. Assim, se G =
{g1,.-.,9s} e H = {h1,...,h} sdo bases de Grobner reduzidas, o lema
mostra que s = ¢, e podemos assumir que g;™°" = h;™°", parai =1,...,t.
Seja 1 < ¢ <t tal que g; # h;. Como g; — h; € I, existe um j # i tal que
9" (gi — hs)™". Mas entao vemos que g;"™°" = h;™" divide um termo
de g; ou de h;. Isto contradiz a hipétese de que G e H eram ambas bases de
Grobner reduzidas. O

Voltemos agora aos problemas colocados no inicio desta sec¢ao. Para um
ideal I = (dy,...,ds) C K[z1,...,xy,] gostdvamos de:

e Decidir se um polinémio p € Klzq,...,x,| pertence a I, e em caso
afirmativo determinar polinémios hi,...,hs tais que p = >, hid;.
e Dado um ideal J C K[x1,...,z,] determinar se J = I.

Utilizando as bases de Grobner, é agora muito facil responder a ambas
as questoes. Para resolver o primeiro problema, construimos uma base de
Groébner G = {¢1,...,9-} para I e sabemos que

pel <+— pE»O.

Por outro lado, se p € I, entdo podemos calcular os polinémios coeficientes
hi,...,hs através do Algoritmo de Divisao. Finalmente, dado outro ideal
J C K[z1,...,x,], para determinar se J = I basta verificar se as suas bases
de Grobmner reduzidas coincidem. Como temos um algoritmo de célculo
de bases de Grobner, todas estas questoes podem ser resolvidas de forma
eficiente.
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As bases de Grobner sao extremamente teis para resolver muitos outros
problemas praticos em Algebra Comutativa ou em &reas que recorram i
Algebra Comutativ. O desenvolvimento dos manipuladores simbdlicos em
anos recentes levou & implementagao em computador de algoritmos eficientes
para resolver muitos desses problemas.

Retornemos, a titulo de exemplo, ao estudo das variedades algébricas.
Seja I C K[x1,...,z,] um ideal que define a variedade algébrica

Y =2(1I)={(a1,...,an) € K" : play,...,a,) =0,Vp € I}.

Para o anel de coordenadas A(Y) = K[x1,...,x,]|/] gostarifamos natural-
mente de saber:

(i) Determinar representantes de cada elemento de A(Y).
(ii) Realizar as operagoes no anel A(Y') em termos desses representantes.

(iii) Determinar se um elemento f € A(Y) é invertivel e, em caso afirma-
tivo, calcular o inverso.

Todos estes problemas podem ser resolvidos de forma efectiva com recurso
as bases de Grobner. Por exemplo, para resolver o problema (i), escolhe-

mos uma base de Grébner G para I, e para cada p € Klxy,...,x,] de-
signamos por pg o resto da divisao de p por G. Dados dois polinémios
p,q € K[z1,...,x,] temos que pg = g se e s6 se p — q € I (exercicio).

Assim, os elementos pg s@o representantes dos elementos de A(Y'), tal como
era pretendido. As solugoes de (ii) e (iii) s@o discutidas nos exercicios.

O leitor encontrard muitas outras aplicacoes das bases de Grobner nas
referéncias que fornecemos como Sugestoes de Leitura Adicional no final
deste livro.

Exercicios.
1. Seja G = {g1,...,9s} C K[z] um conjunto de polinémios ndo-nulos, e seja
d = mdc(g1, ..., gs). Mostre que G é uma base de Grobuer se e s6 se ¢d € G,

para algum ¢ € K nao-nulo.

2. Generalize o exercicio anterior a ideais principais I C K[z1,...,z,].
3. Sejam pi,...,ps € K[z1,...,x,] polindmios lineares:
Pi = @;1T1 + -+ QinTn, (iZI,...,S).

Designe por B = (b;;) a matriz em escada de linhas obtida a partir da matriz
A = (a;;) por eliminacdo de Gauss. Mostre que os polinémios lineares

gi:bi1x1+"'+bi71x7lv (izl,...,r),

HEmbora tenhamos apenas considerado o caso de polinémios sobre um corpo K, pode-se
também desenvolver uma teoria de bases de Grobner para coeficientes num anel comutativo
A, com boas propriedades (por exemplo, num d.f.u.).
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onde r < s é o namero de linhas de B nao-nulas, formam uma base de Grébner
do ideal I = (p1,...,ps)-

4. Seja I C Klz1,...,z,] um ideal gerado por um conjunto S de mondémios.
Mostre que:

(a) p €I se e s6 se todo o termo aqx® de p é divisivel por um mondmio de

S
(b) existe um subconjunto finito Sy de S tal que I = (Sp).

5. Dada uma familia G = {g1,...,9s} C K[z1,...,zy] de polinémios nao-nulos
assuma que para todo o polinémio p € K[x1,...,2,] o resto da divisdo por G
é tnico. Mostre que, se g € K[z1,...,2,] é tal que g 2 meomr reduzido

(mod G), entdo (g — cXg;) paL paratodooce K, X e T" ei € {1,...,s}.

6. Demonstre o Lema B TT]

7. Verifique, recorrendo ao Teorema da Base de Hilbert, que o algoritmo para
calcular bases de Grobner com base no Teorema de Buchberger termina.

8. Determine uma base de Grobner para os seguintes ideais:

(a) I = 2%y —y+x 29> —2) CQx,yl;
(b) I = (3z%yz —ay®, 2y + 2%) C Qlx, y, 2];
(c) I={r—y*w,y—zw,z—w? w?—w) CQx,y,z wl;
9. Se G = {g1,...,9sy e H = {hy,...,h} sdo bases de Grobner minimas,

mostre que s =t e que ¢g;™°* = ;""" para i =1,...,t (eventualmente depois
de uma renumeragao).

10. Determine bases de Groébner reduzidas para cada um dos ideais dados no
Exercicio 8.

11. Seja G uma base de Grobner para um ideal I. Para cada p € Kx1,...,z,]
designe por pg o resto da divisao de p por G. Seja ainda Y = Z(I) a variedade
algébrica associada a I, e A(Y) o seu anel de coordenadas. Mostre que:

(a) Sep,q € K[x1,...,2n], entdo pc =gg se esése p—q € I.
(b) As operagoes de A(Y') sdo dados por pega = (pq)c € pc+9c = (p+9)c-

(¢) Uma base para A(Y'), como espago vectorial sobre K, é dada por

{p®:pe T, ¢'°Ptp paratodo o g € G}.

(d) Um elemento p+ I € A(Y) tem inverso se e s6 se 1 € (I,p), i.e., se e s6
se a base de Grobner reduzida de (I,p) é H = {1}.
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12. Em geral, é bastante dificil calcular o radical de um ideal I C Klz1,...,zy].
No entanto, é fcil testar se um polinémio p pertence ou nio a v/I, recorrendo
as bases de Grobner. De facto, mostre que, se I = (dy, ..., d,), entdo p € VI
seesésel € (dy,...,ds,1—yp) C K[zy,...,o,,y]. Assim, vemos que p € /T
se e s6 se a base de Grobner reduzida de (dy,...,ds,1 —yp) C K[z1,...,Zn, Y]

¢ {11,
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Apéndice A

Complementos sobre a
Teoria dos Conjuntos

A nocgao de conjunto é a mais importante de todas as nogoes matemaéticas e
constitui, por assim dizer, a primeira pedra do grande edificio que é a Ma-
tematica. O leitor estard certamente familiarizado com a ideia informal de
conjunto e de elemento de um conjunto, bem como com algumas das cons-
trugoes elementares que estes suportam (unides, intersecgoes, complementos,
etc.). Por outro lado, afirmagoes tais como:

e dois conjuntos sao iguais se e sé se possuem 0s mesmos elementos,
e dados dois conjuntos, existe um conjunto que os contém,

e dado um conjunto, existe um conjunto formado por todos os seus sub-
conjuntos,

sao normalmente aceites como 6bvias. No entanto, para as justificar ple-
namente, seria necessario proceder a uma investigacao mais profunda sobre
os fundamentos da Teoria dos Conjuntos, o que estd para além do ambito
deste livro. Por exemplo, o famoso paradoxo de Russell, sobre a existéncia
do conjunto de todos os conjuntos, s6 pode ser resolvido pela via da axio-
matizagdo da Teoria dos Conjuntos. Para um estudo mais pormenorizado
destas questoes, remetemos o leitor para o livro que Paul Halmos escreveu
a este respeitad.

Neste apéndice, limitamo-nos, pois, a fornecer alguns resultados e nogoes
complementares da Teoria dos Conjuntos e que sdo essenciais para o estudo
da Algebra.

'P. R. Halmos, Naive Set Theory, Undergraduate Texts in Mathematics, Springer-
Verlag, 1974.

391
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A.1 Relacoes e Funcgoes

As nocgoes de relacao bindria e de funcdo estao directamente relacionadas
com a de par ordenado. Por isso, o seu tratamento formal exige a definicao
prévia de par ordenado, que passamos a apresentar. De um ponto de vista
pratico, a propriedade fundamental dos pares ordenados é a equivaléncia

(A.11) (r1,91) = (w2,92) <= 21 =x2 €y = Yo

Os requisitos bésicos para a definicao de par ordenado sdo consequentemente
os de ser expressa em termos de nogoes ainda mais basicas da Teoria dos
Conjuntos, e conduzirem a equivaléncia precedente. Estes requisitos sao
satisfeitos pela:

Definicao A.1.1. Se X e Y sao conjuntos, x € X e y € Y, o PAR OR-
DENADO (z,y) é o conjunto (z,y) = {z,{x,y}}. Os elementos z e y sdo
as COMPONENTES do par (z,y). Ao conjunto de todos os pares ordenados
(z,y), onde z € X e y € Y, chama-se PRODUTO CARTESIANO de X e Y, e
designa-se por X x Y.

A equivaléncia ([AI]]) é uma consequéncia légica directa da Defini¢ao
[ATTl e em particular que (x,y) s6 é igual a (y,x) quando x = y. Com base
na nocao de par ordenado, podemos introduzir outra nocao muito impor-
tante que nos permitird, por exemplo, formalizar a nogao de funcao:

Definigao A.1.2. Uma RELAGAO entre X e Y é um conjunto R de pares
ordenados (x,y), com x € X e y € Y. Escrevemos frequentemente “xRy”
em lugar de “z,y € R”, e se X = Y, dizemos que R é uma RELACAO
BINARIA em X.

E imediato verificar que qualquer relacao R entre X e Y tem associada
uma outra relacao entre Y e X, obtida “trocando” as componentes de cada
par ordenado em R.

Definigao A.1.3. Se R é uma relacao entre X e Y, a RELAGAO INVERSA OU
OPOSTA de R designa-se por R°P, e define-se por R°P? = {(y,x) : (z,y) € R}.

Existem varios tipos importantes de relagoes, e é indispensavel conhecer
as definigoes formais para as relagées de ordem, as relagoes de equivaléncia,
e as funcoes. Consideramos primeiro o caso das relagoes de ordem.

Definicao A.1.4. Seja R uma relagdo no conjunto X. Dizemos que R é
uma relacdo de ORDEM em X se verifica:

(i) Transitividade: Para quaisquer z,y,z € X, se xRy e yRz, entdo zRz.

(ii) Anti-simetria: Para quaisquer x,y € X, se xRy e yRx, entdo x = y.
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Existem também varios tipos de relagoes de ordem, distinguidas pelos
qualificativos estrita/lata e total/parcial. As diferencas entre estes casos sao
as seguintes:

Definicao A.1.5. Seja R uma relagao de ordem em X.

(i) A relagao de ordem R diz-se TOTAL (oposto de PARCIAL) se possui a
propriedade de tricotomia: Para quaisquer xz,y € X, temos xRy ou
yRx ou x = y.

(ii) A relagao de ordem R diz-se ESTRITA (oposto de LATA) se possui a pro-
priedade de anti-reflerividade: Para quaisquer z,y € X, xRy, entao

T #y.

Os exemplos seguintes ilustram as varias possibilidades.
Exemplos A.1.6.

1. A relagao “>” (maior) entre nimeros reais é uma relagdo de ordem estrita
e total.

2. A relagio “>7 (maior ou igual) entre nimeros reais € uma relagdo de ordem
lata e total.

3. A relagio “27 (contém) entre subconjuntos de um conjunto dado € lata e
parcial.

4. A relagao “Q7 (contém estritamente) € estrita e parcial.

Dado um conjunto parcialmente ordenado X, com relacao de ordem
designada por “<”, qualquer subconjunto Y C X fica parcialmente ordenado
com a relagdo de ordem induzida em Y (que ainda designamos por “<”). E
claro que a relagao de ordem em Y pode possuir propriedades que a relagao
de ordem em X nao possui. Por exemplo, pode acontecer que Y C X, para
a relacao de ordem induzida, seja totalmente ordenado sem X o ser. Neste
caso dizemos que Y é uma CADEIA em X.

Exemplo A.1.7.
Em R? considere-se a relacdo de ordem parcial definida por:
(z1,91) < (z2,92) se, e 56 se, y1 = y2 e x1 < T2,

onde a ultima desigualdade se refere a relagcao de ordem usual de nimeros reais.
Neste caso, qualquer subconjunto {(z,y) € R? : y = ¢}, para ¢ € R fizo (i.e.,
uma recta horizontal), é uma cadeia. Note, ainda, que R?, com esta relagdo
de ordem, nao € um conjunto totalmente ordenado.

Vejamos agora uma outra classe de relagoes bindrias muito importante,
as relagoes de equivaléncia:
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Definicao A.1.8. Seja R uma relagao bindria no conjunto X. Dizemos que
R 6 uma RELACAO DE EQUIVALENCIA em X se satisfaz:

(i) Reflerividade: Para qualquer x € X, xRx.
(ii) Simetria: Para quaisquer z,y € X, se zRy, entao yRx.
(iii) Transitividade: Para quaisquer z,y,z € A, se xRy e yRz, entdo zRz.
Vejamos alguns exemplos simples de relacoes de equivaléncia.
Exemplos A.1.9.
1. A relacdo de paralelismo entre rectas do plano € de equivaléncia.
2. A relagdo de igualdade num qualquer conjunto € de equivaléncia.

8. A relagdo de congruéncia mdédulo m no conjunto dos inteiros € de equi-
valéncia.

Ao contrario das relagoes de ordem, uma relacdo de equivaléncia num
conjunto X nao induz, em geral, uma relacao de equivaléncia num subcon-
junto Y C X. Por outro lado, qualquer relacdo de equivaléncia R num
conjunto X determina automaticamente uma classe importante de subcon-
juntos de X.

Definigao A.1.10. Se z € X, a CLASSE DE EQUIVALENCIA de z, designada
z ou [z], é o conjunto

z=[r] = {y € X : 2Ry}.

O conjunto de todas as classes de equivaléncia x diz-se QUOCIENTE de X
por R, e designa-se X/R, i.e.,
X/R={z:ze X} ={{ye X: 2Ry} : 2 € X}.

Exemplos A.1.11.

1. Se considerarmos a relagdo de paralelismo entre rectas no plano, a classe de
equivaléncia de uma recta L € formada por todas as rectas paralelas a L.

2. Se R € a relagao de igualdade no conjunto X o conjunto quociente é X/R =

{{z}:z e X}.

3. Se R € a relagao de congruéncia mddulo m mno conjunto dos inteiros 7 e
a €Z, entioa={a+km:kecZ}.

E um exercicio simples mostrar que duas classes de equivaléncia ou coin-
cidem ou sao distintas.
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Proposigao A.1.12. Se R € uma relagao de equivaléncia em X, entdo,
para quaisquer T,y € X, as sequintes aftrmacoes sdo equivalentes:

(i) zRy;
(i) z =y;
(iii) x Ny # 0.
A dltima classe de relagoes que consideramos ¢é a das fungoes.

Definigao A.1.13. Uma relagdo f entre X e Y é uma FUNGCAO de X em
Y, e escrevemos f: X — Y, se:

(i) para qualquer x € X existe y € Y tal que zfy, e

(i) se zfy e xfy’, entdo y =y’

Devido a (ii), escrevemos y = f(z) em lugar de z fy. Dizemos entdo que X
¢ 0 DOMINIO e Y 0 CONTRADOMINIO da funcao f.

Outras designagoes frequentes para um fungao sao as de APLICAGAO ou
TRANSFORMAGAO.

Exemplos A.1.14.

1. Se X € um conjunto, Ix : X — X, dada por Ix(x) = x, é a FUNGAO
IDENTIDADE em X.

2. Se X DY sdo conjuntos, iy : Y — X, dada por iy(y) = y, é a FUNGAO
INCLUSAO de Y em X.

3. Se R € uma relagio de equivaléncia em X, nx,gr : X — X/R, dada por
7x/r(z) =, € a APLICAGAO QUOCIENTE de X em X/R.

Em geral, se X D X’ e Y DY’, dada uma func¢ao f : X — Y, definimos

fXN={f@):zeX}, e fY)={zreX:f(zx)eY'}.

3

Dizemos entdo que f(X') é a IMAGEM DIRECTA de X’ por f,e f~1(Y’) é a
IMAGEM INVERSA de Y/, também por f. Em particular, a IMAGEM de f é o
conjunto f(X), que se designa também por Im f.

Exemplo A.1.15.

Se f: R — R € a fungdo cosz, temos entdo que a sua imagem € f(R) =
[—1,+1]. A imagem inversa do conjunto {0} ¢ f~1({0}) = {2t w1 n € Z}.

Como bem sabemos, certos tipos de funcées merecem qualificativos es-
peciais:
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Definigcao A.1.16. Seja f: X — Y uma fungado. Entao:

(i) se para qualquer y € Y existe x € X tal que y = f(z), f diz-se
SOBREJECTIVA;

(i) se f(z) = f(2') & x =1/, f diz-se INJECTIVA.

(iii) f diz-se BIJECTIVA, ou uma BIJECGAO, se e s6 se é injectiva e sobre-
jectiva. Neste caso, dizemos que os conjuntos sao EQUIPOTENTES ou
ISOMORFOS.

Exemplos A.1.17.

1. A identidade Ix : X — X € bijectiva.

2. A inclusdo iy : Y — X € injectiva.

8. A projeccio px/r : X — X/R € sobrejectiva.

4. A fungdo cos : R — R nem € injectiva nem € sobrejectiva.

Dadas funcoes f : X — Y eg:Y — Z, a COMPOSICAO de f e g é
a fungao go f : X — Z, lida “g apds f”, dada por (go f)(z) = g(f(x)).
Deixamos como exercicio a verificagao da

Proposicao A.1.18. Sejam X, Y, Z, e W conjuntos. Entao:

(i) Associatividade: Se f : X — Y, g:Y — Z eh:Z — W sao
fungoes, (hog)o f=ho(gof);

(ii) Inversa & esquerda: f: X — Y ¢é injectiva se e s6 se existe g : Y —
X tal que go f = Ix;

(iii) Inversa a direita: f: X — Y € sobrejectiva se existe g : Y — X tal
que fog=Iy;

(iv) Inversa: f : X — Y € bijectiva se e s6 se existe g : Y — X tal
que fog=1Iy ego f =1x. Neste caso, g diz-se a INVERSA de [ e
designa-se por f~1.

Exercicios.

1. Use a Definigao (A1) para provar a equivaléncia ([(AIT)).

2. Exprima as propriedades de anti-simetria e tricotomia de uma relagao R em
termos de R e da sua inversa R°P.

3. Demonstre a Proposi¢ao [(ATTI2).
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4. Prove que, se f: X — Y é uma fungéo e {Y;}icr é uma familia de subcon-
juntos de Y, entao sao validas as identidades

AU =Ur'm, e O =)
el el el el

Serd que estas identidades ainda sdo véalidas se se supusermos que {X;}iecr é
uma familia de subconjuntos de X e substituirmos f~! por f?

5. Seja f: X — Y uma fungao.

(a) Pode existir mais do que uma fungao g : Y — X tal que fog=Iy?
(b) Pode existir mais do que uma funcdo g: Y — X tal que go f = Ix?

(¢) Pode existir mais do que uma fun¢do g : Y — A tal que fog = Iy e
go f=1Ix?

6. Prove os itens (i) e (ii) da Proposicio AT IS,

7. Mostre que a inversa f~! da funcio f: X — Y é

(a) uma funciao f~!: f(X) — X se e s6 se f é injectiva;

(b) uma fungio f~!:Y — X se e s6 se f é bijectiva.

8. Verifique que, se f : X — Y é uma funcdo bijectiva, entdo g = f~! é a tinica
funcdo tal que fog=1Iy ego f = Ix.

9. Prove que, se X # () e Y = (), nao existem funcoes f: X — Y.

10. Se X =0e f: X — Y, entao f é injectiva, e além disso f é sobrejectiva se
esdseY = 0.

A.2 Axioma da Escolha, Lema de Zorn e Indugao

Fizemos ja vérias referéncias ao produto cartesiano de conjuntos. Utilizando
a nogao de fungao, podemos fazer uma andlise um pouco mais cuidada sobre
este conceito, em particular para desde ja introduzir produtos cartesianos
com um numero arbitrario de factores.

O conjunto dos inteiros tem aqui um papel importante. Se n é um inteiro
nao-negativo, designamos nesta secgao por I, = {k € N: k < n} o conjunto
dos primeiros n naturais. Em particular, Iy = (.

Sendo X um conjunto, e f : I, — X uma fungao, é claro que f determina
unicamente um par ordenado com componentes em X (especificamente, o

2 As demonstracdes dos itens (iii) e (iv) requerem o Azioma da Escolha de que falaremos
mais adiante.
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par (f(1), f(2)), que também podemos escrever (fi, f2). Por outras pala-
vras, o conjunto das fungoes f : Iy — X é isomorfo ao conjunto dos pares
ordenados com componentes em X.

Uma observagao andloga é vélida se considerarmos a classe das fungoes
fila— X UY tais que f(1) € X e f(2) € Y. A conclusao continua a ser
que o conjunto das fungoes f : Io — X UY tais que f(1) € X e f(2) € Y
é isomorfo ao conjunto dos pares ordenados (z,y), com z € X ey € Y.
Este conjunto é obviamente o produto cartesiano de X e Y, que designamos
por X xY. E-nos mais conveniente aqui definir mais geralmente produtos
cartesianos directamente como conjuntos de fungoes.

Definicao A.2.1. Sendo X1, Xs,...,X, conjuntos, o seu PRODUTO CAR-
TESIANO, designado por [[1"; X;, é o conjunto das fungodes f : I, — X, tais
que f(k) € Xj. Se f €[], Xi escrevemos f = (f(1), f(2),..., f(n)), ou
f=f1f2 fn)

Se os conjuntos X; sdo todos iguais a X, escrevemos X" (a “poténcia”
n de X) em vez de []"; X. Neste caso, os elementos de X™ dizem-se n-
TUPLOS de elementos de X.

A técnica usada na Definicao [A2.]] para definir produtos cartesianos
com um numero finito de factores pode agora ser directamente aproveitada
para introduzir produtos cartesianos com um nimero infinito de factores.
Neste caso, substituimos a familia de conjuntos X1, X, ..., X,, indexada
pelo pardmetro natural n, por uma familia {X; : ¢ € I}, indexada pelo
parametro ¢ pertencente a um conjunto arbitrario I (E)

Definicao A.2.2. Dada a familia {X; : ¢ € I}, o PRODUTO CARTESIANO
[Lic; X € dado por

HXi ={f:1— UXi’ com f(i) € X; para qualquer i € I}.

il iel
A projecgao candnica my : [[,c; Xi — Xj é a aplicacao que a um elemento
[ € ILier Xi associa f(k) € XkH
Exemplos A.2.3.

1. Para qualquer conjunto X, [[ -y X € o conjunto das sucessoes com valores

em X.

neN

2. [henIn € o conjunto das sucessoes naturais f : N — N que satisfazem
f(n) < n, para qualquer n € N.

3Recorde-se que, dada uma classe de conjuntos X, uma familia indezada por i € I
ndo passa de uma fungdo f : I — X, onde escrevemos X; em lugar de f(i), tal como
frequentemente escrevemos, por exemplo, z, em lugar de f(n) quando falamos de uma
sucessao de nimeros reais.

*Por vezes escrevemos f,, em lugar de f(k), sobretudo quando X é um conjunto finito.
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3. [lyerlz —1,2+1] € o conjunto das fungoes reais f : R — R tais que x —1 <
flx) <z +1.

Nas discussoes precedentes usamos frequentemente classes de funcoes
com dominio X e contradominio Y fixos, em particular para definir produtos
cartesianos. E tradicional usar o stmbolo “YX?” para representar estas classes
de fungoes. Assim,

Definigdo A.2.4. YX = {f: X — Y} é o conjunto de todas as funcoes de
XemY.

Exemplos A.2.5.

1. XN designa o conjunto das funcées f : N — X, i.e., o conjunto das sucessoes
em X.

2. R¥ designa o conjunto de todas as fungdes reais de varidvel real.

3. RE¥R designa o conjunto de todas as funcées reais de duas varidveis reais.

)(XD<X

4. Em geral, € o conjunto das operacgoes bindrias em X.

5. O conjunto X™ também pode designar-se por X 1.

O produto cartesiano [[;c; X; é em geral um subconjunto estrito de

(Uz’e[ XZ-)I, porque naturalmente nem todas as funcoes f : I — (J;c; Xi
verificam a condigao adicional f(i) € X;, para qualquer ¢ € I. No entanto,
se X; = X para qualquer ¢ € I, é claro que

[[xi=]]x=x"

iel iel

Por outras palavras, o conjunto X! é realmente um tipo especial de produto
cartesiano (um produto em que todos os “factores” sao iguais), e é isso que
justifica a respectiva notacdo “exponencial”.

E facilmente demonstravel (por indugao) que [, X; é nao-vazio para
qualquer natural n, desde que os conjuntos X; sejam nao-vazios. A mesma
afirmacao feita a propdsito dum produto cartesiano com um conjunto de
indices arbitrario ¢ um axioma da Teoria dos Conjuntos:

Axioma I (Axioma da Escolha). Se I # () e X; # 0, para qualqueri € I,
entdo [[;c; Xi # 0.

A razao para o nome deste axioma é facil de compreender. Sendo f um
elemento do produto cartesiano referido, f representa a “escolha” de um
elemento em cada um dos conjuntos X;. O axioma afirma, pois, que, dada
uma familia arbitraria de conjuntos, existe sempre uma funcao que “escolhe”
exactamente um elemento de cada conjunto.
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O exemplo seguinte ilustra o tipo de dificuldade que o Axioma da Escolha
permite ultrapassar.

Exemplo A.2.6.

Suponhamos que cada X; € formado por um par de sapatos. Entao podemos
decidir escolher, por exemplo, o sapato direito de cada par. Neste caso o axioma
da escolha € inutil. Por outro lado, se cada X; € formado por um par de meias,
entdo ndo temos critério de escolha, e necessitamos de recorrer ao Azioma da
Escolha para podermos afirmar a existéncia de um conjunto com exactamente
uma meia de cada par.

Muitos resultados de existéncia de um dado conjunto, ou elemento de um
conjunto, satisfazendo esta e aquela propriedade, podem ser reformulados
em termos de existéncia de um elemento maximal para uma relacao de ordem
apropriadaﬁ. Neste contexto, o seguinte resultado desempenha muitas vezes
um papel crucial:

Teorema A.2.7 (Lema de Zorn). Seja X um conjunto nao-vazio par-
cialmente ordenado em que toda a cadeia possui um majorante. Entdo X
contém um elemento mazximal.

Pode-se mostrar que o Lema de Zorn é equivalente ao Axioma da Escolha
(ver o livro de P. Halmos citado no inicio deste apéndice). No exemplo
seguinte fornecemos uma aplicacao tipica do Lema de Zorn.

Exemplo A.2.8.

Seja A um anel, I C A um ideal, e designemos por X o conjunto dos ideais
préprios de A que contém I (é ndo-vazio!). Em X consideramos a relagdo de
inclusdo, que € evidentemente uma relagao de ordem parcial. Se {I; : j € J}
€ uma cadeia em X, entdo possui o majorante UjeJ I; (verifique que este
conjunto € de facto um ideal de A que contém I e portanto pertence a X ).
Concluimos do Lema de Zorn que em X existe um elemento maximal. Por
outras palavras, num anel, todo o ideal proprio estd contido num ideal mazximal.

Em relacao a este exemplo poder-se-ia pensar que uma outra via de
demonstracao seria a seguinte: se I é um ideal de A e ndo é maximal,
entao existe um ideal Iy que o contém. Agora, ou Iy é maximal ou entao
existe um ideal I7; que o contém, e assim sucessivamente. O problema é que
este “e assim sucessivamente” pode nao terminar. O Lema de Zorn serve
precisamente para evitar este tipo de problema.

Pela mesma ordem de razoes, num conjunto X parcialmente ordenado
pode nao existir um elemento minimo, e mesmo se existir elemento minimo,
nada nos garante que um subconjunto Y C X possua elemento minimo. A
definicao seguinte pretende eliminar estas possibilidades.

5As nogdes de majorante/minorante, supremo/infimo e maximo/mfnimo para subcon-
juntos de conjuntos parcialmente ordenados é discutida na Secc¢ao P12.
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Definigao A.2.9. Um conjunto X parcialmente ordenado diz-se BEM ORDE-
NADO se todo o subconjunto S C X néo-vazio possui um elemento minimo.

Obviamente, a relacao de ordem dum conjunto bem ordenado X € to-
tal(ﬁ): se x,y € X, entdo o conjunto {x,y} possui um elemento minimo,
logo oux <youy < x.

Exemplos A.2.10.
1. O conjunto N, com a relagao de ordem usual, é um conjunto bem ordenado.

2. O conjunto Z, com a relagdo de ordem usual, nao € um conjunto bem orde-
nado, pois, por exemplo, o subconjunto {n € Z : n < 0} ndo tem um elemento
minimo.

Um outro resultado equivalente ao Axioma da Escolha e, por conse-
guinte, ao Lema de Zorn é o seguinte:

Teorema A.2.11 (Principio de Boa Ordenagao). Todo o conjunto pode
ser bem ordenado.

Para uma demonstracao deste resultado, referimos mais uma vez o livro
de P. Halmos.

Exemplo A.2.12.

Observamos acima que o conjunto dos inteiros Z, com a relagcdo de ordem
usual, ndo é um conjunto bem ordenado. No entanto, temos por exemplo a
sequinte boa ordenac¢ao de Z:

0,1,-1,2,—-2,....,n,—n, ...

O grande interesse dos conjuntos bem ordenados reside no facto de que
para estes é possivel generalizar o método de inducao usual. Passamos a
designar por s(x) o conjunto dos elementos estritamente menores que x, ou
seja, o “segmento” que termina em x:

s(r) ={y € X 1y <z, ey#ua}
Temos entao:

Teorema A.2.13 (Indugao Transfinita). Seja X um conjunto bem or-
denado, e S C X, com a sequinte propriedade:

Vee X, s(zr) CS = z€S8S.

Entao S = X.

5Daqui em diante, e salvo mencéo em contréario, denotaremos a relagio de ordem (lata)
de um conjunto X parcialmente ordenado pelo simbolo “<”.
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Demonstracdo. Se X —S nao for vazio, seja x o seu elemento minimo. Entao
o segmento s(z) estd contido em S, logo, pela “hipétese de inducao”, = € S.
Como z nao pode pertencer simultaneamente a S e a X — S, temos de ter
X — S vazio, ou seja, X = S. ]

O método de inducao transfinita tem um dominio de aplicagdo bastante
largo, como decorre do Principio da Boa Ordenacao.

Finalmente, aproveitamos para formular a teoria que sustenta as de-
finigoes recursivas referidas no texto, incluindo aqui também as defini¢Ges
recursivas transfinitas.

Sendo A um conjunto, e n € N, consideramos o conjunto A™ de todas
as fungoes f : I, — A, i.e., de todos os n-tuplos (x1,x2, - ,x,) em A.
Consideramos igualmente a classe ® = U2 A", e observamos que uma
“férmula recursiva” é na realidade uma funcio F : & — A. E claro que,
dado um n-tuplo f, € A", f,, = (x1,x2,--- ,x,), a funcdo F permite calcular
um (n + 1)-tuplo fry1 € A" foi1 = (21,22, ,Tp, Tns1), onde 2,01 =
F(fn) = F(x1,22,- -+ ,xp).

O resultado que pretendemos demonstrar é o seguinte:

Teorema A.2.14 (Definigoes Recursivas). Dado x1 € A, existe uma
unica sucessao ¢ : N — A tal que

(i) o(1) =1, €
(i) ¢(k +1) = F(¢1,), para qualquer k € N.
Designamos aqui por ¢\, a restrigao de ¢ ao conjunto Ij.

Demonstragao. Provamos primeiro, e por indugao, que para qualquer n € N
existe f, € A™ que satisfaz as condigoes

(1) fu(1) =21, €
(2) fu(k+1) = F(fn,), para qualquer k < n.

O resultado é evidente para n = 1, definindo f1(1) = x1, e reconhecendo
que a condigao (2) é, neste caso, vazia. Supondo o resultado verdadeiro

para n > 1, existe portanto um n-tuplo f, = (z1,22, -+ ,x,) € A™ que
satisfaz (1) e (2). Definimos f,y1 = (21,22, -+ ,Tn,Tny1) € AL onde
Tnt1 = F(fn) = F(x1,22, -+ ,x,). E imediato reconhecer que f, 1 satisfaz

automaticamente (1), e satisfaz ainda (2), mas agora para k < n + 1.
Suponha-se agora que f, € A" e f,, € A™ satisfazem as condigoes
(1) e (2). Supondo sem perda de generalidade que n < m, provamos a
seguir que f, é a restricao de f,, a I,. Para isso, considere-se o conjunto
D ={k eI, : fulk) # fm(k)}. Supondo D nao-vazio, seja r + 1 o seu
minimo, e note-se que r > 1, porque por hipdtese fn(1) = fin(1) = 1.
Temos, portanto, que f,(k) = fmn(k) para qualquer k& < r, ou seja, as
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restrigoes fp|7, € fm|7, sdo iguais. Mas, neste caso, temos necessariamente
folr +1) = F(fu1,) = F(fmr,) = fm(r + 1), contradizendo a afirmagio
r+1eD.

Podemos finalmente concluir a demonstracdo. Como vimos, para qual-
quer n € N existe exactamente uma funcao f,, € A™ que satisfaz as condicgoes
(1) e (2). Definimos ¢ : N — A por f(n) = fn(n). E imediato verificar que
esta fungao é a unica sucessao que satisfaz as condigoes (i) e (ii). O

O resultado anterior pode ser generalizado, substituindo N por um qual-
quer conjunto bem ordenado X. Neste caso, os conjuntos I,, sdo substituidos
pelos segmentos s(z) = {y € X : y < z}, A, = A*@ é o conjunto de todas
as funcgoes f : s(x) — A, e temos, naturalmente, ® = U,exA,. A “férmula
recursiva” é novamente uma funcao F': & — A.

Enunciamos aqui o resultado correspondente, deixando a demonstragao
como exercicio.

Teorema A.2.15 (Definicoes Recursivas Transfinitas). Ewiste uma
unica fungdo f: X — A tal que f(x) = F(f|s(z)), para qualquer v € X.

Exercicios.

1. Mostre que X x Y é isomorfo a Y x X. Em que condigoes é que é verdade a
igualdade X xY =Y x X7

2. Mostre que X x (Y x Z) é isomorfo a (X xY) x Z.
3. Descreva os conjuntos X?, X e (.

4. Mostre que os conjuntos X Y% e XY x XZ sao isomorfos.

5. Mostre que os conjuntos XY %% e (XY)Z sao isomorfos, desde que Y NZ = (.
6. Mostre que (X x Y)Z é isomorfo a X% x YZ.

7. Use o Axioma da Escolha para provar que f: X — Y é sobrejectiva se e s6
se existe g : Y — X tal que fog=1Iy.

8. Mostre que, se I # ) e X; # 0 para qualquer ¢ € I, entao as projeccoes

5ni e |, i — X sa jectivas.
canoénicas ZeIX X}, sao sobrejectivas

9. Use o Lema de Zorn para verificar que num grupo qualquer todo o subgrupo
préprio esta contido num subgrupo maximal.

10. Demonstre as seguintes afirmagoes:

(a) Todo o conjunto parcialmente ordenado possui uma cadeia maximal;

(b) Toda a cadeia num conjunto parcialmente ordenado estd contida numa
cadeia maximal.
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11. Mostre que o principio de indugao transfinita é equivalente ao principio de
indugéo usual (ver Capitulo Bl) no caso em que X = N.

12. Dé um exemplo de uma boa ordenacao para Q.

13. Mostre que um conjunto X totalmente ordenado é bem ordenado se e sé se
para todo o x € X o segmento s(z) é bem ordenado.

14. Demonstre o teorema lA.2.15 Porque razao nao mencionamos neste enun-
ciado um elemento semelhante a 1 no teorema [A-2.14F

A.3 Conjuntos Finitos

A nossa intuicao diz-nos que um conjunto X ¢é finito se os seus elementos po-
dem ser “contados”. O protétipo dum conjunto finito com n > 0 elementos
¢é dado pelo conjunto dos primeiros n naturais:

I, ={1,2,3,...,n} ={k e N: k <n}.

Note que, se n = 0, obtemos o conjunto vazio: Iy = (). A “contagem” aqui
referida consiste claramente no estabelecimento de uma correspondéncia
(funcao) bijectiva entre X e I,,. Mais formalmente, temos:

Definicao A.3.1. O conjunto X diz-se FINITO se é isomorfo a I,, para
algum n > 0. Se X nao é isomorfo a nenhum I, entdo X diz-se INFINITO.

Exemplos A.3.2.
1. O conjunto I, ¢é evidentemente isomorfo a si proprio, logo € finito.

2. O subconjunto X C Z é finito se e sé se € limitado (exercicio).

Menciondmos no Capitulo [lque X é infinito se e s6 se existe uma funcao
¢ : X — X injectiva e nao-sobrejectiva. Este resultado serd estabelecido na
préxima seccao, onde iremos considerar em detalhe os conjuntos infinitos.
No resto desta secc@o, consideramos apenas o caso dos conjuntos finitos.
Primeiro comecamos por considerar os conjuntos I,,.

Lema A.3.3. Se ¢ : I,, — I, € injectiva, entdo ¢ € sobrejectiva.

Demonstracao. Argumentamos por inducao e notamos que, quando n = 0,
nao hé evidentemente nada a provar(ﬁ).

"Uma funcéo f: X — Y é apenas um conjunto de pares ordenados com propriedades
especiais. E possivel que f seja o conjunto vazio, o que ocorre exactamente quando X
é também vazio. Neste caso, f é necessariamente injectiva, e s6 é sobrejectiva se Y é
igualmente vazio.
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Supondo o resultado véalido para n, seja ¢ : I,41 — I,+1 uma funcao
injectiva, e & = ¢(n + 1). Considere-se (ver figura) a bijeccao v : I,,11 —
I,+1 dada por (n+ 1) = a, (o) =n+1, e Y(x) = x em todos os outros
casos (¢ “troca” os naturais a e n+ 1, e é a identidade se x # a,n + 1, mas
este ultimo facto é irrelevante para a demonstragao).

Definimos ¢* = 1 o ¢ e notamos que ¢* é injectiva (por ser uma com-
posigao de fungoes injectivas), com ¢*(n + 1) = n + 1 (por definigao de v).
Como ¢* é injectiva, se z € I, (i.e., se © # n + 1), temos ¢*(x) # n + 1,
donde ¢*(x) € I, ou ainda ¢*(I,,) C I,.

A restricao de ¢* a I, é portanto uma funcao injectiva de I, em I, e
segue-se, da hipdtese de inducao, que esta restricao é sobrejectiva, ou seja,
que ¢*(I,) = I,. Como ¢*(n+ 1) = n+ 1, temos ainda ¢*(I1+1) = L1,
i.e., ¢ é uma funcao sobrejectiva de I, 1 em I, ;.

o' =100

Figura A.3.1: As fungGes ¢, ¢* e 1.

Observamos finalmente que ¢ = 1~ o ¢* é sobrejectiva, por ser uma
composicao de funcoes sobrejectivas. ]

Proposicao A.3.4. Se X € finito e ¢ : X — X € injectiva, entdo ¢ €
sobrejectiva.

Demonstragao. Seja W : I, — X uma bijeccdo, e note-se que ¢* = ¥ logpo
¥ : [, — I, é injectiva, por ser uma composicao de fungdes injectivas (ver
figura). De acordo com o Lema [AZ33], ¢* é necessariamente sobrejectiva.
Segue-se que ¢ = Wogp* oW~ é uma composicao de funcdes sobrejectivas,
e consequentemente é sobrejectiva. O

Corolario A.3.5. Se ¢ : X — X ¢ injectiva e nao-sobrejectiva, entao X ¢é
infinito.

Exemplo A.3.6.
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(b*:\I/*lO(bO\I]

Figura A.3.2: As fungbes ¢, ¢* e V.

Observdmos no Capitulo @ que a fungdo f: N — N dada por f(n) =n+1 ¢
injectiva e nao-sobrejectiva. De acordo com o resultado anterior, concluimos
que N € infinito.

A demonstracao do coroldrio seguinte fica como exercicio. Por palavras,
a afirmacao é a de que nenhum conjunto finito pode ser isomorfo a um seu
subconjunto estrito.

Corolario A.3.7. Se X € finito, X DY e ¢ : X — Y € injectiva, entio
X=Y.

O exemplo acima mostra que este corolario é falso para conjuntos infini-
tos.

Parece ser dbvio que X é isomorfo a I,, se e s6 se X tem n elementos, e
que neste caso X nao pode ser simultaneamente isomorfo a I, se m # n. Na
realidade, esta afirmacao é uma consequéncia ldogica directa da Proposicao

A34

Corolario A.3.8. Se ¢ : I, — X e : I,, — X sao bijectivas, entdo
n=m.

Demonstracdo. Supomos sem perda de generalidade que m < n, ou seja,
I,, C I,,, e notamos que ¥ = ¢yt o¢ : I, — I, é uma funcio injectiva de I,,
num seu subconjunto I,,,. Segue-se, do Corolario A3 que I,, = I,, i.e.,
n=m. ]
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De acordo com o resultado anterior, se X é finito, existe um wnico inteiro
nao-negativo n tal que X é isomorfo a I,,. Dizemos neste caso que X tem n
elementos, e designamos o nimero de elementos do conjunto finito X pelo
simbolo #X, dito o CARDINAL de X.

Para terminar esta seccdo enunciamos ainda alguns resultados elemen-
tares sobre cardinalidade, cujas demonstragoes serao apenas parcialmente
esbocadas, deixando os detalhes como exercicio.

Proposicao A.3.9. SeY ¢ subconjunto do conjunto X, temos:
(i) Se X € finito, entdo Y € igualmente finito e #Y < #X.
(i) Se X € finito e #Y = #X, entao X =Y.

(iii) Se Y € infinito, entdo X € igualmente infinito.

Esta proposicao pode ser demonstrada recorrendo aos dois lemas que
indicamos a seguir. O primeiro é de demonstragao simples e fica como
exercicio.

Lema A.3.10. Se ¢ : I,, — X € injectiva e ndo-sobrejectiva, entdo existe
o* : In11 — X injectiva.

O proximo lema completa a demonstragao da Proposicao [A.3.9
Lema A.3.11. Se ¢ : X — I, € injectiva, entdo X € finito e #X < n.

Demonstragao. Seja M(X) o conjunto dos inteiros m > 0 para os quais
existe uma funcao ¥,, : I, — X injectiva. Pelo Lema é claro que
#X é o maximo de M (X), pelo que precisamos de verificar que M(X) é
nao-vazio e majorado. Como 0 pertence a M (X), temos apenas a provar
que M(X) é majorado.

Se ¥,, : I, — X é injectiva, a composta ¢ o ¥ : I,, — I, é também
injectiva. De acordo com o Coroldrio [AZ377 nao podemos ter n < m, i.e., n
¢ um majorante de M (X).

Assim, se k é o maximo de M(X), temos k = #X, e como n é um
majorante de M (X) segue-se que #X =k < n. O

A préxima proposicao corresponde claramente as nossas intuigbes mais
bésicas sobre o significado da adicao e produto de nimeros naturais.

Proposigao A.3.12. Se X e Y sdo finitos, entdo:
(i) X UY € finito e #(X UY) < #X + #Y;
(ii) Se X eY sao disjuntos, entio #(X UY) = #X + #Y;

(iii) X x Y € finito e #(X x Y) = (#£X)(#Y).
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Demonstragao. Limitamo-nos a demonstrar o item (ii), deixando as restan-
tes afirmacoes como exercicios.

Sejam ¢ : I, — X e vy : I, — Y duas bijeccoes, donde #X = n e
#Y = m. Definimos a func¢ao ¥ : I, — X UY como se segue:

(k) se 1 <k <n,

(k) =
Y(k —n) sen+1<k<n+m.

E evidente que ¥ é bijectiva, onde a injectividade de ¥ se deve ao facto de
X e Y serem supostos disjuntos. Portanto,

#XUY)=n+m.

Exercicios.
Nestes exercicios, os simbolos X e Y designam conjuntos arbitrarios.
1. Prove o Coroldrio [A317
2. Demonstre o Lema [A3.10

3. Prove que, se ¢ : I, — X é sobrejectiva, entao ¥ : X — [, dada por
U (k) = max{k € I, : (k) = x} é injectiva.

4. Mostre que as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) X é finito e #X < n.
(b) Existe uma funcao injectiva ¢ : X — I,,.

(¢) Existe uma fungao sobrejectiva ¢ : I, — X.

5. Prove que, se X éfinitoe ¢ : X — Y é sobrejectivaou v : Y — X é injectiva,
entao Y é finito e #Y < #X.

6. Demonstre a Proposicao recorrendo ao Corolério [A37 e ao Lema

7. Prove que, se X e é finito, entdo #X = #(X - YY)+ #(X NY).
8. Prove que, se X e Y sao finitos, entao X UY ¢ finito e
HXUY)=#X +#Y —#(X NY).

9. Mostre que, se X e Y sdo finitos, entao X X Y é finito e #(X xY) =
(#X)(#Y).
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10. Prove que, se X1, Xo,..., X, sao finitos, entao:

(a) #(Up—y Xi) < Dopq # X
(b) #(Up—y Xx) = > p_, #Xk, se 0s Xy’s sdo disjuntos;

(C) #(HZ:l Xk) = HZ:l #Xk.

11. Suponha que #X = n e #Y = n. Quantos elementos tém os seguintes
conjuntos?

(a) O conjunto Y de todas as fungoes f: X — Y.
(b) O conjunto das fungoes injectivas f : X — Y.

(¢) O conjunto das fungdes sobrejectivas f: X — Y.

12. Suponha que #X = n, e prove que:

(a) X tem 2" subconjuntos distintos;

(b) X tem (}) = k,(%lk), subconjuntos com k elementos.

13. Suponha que X C Z, e prove que X é finito se e s6 se X é limitado.

A.4 Conjuntos Infinitos

J& provamos varios resultados elementares sobre conjuntos infinitos na secgao
anterior. Provamos também que N é um conjunto infinito. Comecamos
agora por verificar que, em certo sentido, N é o mais pequeno conjunto
infinito.

Lema A.4.1. X € infinito se e s6 se X contém um subconjunto isomorfo a
N.

Demonstracdo. Se existe um subconjunto Y de X e uma bijeccao ¢ : N — Y,
segue-se que Y € infinito, e portanto X ¢ infinito, de acordo com a Proposicao
A3 (iii).

Suponha-se agora que X ¢ infinito, e mostremos que existe uma funcao
injectiva ¢ : N — X (o conjunto Y serd entdao ¥ = X). A funcdo ¢ é uma
sucessao que definimos recursivamente.

Como X # (), existe 1 € X, e definimos ¢(1) = x1. Suponha-se agora
que ¢ estd definida e é injectiva em {1,2,...,n}. Consideramos o conjunto
Zn =X —{¢(1),...,6(n)}, e observamos que Z,, # (), j& que caso contririo
X teria n elementos. Sendo z um qualquer elemento de Z,,, definimos ¢(n+
1) = z, e concluimos que existe uma fungao ¢ : N — X que por definigao é
injectiva. ]

Este resultado simples permite-nos completar o Corolério [AZ3.0] e justi-
ficar a caracterizacao dos conjuntos infinitos mencionada nos exercicios do
Capitulo [
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Teorema A.4.2. X € infinito se e sé se existe ¢ : X — X injectiva e
nao-sobrejectiva.

Demonstragao. J& sabemos (Coroldrio [AZ30)), que se ¢ : X — X é injectiva
e nao-sobrejectiva, entao X € infinito. Resta-nos portanto provar que se, X
é infinito, existe necessariamente uma fungéo com estas caracteristicas.

Se X ¢ infinito, existe, de acordo com o Lema [AZZJ] uma funcao (su-
cessdo) injectiva ¢ : N — X. Definimos Y = ¥ (N), e observamos que
¥ : N — Y é uma bijeccao. Definimos ¢ : X — X como se segue:

x sex &Y,
¢(z) =
P~ (z) + 1) sexeY.
E facil verificar que ¢ é injectiva e nao-sobrejectiva. O

As propriedades dos conjuntos infinitos que vimos até agora nao tém
nada de realmente surpreendente. A primeira observacao que fazemos que é
de algum modo inesperada é a de que o Lema [AZZT nao pode ser reforcado:
h& conjuntos infinitos que nao sao isomorfos a N. No que se segue, usaremos
o simbolo P(X) para designar o conjunto de todos os subconjuntos de X.

Teorema A.4.3 (Cantor). Seja ¥V : X — P(X) uma fungao. Entio U
nao € sobrejectiva.

Demonstracao. Argumentamos por contradicdo, usando uma ideia seme-
lhante & que referimos no Capitulo [l em ligacdo com o paradoxo de Russell.
Seja ¥ : X — P(X) e definase Y = {z € X : z ¢ U(x)}, claramente
um elemento de P(X). Se U é sobrejectiva, existe um elemento y € X tal
que Y =¥(y),etemosy € Y,ouy €Y.
Vejamos agora que ambos 0s casos sao impossiveis:

(i) Sey € Y = U(y), segue-se, da definicao de Y, que y € Y, o que é
absurdo;

(ii) Se y ¢ Y = ¥(y) segue-se, da definicdo de Y, que y € Y, o que é
igualmente absurdo.

Concluimos que nao existe y € X tal que Y = ¥(y), logo, ¥ nao é sobrejec-
tiva. ]

Exemplos A.4.4.
1. Para ilustrar a técnica da demonstrag¢ao acima, suponha-se que X = {0,1},

donde
P(X) = {(Z), {0}7 {1}7 {07 1}}

Se U : X — P(X) € dada, por exemplo, por ¥(0) = {1}, e U(1) = {0,1}. Te-
mosY ={zx € X :x ¢ U(x)} = {0}, e obviamente Y ¢ ¥(X) = {{1},{0,1}}.
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2. Considere-se o conjunto P(N) formado por todos os conjuntos constituidos
por naturais. De acordo com o resultado acima, este conjunto ndao é isomorfo
a N. Por outro lado, a fungdo ® : N — P(N) dada por ®(n) = {n} é eviden-
temente injectiva, e portanto P(N) € infinito.

Definicao A.4.5. O conjunto X diz-se NUMERAVEL se e sé se é finito ou
isomorfo a N. Caso contrario, X diz-se (infinito) NAO-NUMERAVEL.

De acordo com o que vimos, X é um conjunto infinito se e s6 se contém
um subconjunto infinito numeravel, mas existem conjuntos infinitos néao-
numeréveis, como por exemplo P(N). Por outro lado, observe que ha con-
juntos nao-numeréaveis que, nao sendo isomorfos a N, nao sao também iso-
morfos entre si. Exemplos sdo os conjuntos P(N), P(P(N)), P(P(P(N))),
etc.

Dos conjuntos com que lidamos habitualmente, o exemplo mais simples
dum conjunto infinito nao-numerével é R, o conjunto dos niimeros reais. Va-
mos agora demonstrar este facto, utilizando para isso a seguinte propriedade
destes numeros, que é usualmente apresentada como uma consequéncia do
Azioma do Supremo.

Proposigao A.4.6. Qualquer sucessdo mondtona e limitada de niumeros
reais € convergente.

A demonstragao desta proposicao é feita no Capitulo Bl onde os niimeros
reais sao introduzidos de forma construtiva.

Teorema A.4.7. R € um conjunto nao-numerdvel.

Demonstracao. Seja ¢ : N — R uma sucessao qualquer de numeros reais.
Temos a demonstrar que ¢ nao é sobrejectiva, i.e., que existe z € R tal que
x ¢ §(N).

Existem reais aj e by tais que a; < by < ¢(1). Em particular, ¢(1) ¢
[a1,b1]. E facil definir recursivamente sucessdes an € by, respectivamente
crescente e decrescente, tais que a, < by, e ¢p(n) & [an,by]. E evidente
que ambas as sucessoes sao limitadas por ay e by. Segue-se, da Proposigao
[AZ8 que ambas tém limites, respectivamente a e b. E também claro que
a, < a < b < by, donde concluimos imediatamente que a # ¢(n), para
qualquer n € N, e ¢ nao é sobrejectiva. O

Exemplo A.4.8.

O congunto {0,1}, das sucessdes com walores em {0,1}, (ditas sucessées
bindrias) € igualmente ndo-numerdvel. E neste caso facil wverificar direc-
tamente que {0,1}" ¢ isomorfo a P(N). Para isso, note-se que uma su-
cessao bindria ¢ : N — {0,1} € completamente determinada pelo seu su-
porte, i.e., pelo conjunto dos naturais n, onde ¢(n) # 0. Por outras palavras,
U : {0,131 — P(N), definida por ¥(¢) = {n € N: ¢(n) # 0}, é uma bijec¢do.



412 Apéndice A. Complementos sobre a Teoria dos Conjuntos

E possivel utilizar a bijeccao deste exemplo, juntamente com alguns fac-
tos elementares sobre expansoes de ntimeros reais na base dois para provar
que, na realidade, tanto P(N) como {0, 1} sdo isomorfos a R (exercicio).

Nao definiremos o simbolo “#X” quando X é um conjunto infinito. Usa-
remos no entanto o simbolo “|X|”, também lido cardinal de X, onde X de-
signa um qualquer conjunto (finito ou infinito), como parte das expressoes
49X =Y, “X] < Y] e “X] < |Y|”, com os significados que indicamos
abaixo:

Definicao A.4.9. Escrevemos:
(i) |X| =[Y|se X eY sao isomorfos, i.e., se existe uma bijecgdo ¢ : X —
Y;
(i) |X| < Y| se X é isomorfo a um subconjunto de Y, i.e., se existe uma
fungao injectiva ¢ : X — Y
(iii) |X| <|Y]se |X]| <]|Y], e X nao é isomorfo a Y.

A igualdade “|X| = [Y|” e a desigualdade “|X| < |Y|” sdo andlogas
as igualdades e desigualdades entre nimeros “#(X) = #(Y)” e “#(X) <
#(Y)” quando X e Y sao finitos. Por isso mesmo, nesse caso podemos
escrever #X = |X|. Mesmo quando X e Y sdo infinitos, o cardinal tem
algumas propriedades semelhantes as das igualdades e desigualdades entre
numeros, de que destacamos a titulo de exemplo as seguintes, ambas de
demonstragao imediata.

Proposicao A.4.10. Sejam X, Y e Z conjuntos.
(i) Se |X|=1Y]| e|Y|=|Z|, entao | X| = |Z|;
(i) Se | X|<|Y]| el|Y|<|Z|, entao | X| < |Z].
Parece também intuitivamente evidente que
(X[ <[Y]e Y] <|X| = [X]=]V].

A demonstracao deste facto nao é no entanto ébvia, pelo menos para conjun-
tos infinitos. Comegamos por provar um lema auxiliar, que sabemos ja ser
verdadeiro quando X ¢ finito, caso em que se pode reforcar com a conclusao
adicional “e X =Y.

Lema A.4.11. SeY C X e ¢: X — Y € injectiva, entio | X| = |Y|.

Demonstragdo. Definimos recursivamente duas sucessoes de conjuntos como
sesegue: X1 =X, Y1 =Y, eparan > 1, X;, = ¢(Xpn—1) e Yy, = 0(Yn—1)
Definimos ainda Z,, = X,, — Y, e

o
7 = U Z,.
n=1
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E claro que (X—Z)CY,porque,sex € Xex gY =Y, entdo x € 77,
donde x € Z. Além disso, se x € Z, i.e., se existe n tal que z € Z,,, entao
¢(2) € Zn+1, ou seja, d(v) € Z.

Definimos ¥ : X — X por

o(x) se x € Z,
U(x) =
x sex ¢ Z.

Note-se que U(X) C Y, pois, se x € Z, entdo ¥(x) = ¢(x) € Y, e, se
x & Z, entdo x € Y e U(zr) = x. Provamos em seguida que Y C ¥(X),
para concluir que U(X) =Y. Para isso, considere-se x € Y, e note-se que
se x € Z entdo x = ¥(z) € ¥(X). Se, por outro lado, z € ZNY, entao
x € Zy para algum n > 1 (é 6bvio que Y nao contém nenhum ponto de Z1),
e portanto x € ¢(Z,—1), donde x € U(X).

Figura A.4.1: Os conjuntos Z1, Zs, Z3, ...

Como V(X)) =Y, para concluir a demonstracao do lema resta-nos esta-
belecer que ¥ é injectiva. Suponha-se para isso que x,y € X e que = # .
Consideramos trés casos:

(i) Se x,y € Z, entao ¥(x) # V(y), porque ¥ = ¢ em Z, e ¢ é injectiva.
(ii) Se x,y € Z, entao ¥(x) # ¥(y), porque ¥ é a identidade em X — Z.

(ili) Se x € Z ey & Z, entao V(zx) # V(y), porque ¥(y) =y & Z e
U(z) =o¢(z) € Z.

Concluimos, pois, que X e Y sao isomorfos. O

Exemplo A.4.12.
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A construcao de Y na demonstracdo precedente € engenhosa mas simples.
A titulo de ilustragdo, supomos X = Ng = {n € Z :n >0}, Y =Ne
¢(x) = x + 2. Neste caso, € dbvio que X,, = {k € Z : k > 2(n—1)} e
Y, ={ke€eZ:k>2n-1)+1}. Segue-se que Z, = {2(n — 1) : n € N},
e Z € claramente o conjunto dos inteiros pares ndao-negativos. A fun¢do ¥
descrita no teorema anterior reduz-se a funcao ¢ no conjunto dos inteiros
pares nao-negativos, e € a identidade sobre o conjunto dos naturais impares.
E evidentemente uma bijeccao de X em Y.

Podemos agora demonstrar o

Teorema A.4.13 (Schroeder-Bernstein). Se |X| < Y| e [Y| < |X]|,
entao | X| =Y.

Demonstracdo. Sejam ¢ : X — Y e : Y — X fungoes injectivas, Z =
(YY), e note-se que o ¢ : X — Z é injectiva. Como Z C X, existe, de
acordo com o lema anterior, uma bijeccao ¥ : Z — X, e é evidente que a
composta Yo : Y — X é uma bijeccao. ]

O Teorema de Schroeder-Bernstein permite-nos frequentemente provar
que dois conjuntos sao isomorfos, sem exibirmos explicitamente uma bijeccao
entre esses conjuntos. O exemplo seguinte ilustra isso mesmo.

Exemplo A.4.14.

Considerem-se os conjuntos X = NxNeY =N. A funcio ¢ : N —- N x N
dada por ¢(n) = (n,1) € injectiva, e de acordo com o Teorema Fundamental
da Aritmética a funcdo v : N — N x N dada por (n,m) = 2"3™ € também
injectiva. Segue-se do Teorema de Schroeder-Bernstein que N e N x N sdo
isomorfos.

Dado que [N x N| = |N|, é facil provar os seguintes resultados, cuja
demonstracao deixamos como exercicio.

Proposicao A.4.15. Sejam X, X,, e Y conjuntos numerdveis.
(i) SeY # 0 e X €infinito, entao | X xY| = |X]|, i.e., X XY € numerdvel.
(ii) O conjunto | Jo- | X, € numerdvel.

Esta proposi¢gao mostra que o comportamento da nogao de cardinal face
as operacgoes de uniao e produto de conjuntos infinitos é um pouco peculiar.
Enunciamos abaixo dois resultados gerais, referentes a unioes e produtos,
que exemplificam bem esta observacdo. Nao demonstramos nenhuma das
afirmacgoes, para nao nos envolveremos demasiado em questoes técnicas da
teoria dos conjuntos (veja no entanto alguns dos exercicios abaixo).

Teorema A.4.16. Se X ¢ infinito e |Y| < |X|, entao:
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(i) | X UY|=|X];
(i) | X x Y| =|X|, se Y #0.

Exercicios.
1. Prove que Z e QQ sao numeraveis.
2. Mostre que os intervalos [0,1], ]0, 1], e [0, 1] (em R) s@o todos isomorfos a R.

3. Seja X um conjunto numerdvel (finito ou infinito). Em cada um dos exem-
plos seguintes, diga se o conjunto indicado é numerdvel (finito ou infinito) e
justifique a sua resposta.

(a) O conjunto X {1} das fungdes f: {0,1} — X.
(b) O conjunto X' das fungoes f : I,, — X.
(¢) O conjunto Y = Jo2, X1
(d) O conjunto X" das funcdes f: N — X.
(e) O conjunto {0,1}* das fungdes f: X — {0,1}.
(f)

O conjunto das sucessoes f : N — X que sao “eventualmente constantes”,
i.e., para cada uma das quais existe N € Ntalquen > N = f(n) ==z €
X.

(g) O conjunto Pun(X) das partes finitas (i.e., os subconjuntos finitos) de X.
4. Mostre que o conjunto dos polindmios com coeficientes racionais é numeravel.

5. Prove que, se os conjuntos X,, sao numeraveis, entao também sao numeraveis
. N
os conjuntos | J,,_; Xn e Uy~ Xn.

. ~ (o ~ N . [
6. Prove que, se os conjuntos X,, sdo numerdveis, entdo [[_; X, é numeravel.
s oo 7 7 ?
Quando é que []~; X,, é numeravel?

7. Prove que, se X é infinito, Y C X e Y é finito, entdo |X|=|X —Y|.
8. Prove que, se X é infinito, Y C X, X — Y é infinito e Y é numeravel, entao
|X| = |X —Y|. Conclua que, se X é ndo-numerdvel e Y é numerdvel, entdo

IXUY|=|X].

9. Seja {0,1}" o conjunto das sucessdes bindrias. Prove que {0, 1}V ¢ isomorfo
ao intervalo [0,1] em R, e portanto isomorfo a R.

10. Seja {0, 1} o conjunto das sucessoes bindrias. Prove que {0, 1} x {0, 1}
é isomorfo a {0, 1}, e conclua que R™ é isomorfo a R para qualquer n.

11. Suponha que |X,| < |R| e prove que ||, ; X,| < |R|.

12. Cousidere a sucessao de conjuntos X; = N, X,,11 = P(X,). Prove que
existe um conjunto Y que verifica |Y| > | X,,|, para qualquer n € N.
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13. Seja X um conjunto infinito e Pgn(X) o conjunto das partes finitas de X.
Mostre que | X| = |Pan(X)|.



Sugestoes de Leitura
Adicional

A Algebra é uma area vastissima da Matematica, estando fora de questao
fornecer um lista de referéncias que faga justica a essa vastidao. Parece-nos
util, no entanto, deixar ao leitor algumas referéncias e fontes para trata-
mentos alternativos e leitura adicional. Listas bibliograficas muito mais
exaustivas podem ser encontradas nalgumas das referéncias listadas. Es-
peramos que a leitura deste texto encoraje o leitor a prosseguir um estudo
mais profundo desta area da Matematica, o que poderd fazer, consultando
algumas das referéncias abaixo.

Referéncias Gerais

Alguns textos universalmente reconhecidos como excelentes referéncias, onde
se fornecem exposigoes basicas de Algebra e que incluem muitos dos topicos
cobertos neste livro, sao:

e G. Birkhoff e S. MacLane, A Survey of Modern Algebra, AKP Classics,
Natick, MA, 1994.

e T. Hungerford, Algebra, Springer-Verlag, New York, 1989.
e N. Jacobson, Basic Algebra, W. H. Freeman, New York, 1989.
e S. Lang, Algebra, Adison-Wesley, Massachusetts, 1994.

Um livro um pouco menos ambicioso, mas com uma exposicao mais
“recreativa” e por isso bastante agradavel, é:

e M. Artin, Algebra, Prentice-Hall, New Jersey, 1991.

Também devemos mencionar os 2 volumes de Bourbaki dedicados a
Algebra, que podem ser utilizados, por exemplo, como referéncias auxili-
ares pontuais:

e N. Bourbaki, Elements of Mathematics - Algebra, Capitulos 1 a 7,
Springer-Verlag, New York, 1990.

417
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Finalmente uma boa referéncia que cobre os aspectos fundamentais da
Teoria das Categorias é:

e S. MacLane, Categories for the Working Mathematician, Springer-
Verlag, Berlin, 1972.

Teoria dos Conjuntos

A nossa referéncia preferida como introdugao a este assunto é sem duvida
e P. Halmos, Naive Set Theory, Springer-Verlag, New York, 1974.

Sobre os problemas de Ldégica e Fundamentos da Matemética aflorados no
texto, podemos referir também as seguintes obras:

e M. Eisenberg, Aziomatic Theory of Sets and Classes, Holt, Rinehart
and Winston, New York, 1971.

e E. Mendelson, Introduction to Mathematical Logic, Chapman & Hall,
London, 1997.

Grupos

Todos os aspectos classicos da Teoria dos Grupos, incluindo alguns dos
tépicos que nao sao discutidos neste livro (por exemplo, a Teoria de Re-
presentagoes e a cohomologia de grupos) sdo cobertos em

e D. Robinson, A Course in the Theory of Groups, Springer-Verlag, New
York, 1993.

A referéncia mais classica sobre a Teoria dos Grupos é o seguinte livro de
Hall, que nos parece ainda bastante recomendével:

e M. Hall, The Theory of Groups, The Macmillan Co., New York, 1959.

Estas referéncias nao incluem, claro estd, a classificagao dos grupos finitos
simples. Para essa recomendamos, como introducao, o artigo

e R. Solomon, “On finite simple groups and their classification”, Notices
of the American Mathematical Society 42, 231-239 (1995).

Como curiosidade referimos que as tabelas com as representagoes, caracteres,
e informagao relacionada, sobre os grupos finitos simples, foram compilados
no livro

e J. Conway, R. Curtis, S. Norton, R. Parker e R. Wilson, Atlas of Finite
Groups, Clarendon Press, Oxford, 1985.
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Anéis e Modulos

Os varios textos que Jacobson escreveu sobre Algebra sao todos eles excelen-
tes referéncias sobre anéis e a sua estruturaﬁ. Podemos citar por exemplo:

e N. Jacobson, Lectures in Abstract Algebra, volumes I, II e III, Van
Nostrand Company, Princeton, NJ, 1964.

e N. Jacobson, Structure of Rings, American Mathematical Society, Col-
loquium Publications, volume 37, Providence, RI, 1956.

Uma outra referéncia classica é

e [. Kaplanski, Fields and Rings, University of Chicago Press, Chicago,
1972.

Uma direc¢ao muito importante em que a teoria dos anéis e dos médulos se
expandiu, com origem na Topologia, é a Algebra Homoldgica. Esta sé de
passagem é aflorada nos exercicios deste texto. Duas referéncias excelentes
sao:

e S. MacLane, Homology, Springer-Verlag, Berlin, 1974.

e C. Weibel, An Introduction to Homological Algebra, Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge, 1994.

Corpos e Teoria de (zalois

Todas as referéncias gerais que fornecemos acima incluem discussoes mais ou
menos completas sobre extensoes de corpos e Teoria de Galois. No entanto,
uma referéncia cléssica é:

e E. Artin, Galois Theory, Dover Publications, Mineola, NY, 1998.

O livro de Kaplanski que citamos acima também é uma boa referéncia. Duas
referéncias que seguem um ritmo menos intenso, e que sao uma boa fonte
de exemplos e exercicios, sao:

e L. Gaal, Classical Galois Theory with Examples, AMS Chelsea Pu-
blishing, Providence, RI, 1998.

e [. Stewart, Galois Theory, Chapman and Hall, London, 1989.

A Teoria de Galois classica conheceu vérios desenvolvimentos posteriores.
Um dos mais interessantes é, na nossa opiniao, a Teoria de Galois Diferen-
cial que permite lidar, por exemplo, com extensoes transcendentes. Uma
excelente exposi¢ao é dada no livro

8Nathan Jacobson (1910-1999) foi um dos grandes algebristas do século XX, e deu
contribuigoes fundamentais & Teoria dos Anéis.
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e [. Kaplanski, An Introduction to Differential Algebra, Hermann, Paris,
1957.

Finalmente, uma boa referéncia para a Teoria dos Nimeros na sua vertente
algébrica é:

e S. Lang, Algebraic Number Theory, Adison-Wesley, Massachusetts,
1970.

Algebra Comutativa

Como excelentes introducoes a Algebra Comutativa recomendamos:

e M. Atiyah e I. MacDonald, Introduction to Commutative Algebra,
Adison-Wesley, Massachusetts, 1969.

e P. Samuel e O. Zariski, Commutative Algebra, Van Nostrand, Prince-
ton (1960).

Uma excelente introducgao, a um nivel mais basico, mas que inclui aplicagoes
concretas a Geometria Algébrica e a Teoria dos Nimeros é o livro

e M. Reid, Undergraduate Commutative Algebra, London Mathematical
Society, Cambridge University Press, Cambridge, UK, 1995.

Ao leitor mais audacioso, que queira mergulhar nas dguas mais profundas
da Geometria Algébrica, recomendamos por exemplo:

e R. Hartshorne, Algebraic Geometry, Springer-Verlag, New York, 1976.
Deixamos ainda duas referéncias sobre bases de Grobner e suas aplicagoes:

e W. Adams e P. Loustaunau, An Introduction to Grobner Bases, Ame-
rican Mathematical Society, Providence, RI, 1994.

e D. Cox, J. Little e J. O’Shea, Grobner Bases, A Computational Ap-
proach to Commutative Algebra, Springer-Verlag, New York, 1993.

Outros

A nossa ultima sugestao de leitura adicional é um livro que nao pertence a
nenhuma area da Matematica, ou que pertence a todas, e escrito pela mao
de DeusE:

e M. Aigner e G. Ziegler, Proofs from THE BOOK, Springer-Verlag,
Berlin, 1998.

9Esta nossa afirmacéo, sem ddvida um pouco audaciosa, estd para além do ambito
deste livro. Se quiser compreendé-la, tera de ler a introdugdo ao livro a que nos referimos
aqui.
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