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35.1 Série de Fourier na forma de exponenciais complexas

Seja f definida em [0, 27|, para simplificar notagao, integravel neste intervalo, e a sua série
de Fourier

J’_
ag
SFf(z) = 5 Zl ay, cos (nx) + by, sen (nx)) ,
1 27
com a, = — f(z)cos(nx)dx e by,=: |, f(x)sen(nz)dr.
7r

0
Utilizando as férmulas de Euler, podemos escrever

a znz + e~ ne einz o e—inz
SFy(z) = 0—|—Z<an b )

n=1 2
_ %o f ap, — by pine y On + by, p-ina
2 & 2 2
+00 '
_ Z Cneznz
com’ ,
—“"_2"’" sen > 1
Cn = QL sen=0 |, (35.1)
a_n+ib_n
5 sen < —1
ou seja
( % 027r f (x) cos(nz)—;'sen(nz) dx sen>1
Cn = %(% 027rf(x)dx) sen=0

\ % 027rf (ZL‘) cos(—nz)—i—;sen(—nz)dx sen < —1

( o 027r f () (cos (nx) — isen (nx))der sen >1

= = OQKf(x)dx sen=0
\ = 02« f () (cos (nx) — isen (nx))dr sen < —1
1 2 —Zn.z'

= [ e

1Ou seja, para n >0,
an=Cpnt+c_n € by=i(c,—c_p).
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Resumindo na forma de exponenciais complexas a série de Fourier de uma funcao f :
[0, 27] — C escreve-se

+00 ' 1 27
SF — neznz = —
() Z c com  ¢n = o

™

f(z) e dy

n=—oo

35.2 Convergéncia em média quadratica

A série de Fourier de uma fungao f integrével em [0, 27], pode-se escrever na forma

+oo
SFy(z) =) anpn (1),

n—=—oo

onde as fungoes ¢,, () sao definidas por
einz

O (T) = Nors

€ OS Coeﬁcientes por
27
Qp = fgp_ndxa
0

onde @, designa o complexo conjugado da funcao ¢,, (portanto g, = 6\;;—:6 ). Estas fungoes

,, satisfazem a seguinte relacio?

6i(m—n)27r 1

27 L 1 o ( _) m sem;én
Om Prdr = — enmTME dy =
0 21 Jo 1 prom
5= Jo d sem=mn

0 sem#n

1 sem=n

= dmn -

Entao se definirmos o produto interno (num espago adequado)

27

(f.9) = fgdx,

0

temos
(Prm» On) = Omym,

20 sfmbolo 6y, & designado por delta de Kronecker e & definido por:

5m,n={ 0 sem+#n

1 sem=n "
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ou seja podemos interpretar o conjunto das fungoes {¢, },y como uma base ortonormada
de um certo espaco. Por outro lado com esta notacao vem

an:<f790n>7

que pode ser interpretado como a projeccao de f na direccao ¢,,, € portanto

+o0

SFr=">" (f.¢n)¢n (35.2)

n—=—oo

serd a projeccao no espaco gerado pela base {¢,}, . Este espago serd um subespago dum
espaco designado L? ([0, 27]) a que estd associada a norma

1l = VA1)

2
_ / £ d.
0

Neste espaco constituido de funcgoes de quadrado integravel, devemos entao considerar

f=g sse ||f—gll=0.

Ou seja devemos identificar fungoes difiram apenas num conjunto de medida nula. Do
mesmo modo devemos considerar que uma sequéncia de fungoes f,, € L? ([0, 27]) converge
para f € L2 ([0,27]) sse

tm L7~ fll =0,

ou seja sse
2w
lim/ |\ fn — fI? dz = 0.
" Jo

Esta convergéncia é designada por convergéncia em média quadratica. Portanto é
neste sentido que deve ser considerada a convergéncia da série (35.2). Pode-se mostrar que o
espaco gerado pela base {¢, }, .y € de facto todo o espago L? ([0, 27]). Ou seja para qualquer

f € L*([0,27]) tem-se
+o0

= {fr¢n) en

n—=—oo

E este resultado que é enunciado no seguinte Teorema.

Teorema 35.1 Dado f € L*([0,27]), defina-se

1 2

N
Cp = — f(x)e ™ dr e fy(z)= Z cn€™.

2
0 n=—N

FEntao

Jn [ @ - r@fa=o
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35.3 Equagao do Calor nao homogénea

Considere-se o problema do calor numa barra de comprimento L e com constante de difusao
térmica k, em que é dada uma distribuigao inicial de temperatura f (z) e as extremidades
da barra sao mantidas as temperaturas T} e T5:
( Ou 0?u

k

ot " ox?

\ u(O,x):f(w)

J4 resolvemos este problema no caso T} = 75 = 0. Se tentarmos seguir a mesma estratégia
de resolucao deparamo-nos com uma dificuldade: apesar de ser possivel determinar solucoes
separadas do problema sem a condicao inicial:

ou_
ot 0x?

u(t,O):T1
{ u(t,L) =Ty

este 1ltimo problema nao é homogéneo; combinacgoes lineares de solugoes nao sao solugoes.
Pelo que nao é 1itil determinar muitas solugoes deste problema. Em vez disso vamos deter-
minar apenas uma solugao g, i.e. uma fungao (simples) que satisfaz

Quy _, Ouo
o Ox?
() (t, O) = T1
Up (ta L) = T2
Uma vez determinado ug vamos procurar a funcao w = u — ug. Esta funcao deve ser tal que
(w | w
ot Ox?
w (t,0) =0 7
w(t,L)=0
( w(0,2) = f(x) —uo (0,2)

uma vez que
ow B kﬂ?uo B k02w
ot Ot ot 0x? or2 02’

w(t,O):u(t,O)—uo(t,O):Tl—ﬂ:O,
w(t,l):u(t,l)—UO(t,l):Tg—’B:O,

Ow Ou  Oug kﬂ?u
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w(0,2) =u(0,2) —ug (0,2) = f (x) —uo (0, ).
Portanto w satisfaz uma equacao que ja sabemos resolver. Uma vez determinada a funcao

w, obtemos a funcao pretendida é u = ug + w.

Do ponto de vista matemadtico qualquer funcao ug nas condicoes indicadas servird para
resolver o problema, pelo que a escolha deverd obedecer a um critério de simplicidade. Do
ponto de vista fisico serd interessante escolher uma funcao ug nas condig¢oes indicadas que
tenha um significado fisico relevante.

No presente caso, determinar (se possivel) ug independente da varidvel ¢ serd uma boa escolha
uma vez que terd a interpretacao fisica 6bvia de solugao de equilibrio do problema

Quy _ ) O%uo
ot Ox2
{ Ug (ta O) = Tl

Uop (ta L) = T2

A funcao w terd entao a interpretacao da diferenca de temperatura em relagao ao equilibrio
quando distribui¢ao inicial de temperatura é f (x).

2
Ug e
= 0 e primitivando duas

0x?

vezes vem ug () = A + Bx. Finalmente as condigoes fronteira impoem

Ty — T
uo (2) =T1+%33,

que é, portanto, a solucao de equilibrio procurada. Por outro lado a fun¢ao w foi determinada

m (33.1) e é
2
Zb e L2ktsen (W—Lnx) ,

onde os coeficientes b, sao determlnados por

f(x)—up( Zb sen (—x)

Atendendo a forma de ug e ao nosso conhecimento sobre séries de senos concluimos que a
solugao procurada é (pelo menos no caso de f ser continua e seccionalmente monétona)

2n2k ™
u(t,z) = T1+ Zbe 2 tsen(fx),

onde os coeficientes b, sao determinados por
2 [ Ty — T
by, = E/o (f (x) — (T1 + %m)) sen (W—an) dx.

O método utilizado na resolucao deste problema é facilmente generalizdvel para resolver
outros problemas nao homogéneos como aqueles se indicam nos seguintes exemplos.

) ou N o
Portanto, impondo —tO = 0 (solugao de equilibrio), obtemos
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Exemplo 35.1 Considere-se o sequinte problema

((Ou  O%u
= — +sen (mx)

ot Ox?

L u(0,2) = sen ()

( Uma barra, com as extremidades sempre a 0 graus, é aquecida na parte central.)

0
Vamos procurar uma solug¢do ug de equilibrio (i.e. tal que % = 0) do problema sem a
condicao inictal. Obtemos
ug (r) = —sen (mx) com wup(0) =wug (1) =0,
donde
ug (x) = — sen (rx).
Vamos agora determinar w = u — ug. Temos
((Ow _ Ow
ot 0x2
w(t,0) =0
w(t,1) =0
( w(0,2) = (1 — %) sen (mz)
Donde .
w(t,x) = et (1 — P) sen ()
e

u(t,z) = (6‘“2t (1 - %) + %) sen () .

Exemplo 35.2 Considere-se o sequinte problema

{ ©(0,z) = cos (mx)

(Uma barra isolada é aquecida e arrefecida periodicamente e uniformemente sequndo uma
lei sinusoidal.)
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Vamos procurar uma solu¢ao ug que nao dependa da varidvel x (i.e. uma solu¢ao uniforme)
do problema. Obtemos

ug (t) = sent,
donde podemos tomar
ug (t) = — cost.

Vamos agora determinar w = u — ug. Temos

o _ ot
ot 022
ow
%(t,O) =0
%(t,l) =0
(L w(0,2) = cos (mz) + 1

Donde
2
w(t,r) =e " "cos (mx) + 1

u(t,z) = e ™t cos (mz) + 1 — sent.



