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Apontamentos

29.1 Equacao linear homogénea de ordem n; continuagao

Y 4 a0y 4oy + gy + a1y +agy =0 (H)

29.1.1 Raizes complexas conjugadas

Se A é uma raiz complexa com multiplicidade m de um polinémio caracteristico com coe-
ficientes (ap_1, an_2... as, a1 e ag) reais, entdo o nimero A (complexo conjugado de \ )
também é raiz, com a mesma multiplicidade m, do mesmo polinémio. Pelo que neste caso
temos as solugoes (da equagao linear homogénea)

P e e P M

com p € {0,...,m — 1}.Entao as seguintes combinagoes lineares destas ainda sao solugoes:

1 1 5
—tP M 4 Z P N
2 + 2

1 1
— P M P At
Y 2%

Portanto, obtemos as seguintes solugoes reais linearmente independentes (no caso 5 # 0)

tPe™ cos (Bt)

onde a = Re\ e f=1ImA\.

29.1.2 Exemplos

Exemplo 29.1 y" — 3y +2y =0
Polinémio caracteristico: X3 — 3\ + 2.
A=1¢éumaraiz (1-3+2=0)
Regra de Ruffini

e  tPe®sen(ft),

1 0 -3 2
1 1 1 -2
1 1 2| 0

Polindmio caracteristico \> —3X+2=(A—1) (> + A —2) = (A — 1)>(A+2)

Raizes do polinomio caracteristico: X = 1, com multiplicidade 2, e A = —2.

Solugao geral:

Solucoes linearmente independentes: €'; tet; e~

Y (t) =k et + ko tet + k3 G_Qt,

onde k1 ko e ks sao constantes arbitrarias.
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Exemplo 29.2 y" — 3y" + 2y =0

Polinémio caracteristico: \* — 302 +2X = A (A — 1) (A — 2).
Raizes do polinomio caracteristico: X =0; A\=1; A = 2.
Solucoes linearmente independentes: 1; et; e?.

Solugao geral:
Yy (t) = ]{?1 + k‘g €t —+ ]{?3 €2t,

onde k1 ko e ks sao constantes arbitrarias.

Exemplo 29.3 " — 8y" + 25y’ — 26y =0
Polinémio caracteristico: \> — 8\% + 25\ — 26.
A=2¢éumaraiz (8 —32+50—-26=0)

Regra de Ruffini
1 -8 25 —26
2 2 =12 26
|1 -6 13| 0

Polinémio caracteristico \*—~6\*+16A—16 = (A — 2) ()\2 —6A+13) =(A=2) (A — 3) + 4)
Raizes do polinomio caracteristico: X =2; A\=34+12; A =3 —i2.
Solugoes linearmente independentes: €2; €3 cos(2t); €3t sen(2t).

Solugao geral:
y (t) = k1 €% + ky €% cos(2t) + ks €% sen(2t),

onde k1 ko e ks sao constantes arbitrarias.

Exemplo 29.4 % + 2% +y=0

Polinémio caracteristico: \* +2X% +1 = ()\2 + 1)2

Raizes do polinomio caracteristico: A = 1; X = —i ambas com multiplicidade 2.
Solugoes linearmente independentes: cost; sent; tcost e tsent

Solugao geral:
y (t) = ky cost + ko sent + kgtcost + kytsent,

onde ki, kg, ks e kg sao constantes arbitrdrias.

29.2 Meétodo dos coeficientes indeterminados
29.2.1 Fundamentacgao
Vamos agora abordar a EDO de coeficientes constantes, mas nao homogénea:

Y™+ an 1y Fan oy b b agy a1y Fagy = h(t) (29.1)
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que vamos escrever na forma:

Ly=nh
onde
- + i, + i +oe @ + +
g T O et T2 @2 T Mg T

Embora j& tenhamos o método da variacao das constantes para resolver este problema, vamos
elaborar um método que envolve menos calculos. Este método dos coeficientes indetermina-
dos tem contudo um campo de aplicacao muito restrito como iremos ver.

Hipdétese: Suponha-se agora que a funcao h é solugao de uma EDO linear homogénea de
coeficientes constantes.

Existe portanto um operador diferencial

dm dm—l dm—2 d2

L= 4y g —— t Gpyg ———
g Omel e T 0me2

b by — i — +a
gz T gy U0

tal que Lh = 0. Entao se Ly = h, vem zLy = fjh, e portanto,
(EL) 2 =0, (29.2)

isto é, podemos procurar uma solugao particular da equagao nao homogénea (29.1) na solugao
geral da equagao homogénea (29.2). Note-se ainda que o polinémio caracteristico desta
equagao (29.2) é o produto dos polinémios caracteristicos correspondentes ao operador L e
ao operador L. Portanto a solucao geral de (29.2) é dada por y = y1 +y2, onde y; é a solugao
geral da equacao homogénea Ly; = 0. Pelo que iremos procurar os coeficientes de ys de tal
forma que Lys = h, uma vez que Ly = L (y1 + y2) = Lys.

29.2.2 Exemplos

Exemplo 29.5 Considere-se a sequinte equac¢ao

dty d%

— 4+ 2— = et

at e Y
Neste caso L = % —1—2% +1 e h = e*. Facilmente reconhecemos que a funcgio €* é solugdo de
uma equagdo homogéneo para a qual o polinémio caracteristico tenha a raiz A\ = 1 (et = e*).

Portanto podemos tomar o polindmio (bindmio) A — 1 e o operador L= % — 1 de facto

N det
Let=— —¢e'=et—e" =0.
dt
Entao as solugoes de Ly = h sao solugoes de Lzy = 0. Esta ultima equag¢ao homogénea tem
polinémio caracteristico

M2 +1) A =1 =(N+1)>(A—1)
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pelo que y = ky cost + kg sent + kstcost + kgtsent + act. Entdao

Ly = L(kycost+ kysent+ kztcost+ kytsent) + alLe = aLe
&, &
= —e' +2—e' +e' ) =ade!
a(dt4 + pTe + ) e}

Para que Ly = h = €* vem a4 = 1. Pelo que a solucao geral é

et
y = ky cost + kg sent + kgtcost + kgtsent + T

onde ki, ko, ks e kg sao constantes arbitrdrias.

Exemplo 29.6 Considere-se a sequinte equag¢ao®
y" — 3y + 2y = te

Facilmente reconhecemos que a funcao tet é solugdo de uma equagao homogénea para a qual

o polinémio caracteristico tenha a raiz A = 1 com multiplicidade m (pelo menos) igual a dois

(et = tm=1er 2. Entio as solugoes da equagdo sio solugdes de uma equagdo homogénea®

que tem polindmio caracteristico
(N =3x+2)A-1)*=A-2)(A - 1)
pelo que y = ki €% + ko el + atel + ft2et. Entao

y' =3y +2y = (a tet + BtQGt)” -3 (a tet + 6t26t)l +2 (a tet + ﬁtQGt)

= (a(@+t)et+8 2t +13)e) =3 (a (1+t)e' + 8 (2t + %) €))
+2 (ate’ + gte!)

= (a@+t)e'+8 (2+4t+ %) e') — 3ae’ + (—=3a — 65 + 2a) te’
+ (=33 +28) t%e*

= (2a+28-3a)e' + (a+48 —a —68)te' + (8 — B) t2e*

= (28— a)e'+ —2ptet

Concluimos portanto que
{ 20 —a=0
—26=1

donde f = 5+ e a = —1. Pelo que a solugio geral é y (t) = ki €* + ks €' — te — get, onde
ki1 e ka sao constantes arbitrdarias.

1NestecasoL:;—;—3%+2 e h=tel.

2Portanto podemos tomar o polinémio (A — 1)2 correspondente ao operador L= (% — 1)2 . De facto

L(te") = (4 —1)" (te) = (& — 1) (€)'~ (te")) = (& — ) €e* =0

31. e. as solucdes de Ly = h siio solucdes de Liy =0.
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Introduzindo outras condigoes poder-se-a eventualmente calcular os coeficientes ky e kg desta
solugdo. Por exemplo se y(0) =0 ey (0) =0 obtemos, de

t2
Y (t) =2k e* + ket — (14t)et — (t+5> et

as equacoes
kl + kg =0
2k + ko —1=0

donde k1 =1 e kg = —1 ey(t)ZGQt_(1+t+§)et'

29.2.3 Limitacgoes

Ao contrério do método da variacao das constantes, o método dos coeficientes indeterminados
s6 se aplica a EDQO’s lineares de coeficientes constantes. Mas outra restricao importante é a
hipétese que foi feita sobre h:

A funcio h tem de ser uma combinacio linear de funcoes do tipo t? e

Por exemplo a equagao 3" —y' = arctgt nao pode ser resolvida pelo método dos coeficientes
indeterminados mas pode ser resolvida pela férmula da variacao das constantes.



