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27.1 Exponencial de matrizes gerais. Exemplos.

Exemplo 27.1 Considere-se o sequinte sistema

¥=3x+y _ _
{y’:—x+y com x(0)=7m e y(0)=V2
3 1

1 } .Calculando os seus wvalores proprios

A matriz associada a este sistema é A = l

obtemos
det (A —A) =det [*} L] =0B-AN)(1-A)+1=4—-4\+ 1= (\-2)°.

De acordo com o teorema de Jordan temos que A é semelhante a uma das sequintes formas
canonicas J =[29] ou J=[%1]. A primeira com dois blocos e a sequnda com um bloco

de Jordan.

Calculando os vectores proprios v: Av =2v& (A —2)v=0 < [} 1 ]v =0, facilmente
concluimos que v é mailtiplo de [ 1], pelo que apenas temos um vector proprio linearmente
mdependente e portanto s podemos ter um bloco de Jordan na forma candnica associada, i.

e.
2 1
=43 ]
Designe-se entao por vy e v as colunas da matriz S (com detS # 0) tal que AS = SJ.

Obtemos Avi = 2vy e Avy = vi +2vs, ou seja (A —2) vy =0 e (A — 2) vo = vy. Podemos
escolher

vi=[24] e (uma vez feita esta escolha) vo = [9].
Pelo que podemos tomar S = [ 1 9]. Entdo
A = SIS = [ 9)[ ] (8] = L 9I0

_ o2 [1j-tt 1£t} .
Pelo que

lx(t)}_egtll—l—t t Hn ]:[( (1+t)+\ft)e

—t 1—-t]|| V2 (—mt+ (1 —t)V2)e*

Exemplo 27.2 Considere-se o sequinte sistema

=2r+z2
y=3y—z com x(0)=y(0)=0 e 2(0)=1.
Z=y+z

LA primeira das hipé6teses pode ser facilmente eliminada notando que nesse caso A =SJS™! =J , o que
visivelmente nao acontece.
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2 0 1
A matriz associada a este sistema é A=\ 0 3 —1 | . Calculando os seus valores préprios
01 1
obtemos
2-A 0 1
det (A —A) = det [ 0" A fﬂ = (2=A) ((3-X) (1-A) + 1)

= 2-A) (P-4 +4)=-(A—2)>.
De acordo com o teorema de Jordan temos que A é semelhante a uma das sequintes formas

. 200 200 210 o )
candnicas® J = [8(2)(2)} ou J= [8(2)%} ou J= [8(2)%} . A primeira com trés blocos, a

sequnda com dois blocos e a terceira com um bloco de Jordan.
. 00 1 ,
Calculando os vectores proprios v: Av =2v& (A —2)v=0 & [8 ! :ﬂ v =0, facilmente

concluimos que v é mailtiplo de [8}’ pelo que apenas temos um vector proprio linearmente

imdependente e portanto sé podemos ter um bloco de Jordan na forma candnica associada, 1.

J:

S O N

10
2 1
0 2

Designe-se entio por vy, va € vs as colunas da matriz S (com detS # 0) tal que AS = SJ.
Obtemos Avy =2vy, Avs=vi+2vy e Avs=vy+2vs ou seja

(A—2)vi=0, (A-2)va=v; e (A—2)vs=vy.

Podemos tomar

. 00 1 00 1 .
e uma vez feita esta escolha vem 01 0 e |01-1)vg=vsy Entao

Podemos tomar o = 3 = 0. Portanto

2
_ 1007 | €% te? L et 100
e = SeS =011 2 2as | 100 1
010 0 &% te 01 -1
0 0 et
2 2 2 7 2 2
100 1t &£ 100 100 18 -t 1 £ ¢t
= €2t[011} {01 %} [8? 11}26%[011} {0% 1 | = ot 7
0101 |p0 1 - 0101 g1 1 0 ¢t 1—t
Pelo que
2 2 r 2
x (t) 1 5 t-£ 0 t—%
yt) | =e* |0 t+1 —t 0| =e| —t
2 (t) 0 t 1-—t¢ 1 1t

2 A primeira das hipéteses pode ser facilmente eliminada notando que nesse caso A = SJS™! =J , o que
visivelmente nao acontece.
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Exemplo 27.3 Considere-se o sequinte sistema

¥y=x+y+=z
Yy =2y com z(1)=y(1)=0 e 2z(1)=1.
Z=—x+y+3z
1 11
A matriz associada a este sistema é A= 0 2 0 |. Calculando os seus valores préprios
-1 1 3
obtemos

A

det (A —A) = det [1_6 2;)\ 3“ — (1-X) (2-A) (3B=A) +2-A

= (2-2) ((1-XN) (3=-XA) + 1) = (2=X) (A2 —4x +4) = — (A-2)°.

De acordo com o teorema de Jordan temos que A é semelhante a uma das sequintes formas

. 200 210 210 o .
candnicas® J = [8(2)(2)} ou J= [8(2)(2)} ou J= [8(2)%} . A primeira com trés blocos, a

seqgunda com dois blocos e a terceira com um bloco de Jordan.
—111
Calculando os vectores proprios v: Av =2v& (A —2)v=0 < [_01 0 (1)} v =0 facilmente

p P atp ~ .
concluimos que v é dado por L onde a e B sao escalares arbitrdrios; pelo que apenas

temos dois vectores proprios linearmente independentes e portanto sé podemos ter dois blocos
de Jordan na forma candnica associada, 1. e.

J:

S O N

1
2
0

N O O

Designe-se entio por vi, va € vy as colunas da matriz S (com det S # 0) tal que AS = SJ.
Obtemos Avy =2vy, Avy=vy+2vy e Avsg=2vs, ou seja

(A—2)vi=0, (A-2)va=v; e (A—-2)vs3=0.

Para que (A —2) vy = vy possa ter solug¢do, o vector vy tem de pertencer ao espago das

. . 1
colunas da matriz A — 2; concluimos que vy tem de ser mailtiplo do vector [(ﬂ . Tomemos
V1 = J
1 1 .
(1)} vy = [(IJ} . Uma solugao possivel é
2= |1

Por fim vs tem de ser um vector préprio de A linearmente independente do vector préprio
vy, pelo que podemos tomar 1
va= (4]

—O -

. -1
e uma vez feita esta escolha vem [ 0

0

3 A primeira das hipéteses pode ser facilmente eliminada notando que nesse caso A = SJS™! =J , o que
visivelmente nao acontece.
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Entao
h = sens - IS ] [S8 ] = (300 (18] [28 4]
100] L g o o2 10-1 100/ L001 10-1
= th[%JH} [_01? i } :e%[l‘“ ; }
1t0 10-1 —t t 14t
Pelo que
x (t) 0 2t t—1 t—1 0 (t —1) et
y (1) —et=DA | o | = 20D 0 1 0 0| = 0
z (t) 1 1—t t—1 ¢t 1 £o20-1)

Observagao 27.1 Note-se que na resolugao de um problema linear homogéneo y' = Ay,
podemos portanto calcular wma matriz J na forma candnica de Jordan semelhante a A, ou
seja A = SIS7L, e obter a solucao geral

y = Setc,

sem ter de calcular a matriz S™1, porque ¢ = S~y (0) é um vector constante. A matriz
M (t) = Se ¢ uma matriz fundamental da equacio y' = Ay, porque satisfaz as proprie-
dades SM (t) = AM (t) e det M (t) # 0 *.

Exercicio 27.1 Sendo A uma matriz constante, mostre que se M (t) é uma matriz funda-
mental da equacio y’ = Ay (ou seja M (t) é uma fungio matricial tal que M (t) = AM (t)
e det M (¢t 0), entao

( ) 7& ) M(t) M—l (S) _ e(t—s)A.

27.2 Formula da variacao das constantes.

Voltemos a considerar o sistema p

—y=Ay+B(t

Y =Ay +B(?)

onde A é uma matriz quadrada n x n constante (ndo depende de t) e B (t) € um a funcao
definida para valores de t num intervalo real I com valores em R™ (ou seja, na nossa notagcao,
com valores nas matrizes n x 1).

Agora que ji estamos familiarizados com as exponenciais de matrizes podemos facilmente
mostrar o seguinte teorema.

Teorema 27.1 (Formula da variacao das constantes para sistema de equagoes de coe-
ficientes constantes)

4De facto
LAY (t) = dgett — Lgetig-1g _ 9 otag _ pethg — AM (t)
dt dt dt dt

det M () = det €*AS =det €A det S # 0.
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Seja B : I — R™ uma func¢do continua no intervalo aberto I C R, to€l, yo €ER™ e A uma
matriz n X n de coeficientes constantes . Entao o problema de valor inicial

d
—Y=Ay+B(t) com y(to)=yo

tem uma unica solugao definida em I dada por

i
y (t) = e(t_tO)Ayo—i-/ e=AB (5) ds

to

Observacgdo 27.2 A parcela ety corresponde o solucdo da equacdo homogénea e a
parcela fti e=9)AB (s5) ds corresponde & solugio do problema para a condig¢do inicial y (to) =
0. Temos entdo a sequinte situag¢dao que é geral para as equagoes lineares e que demonstra-
TEMOS G SEGUIT:

Solucao geral Solucao geral da Solugcao particular
da equacao linear equacao homogénea associada da equacao linear

Demonstracao. Atendendo as propriedades conhecidas da exponencial de matrizes, temos

d d
—y=Ay+B(t) & e A _y o (t-tApy _ o~(t-to)AB (4)

dt dt
d
P % (e—(t—to)Ay> — e—(t—to)AB (t)
t
& e DAY () —y ()= [ & WAB (5)ds
to
t
& y(t) =ellTAy (1) —l—e(t_to)A/ e~ t)AB (5) ds
to

Exemplo 27.4 Considere-se o sequinte sistema de equagoes

—x:3x+y+et

¢ com x(0)=1y(0)=0.
—y:x—l—Sy

dt

Este sistema pode ser escrito na forma matricial na forma

d
%y =Ay+B(t) com y(to) =yo

N N R S ]



27a AULA 2006 1 1 . 1 7 | AMIV LEA; LEN; LEMAT; LEM ‘ (RICARDO.COUTINHO@MATH.IST.UTL.PT) 6

De acordo com a férmula da variagio das constantes a solucdo é dada por (o cdlculo de et
foi feito anteriormente no Exemplo 27.1 )

(t—s) 2(t—s) A(t—s) _,2(t—s)
T (t) o tA O t (t—S)A es . t et '56 € 26 es
[ y (1) } = e 0 + ; e 0 ds = ; At—3) 5ez(t—s) e4t+622(t—s) 0 ds

1 [t eAt—3s + e2l—s 1 t eAt—3s + e2=8) dg
= 5/ { oAt—3s _ 2t—s ds = ) th( 4t—3s 2t—s)
0 o (e —e*%) ds

1[ —Zet + e + et

= 2.t % l4t}
2[36 e” + ze

Vamos de seguida mostrar a relagao geral

Solucgao geral Solucgao geral da Solugao particular
da equagao linear equacao homogénea associada

da equacgao linear

d
Teorema 27.2 Sey (t) e ¥ (t) sdo solugoes de 7Y = Ay + B, entao

y ()= (t) +ult)

onde u (t) é solu¢io da equagao homogénea Zu= Au.

Portanto se conhecermos uma solugao particular y () podemos conhecer qualquer solugao
y (t) se conhecermos todas as solugoes u (t) da equagdo homogénea.

Demonstracao. Seja u(t) =y (t) —y (t), entdo

(%—A)u(t):(%—A)y(t)—(%—A)&(t):B—B:O

Observagao 27.3 Note-se que o resultado e a demonstracdo apenas precisam da hipdtese
d

pTi A ¢é um operador linear” e é vdlida portanto para qualquer equacao do tipo Ly = B,

onde L é um operador linear num certo espago (de funcgoes) E e B um elemento desse
espago. Resumindo, se L :FE — E é linear, B €E ey €F é uma solugao de Ly = B, entao

a solucao geral de Ly =B é dada por y = y +u onde u é a solucao geral da equacao
homogénea Lu = 0.

”



