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20.1 Equacoes exactas
20.1.1 Da solugao a equacao

De acordo com os exemplos anteriores, consideramos que determindmos a solugao y (t) de
uma equagao diferencial escalar de primeira ordem quando chegamos a uma relagao

¢ (t,y) = c= v (to, Yo)

que define implicitamente y (t) (o teorema da funcio implicita pode ser usado se p € C! e

0 . - . U )
. (to, yo) # 0 ). Tentemos agora, por raciocinio inverso, redescobrir a equagao diferencial:

dy

Temos p
—p(t,y(t)) =0
v Ly (1))
ou seja
I 9y dy
— (¢ t — (¢ t))— (t) =0.
2t () + 5 (6 () 1)
Portanto y (t) é solugao da equacao diferencial:
dg dp dy
— (f — (¢ — =0.
5 L)+ dy (ty)—

Serd que esta era a equacao inicial? Como iremos ver pode ser que nao.

No entanto, concluimos que dada uma equacao da forma

9p  Oedy _
ot Oydt
e a condicao inicial
y (to) = Yo,

comp € Cle %f (to, Yo) # 0, entao a solugao é dada implicitamente por

o(ty) =c=¢(to,yo) e ¥y(to) = o

20.1.2 Solugao de equacgoes exactas

Considere-se agora uma equagao geral da forma

dy
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Pela andlise anterior, conseguimos resolver esta equacao se existir uma funcao ¢ € C*! com

0
a—j (to, yo) # 0 tal que

dyp dyp

M(t,y)za(t,y) e N(tvy):a_y(tay)a

ou seja sse o campo (M, N) for uma campo gradiente numa vizinhan¢a da condi¢ao inicial
(to, o). Portanto, sse (M, N) for fechado (nessa vizinhanca). Ou seja M, N € C! tal que

oM  ON
—=— e N(t 0.

ay ot ( 0, yO) 7é

Nestas condicoes dizemos que temos uma equacgao diferencial exacta.

Teorema 20.1 Seja o PVI

d
M—I—N—y:0 e y(to) = yo,
dt
com M, N € C? tais que
oM ON

a—y(tvy)zﬁ(tay)a

para qualquer (t,y) numa vizinhanca de (to, yo) € N (to,y0) # 0. Entao o o PVI conside-
rado tem uma tnica solugio y (t) de classe C' definida numa vizinhanga de t = to, dada
implicitamente pela relacao
2 (tv y) =Cc e Yy (tO) = Yo,
onde ¢ = ¢ (to,Yo) € @ € definido (a menos de uma constante aditiva) por
I

o (Ly)=M(ty) e g—j(t,y) =N(ty)

Exemplo 20.1 Considere-se o problema de valor inicial:

1 dy s
4 3 4
LTI +y dt ¢ y() 4
Definindo
1
M =y*— N = 4ty?
i Yy,
temos M N
. 4y3 = 5
dy ot
pelo que a equagao é exacta. Entao determinemos ¢ tal que
0 1 0
2= y* — e 2= 4tyP.
ot 241 oy

Integrando em ordem a t a primeira equa¢ao temos

¢ = ty* —arctgt + f (y),
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e

8@ 3 !
£ =4 .
99 ty® + ' (v)

Donde f (y) é constante e podemos tomar
Y= ty4 — arctg?.

Entao a solucao do problema é dada por

ty* — arctgt = ¢ (1, 5 %) = g —arctgl = 0.

Ezplicitando obtemos (atendendo que y (1) > 0)

arctgt
y(O) ==
definida para t > 0. O intervalo maximo de defini¢cao é R. De facto como
arctgt
im =1
t—0 t
‘ tgt
arct
vVt e R & > 0,

a fungao (diferencidvel em R)

y(t):{ {‘/% ,set#0

1 ,set=20

é solugcao do problema dado.

20.2 Equagoes redutiveis a exactas.
20.2.1 Exemplo

Considere-se o seguinte problema:

dy _

1
dt vy

(Note-se que numa vizinhanga do ponto (¢, y) = (1, \/g), ty # 0).

2
—% com y(1)= 3

t — 2
1. Temos & _ 4 , ou ainda
dt ty
dy
2
—t+ty— =0 20.1
y ottty =0, (20.1)
d
queédaformaM—i—Nd—?j:O,comM:yQ—t e N =ty. Temos
oM ON

a—yZQ?/?é?/:E,

pelo que a equagao (20.1) nao é exacta.
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dy 12 —ty?
2. Mas também podemos escrever 8 _ 5 4 , Ou seja

dt t%y
d

t? — 12+ 2y =0, (20.2)
dt

, dy 2 42 2
queedaformaM—l—Na =0,com M =ty —t* e N =t*y. Temos
oM ON

pelo que a equagao (20.2) é exacta.

Determinando ¢ tal que %‘f =ty —t2 e %f = t2y , obtemos por exemplo ¢ =

t2y2 t3 t2y2 t3
- T3 Atendendo & condicao inicial, a solucao satisfaz a - 3= 0, donde se
2t

obtem (utilizando novamente a condigao inicial) y = {/ —.

3

Deste exemplo podemos concluir que o facto de uma equacgao ser exacta ou nao é mais uma
questao de forma do que de conteudo.

20.2.2 Factores de integracao

Do exemplo anterior concluimos que uma EDO nao exacta se pode transformar numa EDO
exacta multiplicando-a por uma funcao pu # 0, que em geral podemos pensar que depende
detedey (u=pu(ty) ), designada por factor de integracao.

Consideremos entao

d
M (t,y) +N(t,y)d—ij =0
e
dy
pty) M(6y) +p(ty) Nt y) - =0,
ou simplificando a notagao
dy
M N-—==0
esta equagao serd exacta se
0 0
— (uM) = — (uN
oy (uM) = = (uN),
ou seja
o oM  Ou ON
hdul Vs - _ZF -
oy Ty T TH e
ou ainda

ot dy dy ot
Contudo, em geral, é igualmente dificil determinar uma solucao nao nula desta equacao dife-
rencial as derivadas como determinar uma solucao da equacao diferencial ordindria original.
Somente em alguns casos especiais que analisaremos de seguida é possivel obter facilmente
uma funcao p (t,y) # 0 solugao de (20.3).

(20.3)

o O, <8M azv)
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20.2.3 Factores de integracao Independentes de y; = p (t)

Vamos ver em que condigoes a equagao (20.3) tem uma solugao independente da segunda
varidvel y. Suponha-se entao que esta equagao tem uma solucao da forma

= p(t).
Neste caso temos %“ =0e %—‘: = 2 ¢ equagio (20.3) fica:
du OM _ ON
oy ot
—_— == 20.4
que é uma equacao diferencial ordindria linear homogénea sse
oM _ 8N
05w,
dy N ’
ou seja se
oM _ ON
oy ot

N s6 depende da varidvel ¢ (ou é constante).

Portanto se esta condicao é satisfeita (e apenas quando o é ) podemos calcular um factor de
integracao i (t) resolvendo a equacao (20.4).

Exemplo 20.2 Considere-se a equa¢ao

d
y26t2 + 2t + 2tyet2—y = 0.
dt
Sejam M = y2e¥ + 2t e N = 2tye?”, vem
%VI — %—If B 2yet” — 2yet” — 4t2yet’ _ o
N N 2tyet? B
. “ ~ d,u 2
Determinemos entao uma fungao p(t) # 0 tal que — = —2tu, por exemplo p = e *.

Multiplicando a equagao original por este factor obtemos

dy

y2 +2te™ + 2ty

. 0 . -
Sejam M = 3> + ote™" e N = 2ty, e ¢ tal que @_f =M e %yf = N. Por exemplo

+2

p=ty’ —e
Pelo que temos as sequintes solugoes do problema dado:

ty* — e =c

c+ et
Y
==V

ou

onde ¢ é uma constante arbitrdiria.



20a AULA 2006 1 027‘ AMIV LEA; LEN; LEMAT; LEM | APONTAMENTOS (RICARDO.COUTINHO@MATH.IST. UTL.PT)6

20.2.4 Factores de integracao Independentes de t; ;1 = 1 (y)

Vamos ver em que condigdes a equacao (20.3) tem uma solugao independente da primeira
varidvel t. Suponha-se entao que esta equacao tem uma solucao da forma

= p(y)-
Neste caso temos %‘ti =0e %y’i = 2—% e e equagao (20.3) fica:
dju oM _ ON
oy ot
—_— = 20.5
que é uma equacao diferencial ordindria linear homogénea sse
oM _ 8N
05w,
o M ’
ou seja se
oM _ ON
oy ot

i s6 depende da varidvel y (ou é constante).

Portanto se esta condicao é satisfeita (e apenas quando o é ) podemos calcular um factor de
integracao y (y) resolvendo a equagao (20.5).

Exemplo 20.3 Considere-se a equa¢ao
dy
Ch (tey) —+ (1 + t(‘h (tey)) % = 0

Sejam M = ch (te¥) e N =1+tch(te¥), vem

%_]ZI — %—JZ _ te¥sh (te¥) — ch (te¥) — te¥ sh (te¥)

= =1
M ch (te¥)

d
Determinemos entao uma fungao u(y) # 0 tal que o W, por exemplo pu = €Y. Multipli-

dy

cando a equagdo original por este factor obtemos

e¥ ch (te?) + e¥ (1 + tch (te?)) % = 0.

B 3 0 3 3
Sejam M = €Y ch (te¥) e N =e¥+tevch(te?), e ¢ tal quea—(’tp:M e %f:N.

Por exemplo
o = ¢e¥ +sh (te¥)
Pelo que temos as sequintes solugoes do problema, dadas de forma tmplicita pela rela¢ao:

e? +sh (te¥) = c.

onde ¢ é uma constante arbitrdria.



