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10.1 Convergéncia uniforme de séries

Exemplo 10.1 (Série geométrica) Considere-se a série geométrica

com z € C. Vamos analisar a sua regiao de convergéncia: i. e. para que valores de z € C a
série converge.

Se |z| > 1, entao |2"] = |z|" > 1, portanto 2™ ndo tende para zero, concluindo-se que a série
é divergente!.

Por outro lado
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I De facto, se Y. w, & uma série convergente de nimeros complexos e a,, e b, sio a parte real e a parte
n=0

imagindria de w,, respectivamente (i. e. wy, = a, + iby,), temos

400 o0 +oo

an converge = Zan converge e an converge
= a,—0eb, —0
= w, — 0.

Ou seja o termo geral de uma série convergente é um infinitésimo.
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Dado um ponto z tal que |z| < 1 e um erro e > 0, vamos determinar o nimero de termos
N, da soma finita, que precisamos calcular para obtermos uma aproximagao a menos de um
erro € no valor da série:

N-1 +o00 N N
1—=2 1 |2|
P 2" = — = <e
I T
n=0 n=0
aplicando logaritmos
Nlog|z| —log|l — z| < loge
donde? | los 11
oge +log |1 —
N o loge tlog|l —z|
log ||
Se z estiver cada vez mais préxrimo da circunferéncia |z| = 1, entdo o nimero N terd que

ser cada vez maior. Portanto o nimero de parcelas que sao necessdrias calcular para obter
um resultado com uma certa aproximacao dada depende do ponto z que consideramos no
circulo |z| < 1. Nesta situa¢io dizemos que a convergéncia da série nao é uniforme
no circulo |z| < 1.

Contudo se em vez do circulo unitdrio, considerarmos o circulo |z| < %, entao
N N 1\
2] E (2) L

1—z] = 1—Jz] T1-(3) " 2M!

se

1
N > log, (E) + 1.

Pelo que, o nimero de parcelas necessdarias para obter uma aproximacao a menos de € do

valor da série, pode ser escolhido de forma independente da escolha do ponto z no dominio

consitderado. Dizemos neste caso que a série converge uniformemente no circulo
<1

|Z | X 3-

De forma rigorosa podemos definir convergéncia uniforme do seguinte modo:

Defini¢ao 10.1 Dadas as fungées fy(z) definidas num conjunto D, a série de fung¢oes

+o00
> fn (2) converge uniformemente em D para a funcgao f(z) se
n=0

N-1
Ve>03dNg : N> No= |Vz€D : f(z)—an(z) <e

n=0

Portanto, existe convergéncia uniforme de uma série de fungoes num certo conjunto D (nao
necessariamente o dominio da fungao) se a série pode ser bem aproximada por uma soma
finita em todo o conjunto D; o nimero de parcelas a considerar nessa aproximacao nao
depende do ponto em D aonde se calcula a série.

Para verificar se uma série de funcoes é uniformemente convergente é-nos 1til o seguinte
critério.

2Note-se log|z| < 0.
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Teorema 10.1 (Critério de Weierstrass) Dadas as fungoes f,(z) definidas num con-
gunto D, seja M, uma sucessao de reais positivos tais que

1.VYz€D : |fn(2)] < My.

—+o0
2. A série Y M, é convergente

n=0
400
Entao a série > fn(2) é uniformemente convergente em D.
n=0
—+o0
Demonstragao. Pelo critério da comparagao, temos que para cada z € D a série Y fn (2) =
n=0

+00
f (2) é convergente. Entao dado e >0, seja Ny tal que > M, < e; obtemos para N > Ny

n=Np
N-1 +oo +oo +o0 +o0
HEEDIACI B STARES SUIACIED SFTED PV
n=0 n=N n=N n=N n=Nyp
|
+o00
Exemplo 10.2 A série de fungoes > % ¢ uniformemente convergente no circulo |z| <
n=0

1. De facto (para |z| < 1)

inz —inz inz —inz n|z| n|z| n
cos (nz) :|e +e |<|e |+ |e |<6 tem e

2n™ = 2n" = =

nm 2n" nm

400
. . . L, . iy n P
e pelo critério da raiz a série de termos positivos ) &, é convergente. Estamos portanto
n=0
nas condi¢oes do critério do critério de Weierstrass.

10.2 Séries de poténcias

Definicao 10.2 Dado uma sucessao de nimeros complexos a, e wm nimero complexo zg
define-se a série de poténcias de coeficientes an € centro zy por:

—+o0

Z an (2 — 2z0)" (10.1)

n=0
sendo, portanto, uma fun¢ao da varidvel complexa z definida nos pontos onde for conver-
gente. Note-se que o coeficiente a, multiplica a poténcia n de z — zg, pelo que o indice n no
coeficiente a, nao é arbitrdrio.

+oo 2

Exemplo 10.3 A série S 3%t (2 + 7 — )" ¢é uma série de poténcias. De facto esta série
n=0

pode-se escrever na forma: (n é um quadrado perfeito se existe um inteiro k tal que n = k2 )

20 = —m + 1.

400 . .
Za (= 2)", coma 3tV se n é um quadrado perfeito
— 20 = o
4 " ’ " 0 caso contrdrio
n—
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Definicao 10.3 Dada uma série de poténcias (10.1) de coeficientes ay, 0 seu raio de con-
vergéncia é
1
lim /| ay,| (10.2)
onde lim /|a,| designa o limite superior (o maior dos sublimites em RU{—o0,+oc}) da

sucessao ¥/ |ay|, com as convengoes % =400 e %o = 0. Portanto, R € [0, +oo[U {+o0}.

1
Exemplo 10.4 O raio de convergéncia da série dada no FExemplo 10.3 é —, porque para

esta série lim ¥/|a,| = lim V3+vn = lim 3 = 3,

w

Teorema 10.2 Considere-se a série de poténcias (10.1) de coeficientes a,, e centro zg, e
seja R o seu raio de convergéncia definido por (10.2).

1. A série é uniformemente convergente no circulo {z € C : |z — z| < r}, onde r é qual-
quer real positivo tal que r < R.

2. A série é divergente se |z — z9| > R.
Demonstracgao.

1. Se |z — 2| < 7 < R, entdo lim{/|as|r™ = lim{/|an|r = 7 < 1, concluindo-se pelo
pelo critério de Cauchy (sobre séries de termos positivos) que a série Y o0 |an| ™ é
convergente. Entdo como |ay, (z — 20)"| < |an| 7™, 0btemos pelo critério de Weierstrass

—+o0
(Teor. 10.1) a convergéncia uniforme da série > ay (2 — 29)" na regido |z — z| < r.
n=0

2. Vamos mostrar o contra-reciproco: se a série de poténcias é convergente entio |z — zg| <
R. De facto neste caso (convergéncia) temos lima, (z — 20)" = 0 (o termo geral da

7

série é um infinitésimo) pelo que para n suficientemente grande |an (z — 29)"| < 1 e

portanto, im /|a, (z — z)"| < 1.
Como lim {/|an (z — 20)"| = im{/|as| |z — 20| = % |2 — 20|, vem J%l < L

Recorde-se do curso de anélise real o seguinte resultado:

Teorema 10.3 (Sobre sucessoes reais positivas) Seja u, uma sucessao de reais positi-
vos para a qual exista em [0, +oo[U{+00} o limite lim *2*-. Entdo

n—-+o0o ™

. Un+1
lim —F

lim u, =
n——+00 n——+4oo un

Este resultado dd-nos um método titil para calcular o raio de convergéncia para certas séries

de poténcias, através da férmula R = lim |a|ai|1| no caso deste limite existir. No entanto,
T
1

por vezes é bem mais simples usar directamente a definicao R = ﬁ e, por outro lado,
Op,

lim
facilmente se encontram exemplos (e. g. Exemplo 10.3) para os quais nao existe o limite
[an| (existindo contudo, o raio de convergéncia dado por R = —

S S
|an+1] lim ”«/|an|).

lim
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10.3 Analiticidade das séries de poténcias

Vamos agora estudar alguns resultados gerais sobre séries de fungoes uniformemente conver-
gentes que utilizaremos para mostrar que qualquer série de poténcias é um a funcao holomorfa

—+o0
(analitica). De facto, uma série de poténcias é uma série de funcoes da forma »_ f, (2), com
n=0

fn (2) = an (2 — 29)" pelo que poderemos aplicar os seguintes teoremas a estas séries.

Teorema 10.4 Se C' é uma curva seccionalmente regular, se fc fn (2) dz existe para todo

—+o0
n, se a série y_ fn(2) = f(z) € uniformemente convergente em C' e se [, [ (z) dz existe,
n=0

entao

/Cf(z) dz::Z:/Cfn(z) dz

Demonstracao. Como a convergéncia é uniforme, dado uma aprorimacao € > 0, ewiste
Ny tal que, para N > Ny,

Vzel f(z)= an (2) +rn(2), com |ry (z)| <e.

Usando a linearidade do integral, vem

/Cf(z) dz = /an(z) dz+/crN(z) dz

donde

/Cf(z) dz—nizo/cfn(z) dz :‘/CTN(Z) dz </C|7”N(z)\ |dz|<e/c|dz|.

Como [, |dz| é o comprimento da curva C' (que ndo depende de N nem dee ) e como e >0
é arbitrdrio, concluimos

/Cf(z) dz:égnmni:o/cfn(z) dz
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Teorema 10.5 Se D é um conjunto aberto do plano complexo, se as fungoes fp, (z) sao

+o00
analiticas em D e se a série Y fn(2) = f (2) é uniformemente convergente em D, entao
n=0
—+o00
f(2) é analitica em D e f® (z) = Zfr(b’f) (2)
n=0

(k € N)

Demonstrag¢ao. Primeiro mostra-se que f (z) é continua pelo argumento classico 6/3. (E
a mesma demonstra¢io da para o caso de fungoes reais de varidvel real. Se as fungoes fp, (2)

+o00

sao continuas em D e se a série Y fn (2) = f (2) € uniformemente convergente em D, entdo
n=0

f(2) é continua em D)

Considere-se um circulo V. C D. Pelo Teorema 10.43 e pelo Teorema de Cauchy (Teor.

8.2) temos, para qualquer curva fechada em V',

j[f(z) dz::zz]{fn(z) dz 0.

Entao pelo Teorema de Morera (Teor. 9.4) concluimos que f é analitica em V. Posto isto,
dado z € D, V um disco aberto que contém z e estd contido em D, e C' uma curva fechada
que envolve z no sentido positivo e estd contida em V',

vem pelas formulas integrais de Cauchy e pelo Teorema 10.4 que
K f (€) =K fa(©)
TR (M 1 A
S AT ;@% 06— "

+o00
= > 1P,
n=0
|

Teorema 10.6 Uma funcao definida por uma série de poténcias é analitica no interior da
seu circulo de convergéncia. Nessa regiao a série pode ser derivada termo a termo.

Demonstragdo. Seja R o raio de convergéncia e zy o seu centro. Dado z tal que |z — zg| <
R, seja r tal que |z — zg| < r < R. Pelo Teorema 10.2 a série é uniformemente convergente
no circulo de raio v e centro em zy, entao pelo teorema anterior (Teor. 10.5) temos que a

funcao é analitica nesse circulo, e portanto em z , e que podemos derivar a série termo a
termo nesse ponto. M

30s integrais existem porque tanto f, (z) como f (z) sio fungdes continuas.



