9 a Au1a 2006. 10.02 AMIV LEA; LEN; LEMAT; LEM Apontamentos

(Ricardo.Coutinho@math.ist.utl.pt)

Para tornar rigorosa a demonstracao da férmula integral de Cauchy devemos considerar a
proxima proposi¢ao que envolve a seguinte definicao:

Definicao 9.1 Seja z : [a,b] — C (com a < b) um caminho seccionalmente reqular, C' =
2 ([a,b]) e ¢ uma fungio real de varidvel complexa definida e em C. Entao sempre que o
lado direito da sequinte expressao existir como um nimero real dizemos que p é integravel

sobre C e escrevemos )
Le@= [ oo a

Observacao 9.1 FEsta defini¢cdo coincide com a definicao de integral de linha de um campo
escalar definido em R?, identificando naturalmente o com um tal campo: z = x+1iy, v (z) =

v (z,9),

/wwmw@wz/¢WWMWWMm%W@Wt

Portanto [, 1 |dz| = comprimento do arco C.

Proposicao 9.1 Seja C C C, uma curva seccionalmente reqular e f uma funciao complexa
de varidvel complexa definida e integravel em C. Entao

<AU@W4

Demonstrag¢ao. Usando uma pammetm’zagdo (seccionalmente regular) z (t) de C' temos

)20 d
/u D 0 dt = [ 17 )

Teorema 9.2 (Férmula integral de Cauchy) Seja C' uma curva seccionalmente regular,
simples e fechada, percorrida no sentido positivo. Considere-se f uma func¢do analitica na
regiao delimitada pela curva C' e z € C um ponto interior a esta regiao. Entdo

f(©)
%05—2 d¢ =i2nf (2).

Demonstragao. Seja § > 0, suficientemente pequeno tal que a circunferéncia |§ — z| = §
esteja contida na regiao delimitada pela curva C'.

7€) PO f)
ig_zg nf(z) = § HE— e

_ FO-f)
B %—z|=6 5_ z dé—’
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onde se usou o Coroldrio 8.4 e portanto a hipdtese de f ser analitica. Estimando o lado
direito da igualdade acima temos:

Seja e > 0 e tome-se § > 0 tal que (este § existe porque f é continua)

E—zl<i=[f)-f(2)l<e
f&) - f()

S ]{g-ﬂ:& §—

13
< = f{ |d¢| =
0 Jig—zl=s

< %27r5 =27

Fazendo € tender para zero concluimos resultado pretendido. m

entao

]{ 1) dé —i2nf (2)
cé—2

Exemplo 9.1 Sendo C' a circunferéncia de raio unitdrio centrada na origem, temos pela

férmula integral de Cauhy*
2 1 2 .
]{ : T dz =27 ( ) = ﬂ,
c R — 5 2 2

é analitica e o ponto z = § é interior ao circulo |z| < 1

uma vez que a fungdo f (z) = 2°

9.1 Foérmulas integrais de Cauchy

Provamos o seguinte resultado:

j{f(f) de — 2 f (2)
c&—

se C' ¢ uma curva fechada simples, percorrida no sentido positivo, que envolve o ponto z e

se f é uma fungao analitica na regiao delimitada por C' .

Esta férmula mostra que para conhecer uma funcao analitica em toda a regiao delimitada
por uma curva fechada basta conhecer como ela é sobre a curva. Entao, se z e z + h estao
no interior da regiao delimitada por C, obtemos

1 1 1
Ferm=16) = 5= 410 (g - e )

12T E—=z
n £ €
- i2w7€<s—z—h><g—z>d5’
R e e ORI £ ()
h G A T A sy
2 52

I Note-se que fo T dz = fo = dé.
~3 2
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obtemos 2

o TN S G 1S
() = i HEEL ol Bt

De forma andloga mostra-se que

f//(z)_ljgc(f(g)g‘dg

27 Jo (£ - 2)

e (por indugao) o seguinte teorema3.

Teorema 9.3 (Férmulas integrais de Cauchy) Seja C' uma curva seccionalmente requ-
lar, simples e fechada, percorrida no sentido positivo. Considere-se f uma func¢do analitica
na regiao delimitada pela curva C e z € C um ponto interior a esta regiao. FEntio (para

neN) ©
) ()= M L&
PO C) = e

27

Note-se que se f é analitica em z entao existe uma vizinhanga V aonde f é analitica e
podemos considerar uma curva C' em V' que envolve z. Entao o teorema acima garante que
se f é analitica entao tem derivadas de todas as ordens; ou seja uma funcao analitica é
indefinidamente diferencidvel.

Corolario 9.4 Se [ ¢ analitica entao [’ também é analitica; uma fungao analitica é indefi-
nidamente diferencidvel; dada wma funcio analitica f (), a sua derivada ordem n, f™ (z),
existe e ¢ uma func¢do analitica.

Corolario 9.5 Se u e v sao respectivamente as partes real e imagindria de uma fungao
analitica f = u+iv, entdo u e v tém derivadas parciais de todas as ordens (sendo, portanto,
continuas).

Demonstragao. Para uma fung¢ao analitica

ou Ov 0 .
= = — (u+iv)

/ - - =
f_ax—i_zﬁx ox

2Note-se (para h perto de 0)

£ 76
ﬁ(g—z—h)@—z)”g‘ s f{cm—z—hus—zf 2l
{ 76 »
c (1€ —z—|n) ¢ — 2|

M
L — d
<d—|h|)d2?i' d

onde d é a distancia de z a C ( d:rgnié1|§— z|) e M é o valor méximo de | f| sobre C ( M:rgnaéc|f(§)|)
€ €

n!

(-2

das outras comutando a integragdo com a derivagao.

1
3Definindo g(z) = vl entdo g™ (z) = Pelo que formalmente as férmulas obtém-se umas
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e pelas equagoes de Cauchy-Riemann.

ov Ou 10 .
f/:a—y—la—yzza—y(u—i—ﬂ}).

Pelo Coroldrio 9.4 e aplicando n vezes o operador a_az vem

o"u O™
f"(2) = 5= +ig—
ox™ = Oz™
pelo que as deriwadas parciais % e % existem sao continuas. Mas podemos também aplicar

n — k vezes o operadorZ e k vezes o operador -2 obtendo-se
oz t Oy

| S ) 1 o ky
(n) _ =
™ (z) ik Qgn—kQyk + R=1 9gn—kQyk’

para qualquer natural n e k tais que 0 < k < n. Conclui-se entao que todas as derivadas
parciais de u e v existem e sao continuas. M

Exemplo 9.2 (de aplicagao das férmulas integrais de Cauchy) Considere-se f () =

6267 n = 47 f(4) (5) = 24625
22 2%
]{ @ = ]{ _©
jel=1 # gl=1 (€ —0)

= o 2R
127 4
2.3.4
i

3

=0

Teorema 9.6 (Teorema de Morera) Seja f uma fun¢ao complexa de varidvel compleza
continua num aberto D, tal que para qualquer curva fechada C' contida em D se tenha

]{Cf(z) dz — 0.

Entao f é analitica em D.

Demonstragao. Seja zg um ponto qualquer em D e z um ponto numa vizinhanga convexa
V' de zy contida em D. Considere-se F (z) o integral de f (z) ao longo do segmento de recta
que une zg a (neste sentido), i. e.

F(z) = f(&) dg.

[zO,z]
Dado h € C tal que z + h ainda perten¢a o vizinhanca (convexa) V', temos de, acordo com
a hipdtese,

¢ 7€) de =0,
[ZO az]+[zaz+h]+[z+haz0]
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ou seja
de + de + d§ =0,
RLGKS /[ IRLGE: /[ RLGKS
ou ainda
F(z)—i—/ F(€) dE— F(24+h) =0,
[z,2+h]
Portanto

F<z+h)—F<z>=/[ IRIGKS

Dado € > 0, como f é continua em z, seja § > 0 tal que | —z| < d = |f (&) — f(2)] <e.
Entao

F(z+4+h)—F(z) 1 B
o re) - gl rek-re [
< = £ () — £ ()] de]
|h| [z,2+h]

i
< e de| = ¢
Al Jiz 1)

Pelo que F' (z) = f(z), concluindo-se que F (z) é analitica em V. Entdo, de acordo com o
Coroldrio 9.4, f é analitica porque é a deriwada de uma funcao analitica. W

9.2 Funcoes Harmonicas

Definicao 9.2 Uma funcgdo real u definida num aberto D de R? é uma funcao harmonica
seu € C*(D,R) e
Pu  0*u _0
0x? + oy?
Designando por u e v, respectivamente, as partes real e imagindria da funcao f = u + v,
a equivaléncia entre fungoes analiticas e fungoes harmonicas é estabelecida nas seguintes
afirmacoes:

e f = wu+iv analitica = u harménica (e também v harménica)

Se f = u + v & analitica entao, pelo Coroldrio 9.5, u,v € C? e temos as equacoes de
Cauchy Riemann:

du  Ov N 0 B 0%
dr 9y 2 0Ox®  Oxdy
ou v N Pu v
oy Oz 2 Oy ~ Oyox
Pelo teorema de Schwarz, sendo u € C?, temos a‘fgy = a‘?;;’z; pelo que % + % = 0.

Como v é a parte real de —if, concluimos que também v é harmonica.
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Exemplo 9.3 De acordo com este resultado podemos garantir, sem calcular derivadas par-
.. “ 2 2_.2. o 2_,2 . “ L.
ciais, que a fungao Re (ez ) = Re (ez B +2”y) = e 7Y cos2xy é uma funcao harmonica,

2 7z ~ 1 .~ ~ 4y
porque e* & uma funcdo analitica (composicio das fungoes analiticas €% e 22).

e y harmoénica = Jv : f = u + v analitica.

Se u é harmoénica, entao (—g—Z, %) ¢ um campo fechado; de facto, como u € C2,
concluimos (—%, %) € C' e por outro lado

o (owy 0 (Lo _ o ot

Ox \ 0z Ay oy) 0z oyr

Entao o campo (_3_5> %) é um campo gradiente (localmente ou em conjuntos simples-

mente conexos), pelo que existe um potencial v € C* (inico a menos de uma constante

aditiva) tal que gradv = (—%, %), ou seja

v ou Jdv  Ju

—=—— e —=—.

ox dy dy Ox
Concluindo-se que f = u+iv é analitica. A fun¢ao v assim determinada designa-se por
harménica conjugada de u e é tinica a menos de uma constante aditiva (localmente

ou em conjuntos simplesmente conexos).

Exemplo 9.4 Considere-se a fun¢do u(x,y) = 3zy* — 23. Temos % + gi;; = —6x + 6z =
0. Portanto u é harmdnica e existe uma fun¢do harmdnica conjugada v que satisfaz as
equagoes % = —% = —6xy e g—z = % = 3y? — 32%. De facto da primeira equacdo obtemos
v= =32+ q1(y) e da seqgunda, v = y* — 32%y + go(x). Comparando as iltimas expressoes
concluimos g1(y) — y* = ga(x) = constante (porque o lado esquerdo nao depende de x e o
direito nao depende de y). Pelo que v =y3 — 32y a menos de uma constante aditiva(real).



