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8.1 Integração de funções derivadas
O próximo resultado dá-nos, sob certas condições, um processo expedito para o cálculo
de alguns destes integrais de variável complexa. É a extensão da fórmula de Barrow para
funções de variável complexa, no entanto o problema da existência de primitivas é ainda mais
intricado do que no caso real; este facto limita bastante a aplicabilidade deste resultado.
Proposição 8.1 Seja D ⊂ C um aberto, f analítica em D e C ⊂ D uma curva seccional-
mente regular com o ponto inicial z , e final z - . Então

∫

. f / (z) dz = f (z - )− f (z , )

Demonstração. Seja z (t) com t ∈ [a, b] uma parametrização (seccionalmente regular) da
curva orientada C. De acordo com a definição 4.1 f / é uma função contínua, pelo que (pela
fórmula de Barrow para funções seccionalmente contínuas)

∫

. f / (z) dz =
∫ 0

1 f / (z (t)) z / (t) dt

=
∫ 0

1
d
dt [f (z (t))] dt

= f (z (b))− f (z (a))
= f (z - )− f (z , )

Exemplo 8.1 Considere-se o integral considerado no Exemplo 7.6. Como
( 2 3
4
) / = z 5 temos

∫

. z
5 dz = i 4

3 − 0 = −i
3 .

Exemplo 8.2 Seja Γ ⊂ C uma curva seccionalmente regular com o ponto inicial ω , e final
ω - .Então

∫

6 cos z dz = senω - − senω , .

Exemplo 8.3 Seja Γ ⊂ C uma curva seccionalmente regular com o ponto inicial ω , e final
ω - .Então para n ∈ Z, n �= −1,

∫

6 z 7 dz = ω 7 8 --
n + 1 − ω 7 8 -,

n + 1 ,

se a curva Γ não passar pelo ponto z = 0, no caso de n < −1.
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Exemplo 8.4 Seja Γ ⊂ C uma curva seccionalmente regular com o ponto inicial ω , e final
ω - .Então para n ∈ Z, n �= −1,

∫

6 (ξ − z) 7 dξ = (ω - − z) 7 8 -
n+ 1 − (ω , − z) 7 8 -

n + 1 ,

se a curva Γ não passar pelo ponto ξ = z, no caso de n < −1.

Exemplo 8.5 Seja Γ ⊂ C uma curva seccionalmente regular com o ponto inicial ω , e final
ω - .Então, para um ramo do logaritmo tal que a sua linha de descontinuidade não passe pelo
caminho que liga ω , a ω - (se tal for possível),

∫

6
1

ξ − z dξ = log (ω - − z)− log (ω , − z) .

Exemplo 8.6 Seja C uma curva simples fechada e seccionalmente regular que não passa
sobre o ponto z.

∮

.
1

ξ − z dξ = 0 se C não envolve z,
∮

.
1

ξ − z dξ = i2π se C envolve z no sentido directo.

Este resultado obtém-se do exemplo anterior fazendo o limite ω - → ω , (escolhendo um ramo
do logaritmo adequado).
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8.2 O Teorema de Cauchy

Notação 8.1 Se C é uma curva fechada seccionalmente regular escreve-se
∮

. f (z) dz com
o mesmo significado de

∫

. f (z) dz apenas para reforçar a afirmação de que C é uma curva
fechada.

Teorema 8.2 (de Cauchy)Seja D ⊂ C um aberto simplesmente conexo, f analítica em D
e C ⊂ D uma curva seccionalmente regular fechada. Então

∮

. f (z) dz = 0

Demonstração. De acordo com a relação ∫ . f (z) dz = ∫ . (u,−v)·dg+i ∫ . (v, u)·dg,obtida
na última aula, basta mostrar que os campos (u,−v) e (v, u) são fechados (onde u (x, y) =
Re f (x+ iy) e v (x, y) = Im f (x+ iy)). Ou seja u, v ∈ C � e

∂
∂yu = ∂

∂x (−v) e ∂
∂yv = ∂

∂xu,

que são exactamente as equações de Cauchy - Riemann. (note-se que u e v são de classe C �
uma vez que pela nossa definição de função analítica f � = � �� � + i � �� � = � �� � − i � �� � é uma função
contínua).

Corolário 8.3 Seja D ⊂ C um aberto simplesmente conexo, f analítica em D, Γ � e Γ � duas
curvas seccionalmente regulares contidas em D com o mesmos pontos inicial z � e final z � .Então

∫

	 
 f (z) dz =
∫

	 � f (z) dz
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Corolário 8.4 Seja f : D ⊂ C → C, analítica em D, e C � e C � duas curvas fechadas
homotópicas em D ' (percorridas no mesmo sentido). Então

∮

. 
 f (z) dz =
∮

. � f (z) dz

Corolário 8.5 (Integrais de funções analíticas em regiões multiplamente conexas) Considere-
se curvas seccionalmente regulares, fechadas e simples, C, C � , C � , ...e C ( , percorridas no
sentido positivo, tais que C � , C � , ...e C ( estão contidas no interior da região delimitada pela
curva C e as regiões limitadas por cada uma das curvas C � , C � , ...e C ( não se intersectam.
Seja R o conjunto que se obtém da região delimitada por C retirando o interior de cada uma
das regiões limitadas pelas curvas C � , C � , ...e C ( . Se f é uma função analítica em R, então

∮

. f (z) dz =
∮

. 
 f (z) dz +
∮

. � f (z) dz + ...+
∮

.#) f (z) dz.

* +�, -�.�/ 0 - 1�2 .#/ 3�0 - 4 / 3 165 7 8 /
9 / : ; < : ,#5 2 ; 3 5 :#= 4 / 3 165 3 > = -�, 165�:#5�/ , ; 3 5
= - 1?= 5 @ 3�0 /69 / : A , : ; /
BDC



8 � AULA 2006.09.29 AMIV � � � � � � � � � � ��� � � � � � 	�

������	
������������� � � � � � � � � � �  � � � ! � " �#� � ! � � $ � �  � � � % � & 5
8.3 Fórmula integral de Cauchy
Exemplo 8.7 Seja C uma curva fechada e simples, percorrida no sentido positivo e que
envolve o ponto z. Então, de acordo com o Corolário 8.4 temos

∮

.
1

ξ − z dξ =
∮

' ( ) 2 ' *,+
1

ξ − z dξ

e pela definição (usando o caminho ξ (t) = z + e - . , t ∈ [0, 2π])
∮

' ( ) 2 ' *,+
1

ξ − z dξ =
∫ / 0
1

1
ξ (t)− z ξ 2 (t) dt

=
∫ / 0
1

1
e - . ie - . dt

= i
∫ / 0
1 1 dt

= i2π
Da mesma forma, para n �= 1

∮

.
1

(ξ − z) 7 dξ =
∮

' ( ) 2 ' *3+
1

(ξ − z) 7 dξ

=
∫ / 0
1

1
(ξ (t)− z) 7 ξ 2 (t) dt

=
∫ / 0
1

1
e - 7 . ie - . dt = i

∫ / 0
1 e - 4 + ) 7 5 . dt

= i
[ e - 4 + ) 7 5 .
i (1− n)

]
/ 0
1 = ie -

4 + )
7
5 / 0 − 1

i (1− n)
= 0

Temos portanto o seguinte resultado:
∮

.
1

ξ − z dξ = i2π

se C é uma curva fechada simples, percorrida no sentido positivo e que envolve o ponto z.

Nestas mesmas condições, com f uma função analítica na região delimitada por C e para
δ > 0 pequeno, temos:

∮

.
f (ξ)
ξ − z dξ =

∮

' ( ) 2 ' *76
f (ξ)
ξ − z dξ � f (z)

∮

' ( ) 2 ' *76
1

ξ − z dξ = i2πf (z) .


