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8.1 Integracao de funcoes derivadas

O préximo resultado dé-nos, sob certas condi¢oes, um processo expedito para o cédlculo
de alguns destes integrais de varigvel complexa. E a extensdao da férmula de Barrow para
funcoes de varidvel complexa, no entanto o problema da existéncia de primitivas é ainda mais
intricado do que no caso real; este facto limita bastante a aplicabilidade deste resultado.

Proposigao 8.1 Seja D C C um aberto, f analitica em D e C' C D uma curva seccional-
mente regular com o ponto inicial zy e final z1. Entao

/ £ (2) dz= f(21) — f (=0)
C

Demonstragao. Seja z (t) com t € [a,b] uma parametrizag¢ao (seccionalmente regular) da
curva orientada C'. De acordo com a defini¢iao 4.1 f' é uma fungdo continua, pelo que (pela
formula de Barrow para fungoes seccionalmente continuas)

[rera = [remma
b q

- [ Gl
£z )~ 7 (=(@)
= f(21) = [ (20)

!
Exemplo 8.1 Considere-se o integral considerado no Fxemplo 7.6. Como (?) = 2% temos

Exemplo 8.2 Seja I' C C uma curva seccionalmente reqular com o ponto inicial wg e final
wi.Entao

/coszdz = senwjp — Sen wy.
r

Exemplo 8.3 Seja I' C C uma curva seccionalmente reqular com o ponto inicial wg e final
wy.Entao paran € Z, n # —1,

n+1 n+1
/z"dz: Wit — wo
r n+1 n+1’

se a curva I' nao passar pelo ponto z =0, no caso den < —1.
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Exemplo 8.4 Seja I' C C uma curva seccionalmente reqular com o ponto inicial wg e final
wy.Entao paran € Z, n # —1,

(W1 _ Z)n+1 (UJO _ Z)n+1

/P(f—z)"d§: n+1  n4+1

se a curva I' nao passar pelo ponto & = z, no caso den < —1.

Exemplo 8.5 Seja I' C C uma curva seccionalmente reqular com o ponto inicial wg e final
wy.Entao, para wum ramo do logaritmo tal que a sua linha de descontinuidade nao passe pelo
caminho que liga wg a wy (se tal for possivel),

/Pgizdgzlog(wl—z)—log(wg—z).

Exemplo 8.6 Seja C' uma curva simples fechada e seccionalmente regqular que ndao passa
sobre o ponto z.

1

j{— d = 0 se C' nao envolve z,
-z

c

1

745— d¢ = 27 se C' envolve z no sentido directo.
—z

c

Este resultado obtém-se do exemplo anterior fazendo o limite w; — wyq (escolhendo um ramo
do logaritmo adequado).
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8.2 O Teorema de Cauchy

Notagao 8.1 Se C' é uma curva fechada seccionalmente regular escreve-se ja{ f(2) dz com
c

o mesmo significado de / f (2) dz apenas para reforcar a afirmagao de que C' é uma curva
c

fechada.

Teorema 8.2 (de Cauchy)Seja D C C um aberto simplesmente conezo, f analitica em D
e C C D uma curva seccionalmente reqular fechada. Entdo

jafcf(z) dz — 0

Demonstrag@o. De acordo com a relagdo [, f (z) dz = [, (u, —v)-dg+i [, (v,u)-dg,obtida
na ultima aula, basta mostrar que os campos (u, —v) e (v,u) sao fechados (onde u(zx,y) =
Ref(x+iy) ev(z,y) =Imf(z +iy)). Ou sejau,veCle

0 0 0 0

e —U=—u,

8yu " Or (=v) Jy ox

que sdo exactamente as equagoes de Cauchy - Riemann. (note-se que u e v sdo de classe C*
.~ ~ 21 r __ Bu ‘v __ Ov Ou 4 ~
uma vez que pela nossa defini¢io de fungao analitica f' = 2 + 157 = 3y Loy € uma funcao

continua,).

Corolario 8.3 Seja D C C um aberto simplesmente conexo, f analitica em D, I'y e I's duas
curvas seccionalmente requlares contidas em D com o mesmos pontos inicial zg e final 2.
Entao

f(z)dz= | [(z)dz
T1 T2

Z
: ]
& d(zydi=0
b =1 | !
LR

1 4 o!i:.-,. 4(% =0
T L?‘ )U‘ZE |
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Coroldrio 8.4 Seja f : D € C — C, analitica em D, e C; e Cy duas curvas fechadas
homotdpicas em D 1 (percorridas no mesmo sentido). Entao

f(z)dz= ¢ [(z)dz
C1 Ca

Corolario 8.5 (Integrais de fungoes analiticas em regioes multiplamente conexas) Considere-
se curvas seccionalmente requlares, fechadas e simples, C, Cy, Cy, ...e Cy, percorridas no
sentido positivo, tais que C, Cy, ...e Cy estao contidas no interior da regiao delimitada pela
curva C' e as regioes limitadas por cada uma das curvas Cy, Cs, ...e Cy nao se intersectam.
Seja R o conjunto que se obtém da regiao delimitada por C' retirando o interior de cada uma
das regioes limitadas pelas curvas Cy, Cs, ...e C'n. Se f é uma funcao analitica em R, entdo

%f(z) dz = f(z)dz+ ¢ f(z)dz+..+ f(z) dz
C 1 Co

Cn

ain é:—qv?%rp—}i,

i@f;ﬂs ) ;é,}&;éa ;§+m;4i@ =0 | -
. ]

{ ; .

IQue podem, por deformacio continua, transformar-se uma na outra sem sair do conjunto D.
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8.3 Formula integral de Cauchy

Exemplo 8.7 Seja C' uma curva fechada e simples, percorrida no sentido positivo e que
envolve o ponto z. Entao, de acordo com o Coroldrio 8.4 temos

1 1
d¢ 274 d¢
ji*f—z |§—z|=1f—z
e pela definicao (usando o caminho & (t) = z + e, t € [0,2n])
1 S
¢ = / —— &' (t) dt
]{g_z|=15—2 o &(t)—= )
2n 1 ]
= / —.ie’t dt
0 et
2n
== Z/ 1dt
0

= 27

Da mesma forma, para n # 1

RS N e L
- [ e o
= /027r emtze” dt = z/o27r A=t gt

1(1 n)t 727 ei(l—n)27r -1
- [, -

= 0

Temos portanto o seguinte resultado:

]fcg—zdg 2

se C' é uma curva fechada simples, percorrida no sentido positivo e que envolve o ponto z.

Nestas mesmas condi¢oes, com f uma funcao analitica na regiao delimitada por C' e para
0 > 0 pequeno, temos:

]i*g(fg)zdg:]{ z|5g(§)d5 f()]{ z|55

=i2nf (2).



