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Apontamentos

4.1 Equagoes de Cauchy-Riemann. Condicoes necessarias para a
diferenciabilidade

Se f é diferencidvel num certo ponto zg entao existe o limite

f(z0+h) = f (%)
h

/ )

fleo) =iy
Note-se que h € C e portanto M{Mz—oz converge para f’(z) independentemente da
forma com que h converge para 0; isto é independentemente do percurso que h toma quando
converge para 0. Em particular os limites direccionais tém de iguais segundo todas as
direcgoes. Portanto, o valor f’(zg) pode ser calculado fazendo h tender para zero segundo o
eixo real (direc¢ao horizontal), ou segundo o eixo imagindrio (direc¢ao vertical), obtendo-se
o mesmo resultado (na hipétese da existéncia da derivada f’(zp)). Entao (com zg = Rezg e
yo = Im z) se f & diferencidvel em zp,

1. , .
f/ (Zo) _ lltg% f (xo +t+ Zyo3f — f ($0 + Zyo)
2. , .
F (20) :12%f($0+2(y0+?t) — f (w0 + iyo)

onde t & uma varidvel real (muda). Separando a parte real e a parte imagindria obtemos
(com u(z,y) = Re f (z+iy) e v(z,y) =Im f (z +1iy)):

1.
f(z) = lim u (zo +t,y0) + v (xo + t,yo) — u (To, Yo) — v (T, yo)
0 t—0 t
iy T £t y0) — u (w0, 30) i (0t 50) = v (o, )
t—0 t 10 t
ou

2. Analogamente

u (2o, Yo + 1) + v (w0, yo + t) — u (z0, o) — v (To, Yo)

1 . .
f'(2) = lim m
1 /0u Ov
= 3 (8_y (w0, yo) + ’La—y (o, yo))
0 0
= 3_Z (w0, yo) — Za—Z (%0, Yo)
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Conclusao: se f = u + 1w é diferencidvel no ponto z = xg + iyp, entao

ou ov
% ($07y0) = 0_ ($0,y0)
ou v

6_y (360, yo) = —% (370, yo)

Estas sao designadas por equagoes de Cauchy-Riemann.

Mostramos entao o seguinte Teorema.

Teorema 4.1 Se f(z + iy) = u(x,y) + w(z,y) é uma fungao diferencidvel (no sentido
complexo) no ponto zg = g + iyo, entio as fungoes u(x,y) e v(x,y) satisfazem as equagoes
de Cauchy- Riemann no ponto (xg, yo).

Exemplo 4.1 Vamos confirmar que a fun¢io f(z) =Z ndo é diferencidvel:

0 0
flx+iy) = u+iv, comu=x ev = —y; a_u =1+#-1= a—v; as equagoes de Cauhy-
Z Y
0 0
Riemann ndo sao satisfeitas (apesar de S 0).
dy ox

Observagao 4.1 De acordo com as equagoes de Cauhy- Riemann, no caso de existir (esta
¢é uma hipdtese muito forte) a derivada de uma fun¢ao complexa de varidvel complexa poder
ser calculada, a partir das suas partes reais e imagindrias, usando qualquer das sequintes
formulas:

ou Ov ou Ou ov  Ou ov  Ov

YU ov p_ ouw o 90 oU r_ 9Y ov
/ _8x+zax’ / ox Z@y’ / oy 8y+18x

4.2 Condicoes suficientes para a diferenciabilidade.

Teorema 4.2 Seja f : D C C —C, u a parte real, v a parte imagindria de f e zg = xo+ 1Yo
(ro = Rezg e yo = Im z9) um ponto interior a D.

Se f(z+1iy) = u(z,y) +iv(x,y) € tal que u e v satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann
em (zo,%0) € as suas derwadas parciais sao fungées continuas neste mesmo ponto (To,Yo),
entao f é diferencidvel no ponto zg = xg + iyo.

Observacao 4.2 Vamos utilizar apenas o facto de u e v serem diferencidveis em (xo,Yo),
0 que é consequéncia de terem derivadas parciais continuas neste ponto; de acordo com um
teorema bem conhecido da andlise em R™.

Demonstragdo. h =t +ik, t =Reh e k =Imh; |h| = V2 + k2 = ||(t, k)]

flzo+h) = flz0) _
h

[u(zo +t,y0 + k) +iv(xo +t,y0 + k) — u (o0, o) — 10 (20, Yo)]

S

[u(zo +t,y0 + k) — u (2o, y0) + 1 (v (zo + 1t Yo+ k) — v (%o, Yo))]
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usando a diferenciabilidade de u e v no ponto (xg,yo), vem:

f<zO+h2L—f<Zo> _ h@z(“’%) +§—Z<wo,yo)k+o<|hl>)+

1./0 0
+%z (a—z (x0,Y0)t + @_Z (z0,%0) k + o (|h|)>

ou ou ov ov
= h{@x k:a—y (ta—+ka>—|—o(|h|)}

omitindo o ponto (xg,yo) onde todas as derivadas parciais sao calculadas. Utilizando as
equagoes de Cauchy-Riemann , obtemos

flzo+h)—f(zo) = 1] 0u v ov ou
h = % l'ar o T\l Thag ) He(nd
1 L O0u L Ov
= 5 (t+zk)%+(—k+zt)%+0(|h|)]
1T u v
= 5 (t+zk)%+z(zk+t)a o(|h|)]
_ ou ov, o(lh])
- Or Oz h
O termo @ + i@ nao depende de h e M = %Jhﬂ'm%[ converge para zero (quando h — 0)
porque ’J—l’ = 1. Pelo que existe o limite 1 1 Sz + h})L — f(zo)'

Exemplo 4.2 A funcao exponencial €* é diferencidvel em todo o plano complexo. Temos
e =u+1w, comu==e€e*cosy ev=CE¥seny;

ou - Ov ou - Ov
— =¢e"cosy=— e —=—€"seny=——

Ox oy oy ox’

Portanto as equagoes de Cauchy -Riemann sao satisfeitas e as deriwadas parciais de u e v
sao continuas, concluindo-se que e* é diferencidvel em todo o plano complexo e

(%) ou n Ov
= —_— 11—
Jx Oz
= ¢e%cosy +ie¥seny
= e

Exercicio 4.1 Mostre que se a derivada de uma funcao de varidvel complexa é nula num
conjunto aberto conexo, entdo a funcdao é constante nesse conjunto.

Lo (|h|) designa uma funciio desconhecida g (neste caso g depende de zy e de h ) que satisfaz a seguinte
propriedade

lim = =
|h|—0 | h|
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4.3 Funcoes analiticas.

Observacao 4.3 Comparem-se os Teoremas 4.1 e 4.2. FEstes resultados nao sao exacta-
mente o reciproco um do outro. Contudo, é possivel demonstrar que f(x + iy) = u(z,y) +
iv(z,y) é diferencidvel num aberto D sse u e v satisfazem as equagoes de Cauchy -Riemann
e sio de classe C' nesse mesmo aberto (identificando naturalmente os subconjuntos C e de

R?).

Definigao 4.1 Seja D C C um conjunto aberto, f : D — C é holomorfa (ou analitica ?)
sse for diferencidvel em todos os pontos de D e sua derivada f' for continua em D 3.

Consequéncia imediata desta defini¢ao e dos Teoremas 4.1 e 4.2 é que: f(z+1iy) = u(z,y) +
iv(z,y) € analitica num aberto D sse u e v satisfazem as equagoes de Cauchy -Riemann e
sao de classe C. De facto se f : D — C & diferencidvel, entao

p_ w0 o
oz lor oy Z@y’

pelo que, se a derivada f’ for continua, u e v sao de classe C?.

Defini¢ao 4.2 Uma fun¢io f: D — C é holomorfa (ou analitica) em F C D sse existe
um conjunto aberto A tal que FF C A e f: A — C é analitica. (mais precisamente, se a
restricao de f a AN D admite uma extensao a A que seja analitica no sentido da defini¢ao

4.1)

Defini¢ao 4.3 Uma fungio f : D — C é holomorfa (ou analitica) em z € D se é
analitica em {z} de acordo com a defini¢ao 4.2.

Imediatamente se reconhece que, de acordo com os resultados semelhantes para funcoes
continuas e pontualmente diferencidveis, a soma, o produto, o quociente e a composicao de
funcoes analiticas é ainda uma funcao analitica no interior do seu dominio. Esta observacao
permite reconhecer funcgoes analiticas sem necessidade de efectuar cédlculos.

Assim reconhecemos que qualquer polinémio é uma funcao* analitica em C. Do mesmo
modo qualquer funcao racional (quociente de polindmios) é analitica no seu dominio (o
plano complexo excepto os zeros do denominador). Por outro lado, pelo Exemplo 4.2, a
funcao exponencial é também analitica em todo plano complexo. Com base nestas funcoes
é possivel construir uma mirfade de fungoes analiticas.

2 Alguns autores definem de forma distinta as funges holomorfas (definigdes semelhantes 4 aqui enunciada)
e as fun¢des analiticas (defini¢oes ligadas ao desenvolvimento em séries de poténcias). Contudo & posteriori
mostram que as fungOes sdo holomorfas sse sdo analiticas.

3Usualmente definem-se as fungdes holomorfas (ou as analiticas) sem pedir a continuidade da derivada
da fungdo, mostrando-se & posteriori que qualquer func¢éo holomorfa (analitica) tem derivada continua. Esta
abordagem usual implica uma teoria mais elaborada do que a que expomos neste curso. Aquilo que se perde
é apenas que neste curso niao se mostra que a definicdo usual é equivalente & aqui utilizada.

4 As funcoes analiticas em todo plano complexo designam-se por fungoes inteiras.
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22
Exemplo 4.3 A funcio f(z) = e ¢ analitica em C\ {3i}. De facto, a fungao z — 22:;
¢ analitica em C\ {3i}, porque é uma fungao racional, e f(2) é a composi¢ao desta fung¢ao
com a funcao exponencial; portanto a composi¢cdao de funcgoes analiticas. A sua derivada

calcula-se de acordo com as regras mencionadas:

f (2) = €3 — e7=3i = e ==3i

(z — 3i)? (z — 3i)?

z_2+_1(22+1>/_ 2022(2-3) - (P41 2 -6iz—-1 2
z— 31

1z e—iz eiz o e—iz
Exemplo 4.4 As fungoes 5 e ; sGo analiticas (soma e composi¢io de

l
fungées analiticas). De acordo com as férmulas de Euler, quando restringidas ao eizo real
estas fungoes coincidem com as fungoes coseno e seno, respectivamente. Pelo que é natural
definir
eiz + e—iz eiz o e—iz
oSz =—T+— € Senzg=———.
2 21

O calculo da derivada destas (novas) fungoes definidas em todo plano complexo obtém-se
pela regra da derivacao da soma e da composicao de fungoes:

; iz N\ ! N N . . ;
et e~ et e~ et —i) e~
oss) — (EEEEY (€ e e (i
2 2 2
'eiz o e—iz 1 eiz o e—iz
= | = ———— = —8€en:z.
2 1 2

; iz ! i/ i/ . . ;
e _ ez er) — (e~ e — (—i) e %
son2) — e\ () — () _ e~ (=)
21 217 21

eiz + e—iz
= ———— =cosz.
2
Exemplo 4.5 A analiticidade da funcio f(z) = |22 —7Z2% + i (22 +Z?) jd ndo pode ser

estudada do mesmo modo uma vez que a fun¢ao z — Z nao é analitica. Mas, com z = x+ 1y,

vem 22 = % — y? + 2ixy e, portanto,

[z +iy) = [dizy| + 12 (2® — y?) = 4|zy| + 2 (2* — y?) .
Designando por u e v as partes real e imagindria de f, respectivamente, obtemos

ov

T = gl =4
803’7 4=2 sex#0 e 8% v,
a_u:4Jﬂl sey#0 e —a—vz—4$
Y x

Pelo que as equagoes de Cauchy Riemann nao sao verificadas para xy > 0; mas sdo satis-
feitas na regiao definida por xy < 0 e as derivadas parciais de u e v $Go continuas nesta

regiao aberta. Concluimos , portanto que a funcao deste exemplo é analitica no aberto:
{z€C:ImzRez < 0}.
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4.4 Funcoes elementares
Para além dos polinémios, fungoes racionais e funcao exponencial, é 1til conhecer outras

fungoes analiticas definidas no plano complexo & custa da funcao exponencial e que genera-
lizam funcgoes conhecidas da anilise real.

Definicao 4.4 Para z € C, define-se

eZZ+€—ZZ ezz_e—zz
coszg = ——— seny = ————
2 ’ 21 ’
z —zZ z —Z
e +e e“ —e
chz = —— e shz=—
2 2

Imediatamente reconhecemos as férmulas de Euler e as seguintes relagoes:

cos z = ch (iz) (4.1)

1
senz = —sh (iz) .
i

Percebe-se agora, no contexto da andlise complexa, porque a cada relagao entre funcoes
trigonométricas estd associada uma relacao entre fungoes hiperbdlicas correspondentes, que
¢ idéntica a menos de alguns sinais. Por exemplo:

2

cos?z+sen?z=1 corresponde a ch®z—sh?z=1.

Da definicao de exponencial podemos obter a representacao em séries de poténcias destas
funcgoes trigonométricas; por exemplo:

ft+e? 1= 1 , (D",
chz = T:§<ZWZ +Z )] z)

o0 _1 7 o0 _1 7
cosz = Z (-1) 22 sen z = Z ¥z2n+1,

| |
“—~ (2n) £ (2n 4 1)
chz = E°° L22" e shz= E°° ;ZQ"H
T &= (2n)! = (2n+ 1) '

A derivada destas fungoes pode ser obtida da derivada da exponencial, por exemplo:
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(cosz) = (i)ZM

,L'eiz + (—Z) e—iz eiz o e—iz

l

2 2
167/2'_
2

e~
= —Ssenc.

Obtemos assim as seguintes regras ja conhecidas dos cursos de anélise real:

! !
(cosz) = —senz  (senz) = cosz
! !
(chz) =shz (shz)" =chz.
Outras fungoes (trigonométricas) titeis devido ao seu significado geométrico sao
sen z cos 2
tg 2z = cotg z =
cos 2 sen z
1 1
sec z = cosec z = )
cos 2 sen z
e as suas correspondentes hiperbdlicas
sh z chz
thz = — cothz = —
chz sh z
1 1
sechz = ——  cosechz = —.
ch z sh z

Outro aspecto que convém notar é de que os zeros das fungoes sen z e cos z se situam sobre
o eixo real e, portanto, sao os zeros destas fungoes que conhecemos da anédlise real. De facto:

senz = Oﬁew;—i_wzoﬁeiz:e‘iz@e”zzl
& 12z = i2km com k € Z
& z=km com k € 7,
e
cosz = 0& e =—1
& 12z =am 4 12kmw com k € Z
& z:E+k:7r com k € Z.

2

Somando, multiplicando, dividindo e compondo fun¢oes elementares obtemos novas funcoes
elementares que sao analiticas no seu dominio e podem ser derivadas segundo as regras
habituais:

f+9'=r+d, (9 =r9g+fd,

i /:flg_fgl o r_ '6 /
(g> g (fog)=fogd.



