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2.1 Foérmula de De Moivre.

Dado z = pe? = p(cosf + isend) € C, temos

22— peifpeid — 2l
23— 222 = peif 2620 B30
Concluimos por inducao que

P pnezn07

para qualquer n € N, e como preifp—re=i¥ — pn-nemnd—ind — 000 — 1 podemos mesmo

por n € Z. Mostramos portanto a férmula de De Moivre:

(cos@ +isen )™ = cosnf + isennd.
Exemplo 2.1 Pela férmula de De Moivre temos
T m\4 .
(cos Z + 2sen Z) = COST + 1SenT,

ou seja

2 2

(i) -

De facto

4 2 5

2 2 2 2 1 1

V2 vy (V22 (LN ey
2 2 2 2

Vamos agora resolver o seguinte problema:

Dados um nimero complexo w = re*® e um numero natural n, determinar os nimeros
complexos z = pe® tais que 2™ = w, ou seja determinar {/w.

Temos entao
pneznG — reza'

Pelo que (porque |z"| = |w|)

e consequentemente

ou seja
cosnf +1sennf = cosa + isen .
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Portanto
cosnb = cosa
sennf =sena ’
pelo que
nd = a + k2x,
com k € Z. Obtém-se
a 2T
0 =—+k—.
n n

Concluimos

_n i o i(a+k2m) i(2+k2E
Yw = Vreie = Jreilethm) — {L/Fe(n n),
. 2% ; 27 .27 i1 2T
com k=0,1,...,n — 1, uma vez que e**FtM%T = ci(R5+2m) _ ik gizn _ oik%y
Verificamos que a raiz n de um nimero complexo é um conjunto de n valores complexos.

O simbolo {/a & utilizado para representar duas entidades distintas: um conjunto de nimeros
complexos z tais que z™ = a; ou , no caso de a ser um nimero real positivo, o (inico) niimero
real positivo = tal que 2" = a.

Exemplo 2.2 Cadlculo de \/32v/3 + i32
Seja w = 32v/3 4+ i32. Entdo

lw| = \/(32)23+(32)2
= 32v3+1
64,

432\/§ + 432
64

V3 i
= 64<7+§>

= 64¢'6,
\3/— _ 3/64 61(%-‘1-"32%) =4 61(%—“{:%) , k= O, 1, 2.

w = 6

Exemplo 2.3 Vamos calcular v/'1 entendido como um conjunto de nimeros complezos:
T = VT — o5,
com k=0,1,2.3. Ou seja /1 = {1, 5 et ei%”} —{1,i,—1, —}.

Exemplo 2.4 Vamos calcular /—1 entendido como um conjunto de niimeros complexos,
ou seja como o conjunto das solugoes complexas da equagio z* +1 = 0:

4 You T kT
v —1 = V1e{m+k2r) — e'a et 2,

com k =0,1,2,3. Como €% =cos ¥ +isen% = g + i%, obtemos

{ZEC:Z‘L—}_l:O}:{§+i§>_§+i§’_§_i§’§_i§}.
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Exemplo 2.5 As duas raizes quadradas de um nimero complexo sao simétricas em relacao
a origem:

Vz = +/)ze Ei com k =0,1
_ |Z‘€i(ﬂ§—z+k7r)

|Z|6iﬂ§—zeilm

.arg z

= +/|z]e" 2,

visto que €% =1 se k =0, mas €™ = —1 se k = 1.

2.2 Foérmulas de Euler.

Como consequéncia imediata da definicao € = cosf + isen 6, temos

o €0+e? p €9 e
cos =Ree? = —— ¢ senezlme’9:+7
2 21
ou seja ' ' ' '
610 4 6—10 610 o 6—10
cos) = —— e senf = ,
2 29

conhecidas como Férmulas de Euler. Estas féormulas tém um significado profundo que se
tornard claro mais adiante. No entanto, mesmo do ponto de vista formal, sao iteis na

manipulagao de fungoes trigonométricas (usadas em conjuncio com as propriedades €® = 1
e €i91€i02 — 61’(014—92)).

Exemplo 2.6
ﬁ eia 4 e—ia eiﬂ o e—iﬂ
cosasenf =
2 24
elletB) _ pila=p) 4 p—ila—ph) _ p—ilatp)
B 4i
1 ei(a-i-ﬂ) — e—i(a-i-ﬂ) ei(a—ﬂ) — e—i(a—ﬂ)
) ( 2 B 2 )
_ sen(a+ ) —sen(a—f)
B 2

2.3 Nocao de convergéncia no plano complexo.

Dada uma sucessao de nimeros complexos z, dizemos que z, converge para 0 nimero com-
plexo w se
lim |z, —w| =0

—00

e neste caso escrevemos w = lim z, ou z, — w.

n—00
Uma vez que |z, —w| é a distancia entre os pontos z, e w, a convergéncia de niimeros
complexos é equivalente & convergéncia de pontos no plano. Ou seja a topologia de C é
equivalente a topologia em R2. Em particular uma sucessao z, é convergente sse a sua parte
real e sua parte imagindria formarem sucessoes (reais) convergentes.
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Exemplo 2.7 z, = (1 + %)n +Z’2n1—bi—1 —w=e +z’% .

Podemos também considerar séries de niimeros complexos:

Dada a sucessao u, € C, defina-se a sucessao (de somas parciais)

N
ZN = E Up,-
n=0
—+o0
Dizemos que a série Y u, converge se a sucessao de somas parciais zy for convergente e
n=0
400
neste caso > up, = lim zy.
n=0 N—+o00

Ainda no mesmo contexto, defina-se a,, = Re (uy,) e b, = Im (u,). Entao temos

N N N
zN:E un:E an—i—iE by, .
n=0 n=0 n=0
+o00 +o0 +o00
Pelo que > u, converge sse as séries reais »_ a, e Y b, convergirem simultaneamente e
n=0 n=0 n=0
neste caso
—+o0 —+o0 400
E Uy = E Ay, + 1 E b,
n=0 n=0 n=0

Proposicao 2.1 Dada uma sucessio u, € C tal que a série (real de termos nao negativos)

400 —+o0
> |uy| € convergente, entao a série (complexa) > uy, é convergente.
n=0 n=0

Ou seja, para que uma série seja convergente é suficiente a convergéncia da série dos md-
dulos.

Demonstragao. Seja a, = Re (uy,) e b, = Im (uy,). Temos
|an| < fun| € [ba] < funl,

donde, pelo critério da comparagao, as séries

—+o0 400
D lanl e D bl
n=0 n=0
—+o0 —+o0
sao convergentes. Concluimos que > a, e > b, sao (absolutamente) convergentes e

400
portanto > uy é convergente. W
n=0
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2.4 Funcao exponencial

Definigao 2.1
3 4

il bzt iy
—2" = 24—+ =+ =+ ..
2 2 '3l 4l

Com a funcao exponencial assim definida estendemos naturalmente a todo o plano complexo
a funcao exponencial real de varidvel real ja nossa conhecida dos cursos de cédlculo elementar.

> L1z|™ = ell, pelo que a série que define €* é sempre convergente.

Note-se que Z |Lzm] =
n—=
Proposigao 2.2 De acordo com defini¢cao 2.1 temos

e = cosf + isen

para todo 6 € R.

Demonstragao. De acordo com defini¢io 2.1 temos

o0

. > 1 1
9 - Y g
e’ = g .y (10)" = n!H

I o Gt VPP O Gt D L SO .
B Z(Qn)!e +Z;m9 =cosf +isenf

Consequentemente temos agora uma justificacdo mais profunda para a relacao ¥ = cosf +
1sen @ e uma significagao mais transcendente das férmulas de Euler.

Com uma demonstragao formalmente igual a que é conhecida para a fun¢ao exponencial real
de varidvel real, pode-se mostrar que !

efle?2 — p?1tee

Temos entao
eF = W = e%eW
= e"cosy + i€”seny.

=1 1 = n!
z1+2: o il n __ - n—k k
e o= Zn!(z1+z2) _z:n!z:k!(n—k)!z1 “
n=0 n=0 " k=0
o 1 n—k]' k - 1 n - 1 n 2zl pZz
= Zy T2y = —z — 25 = €717
ZZ A e 172 171 172
n=0 k=0 (n k) k I b



