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40.1 Problemas com mais variaveis.

Com o objectivo de exemplificar como os métodos atrds expostos se aplicam em problemas
com mais varidveis, considere-se o seguinte exemplo:

(Ou  0%*u 0% )
S
ot 0x?2  0y?

| ©(0,7,y) = f(z,y)

Onde f (z,y) é uma funcio de classe C* no rectangulo [0, A] x [0, B] que satisfaz as condigoes
sen(nz)

fronteira. Mais a frente vamos concretizar com A =2, B=1e f (z,y) = 5 3cos(ry)”

Vamos entao pelo método da separagao de varidveis procurar solugoes separadas u (¢, x,y) =
T(t) X (2)Y (y) do problema homogéneo:
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gu _ O O ey
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u(t,0,y) =u(t,Ay) =0

ou ou
—_— = — B =

\
Temos X (0) =X (A)=0,Y"(0)=Y'(B)=0e
T'XY =TX"Y +TXY" — 2722t TXY.

Dividindo esta relacao por XY Z e reorganizando as parcelas, obtemos

PV
T X Y’
Donde concluimos
T/ + 2 9 t X// + Yll
— m™t=0 e —+— =0
T X Y ’

para alguma constante o. Por sua vez

X//
2
X © Yy
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para alguma constante A\. Obtemos assim:

X"=AX com X (0)=X(A)=0

Y'=(—-AN)Y com Y'(0)=Y'(B)=0

T = (0 —27%t)T

O primeiro problema, que ja foi resolvido anteriormente, sé6 tem solucoes nao triviais se

2.2 ~
A = ="~ , para algum m € Nj, sendo as solugoes dadas, a menos de uma constante

multiplicativa, por

X (z) = sen (%:ﬂ) .
De forma semelhante!, obtém-se que o segundo problema sé tem solucao nao trivial se
o— A= —”]237;2, para algum n € N (incluindo neste caso n = 0), sendo as solugoes dadas, a
menos de uma constante multiplicativa, por

Y (y) = cos (%y) :

Portanto

T(t) — eUt—7r2t2

Fazendo combinagoes lineares (infinitas) destas solugoes separadas u = T XY obtemos

+oo 400

u(t,x,y) = Z ZCm,ne_“Q(ﬁ—;Jrg—Qﬁt)tsen (%x) CoS (%y) .

m=1 n=0

Finalmente para resolver o problema proposto vamos usar a condicao inicial para determinar
os coeficientes Cpp:

+oo 400
mm nmw
Y) = Crm,n S€ (— )cos(— )
1) = 3 Csen (%) s (5
Fixando o valor de y podemos ver esta igualdade como sendo a série de senos da funcao:

fy (@)= f(z,y) = +§ (Jri C,n €OS (%y)) sen (%m) .

m=1 \n=0

10Ou notando que Y’ é solucéio do problema, anterior substituindo A por ¢ — A e A por B.
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Pelo que
= Conces (50) = 5 [ ftersn (%)
2 mn €08 | Y =1/, y(@)sen (—-z ) dz
= %/OAf(x,y) sen (%x) dx.

Por sua vez, para cada m fixo, esta tltima igualdade pode ser vista com a série de cosenos

da fungao
A oo
Fo(y) = %/0 f(x,y)sen (%:ﬂ) de = ZC"W cos (%y) .
n=0

Pelo que, para n # 0,

Conn = —/ ) cos 7ry) dy
= %/0 (%/0 f (z,y)sen (%x) dx) Ccos (%y) dy,

_ /( /fg;ysen )dw)dy.

Obtivemos entao a solugao do problema proposto:

e paran =0

+oo 400

n2
)= 555 e (25, o (15)

m=1 n=0

com (para n # 0)

Exemplo 40.1 Vamos agora concretizar com A = 2, B =1 e f(z,y) = %% Vemn
entao a solucao do problema proposto:

+oo 400
mi

u(t,z,y) Z Z Crmn€ +n2+t) sen (735) cos (nmy) ,

m=1 n=0
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com (paran #0)

Cmpn = / / (5 Szncos () d:v) sen (%x) cos (nmy) dxdy

sen mm
'm0 = d —ux ) dxdy,
Crm,0 // (5—3cos (7y) x)sen(2x) vy

ou seja (paran #0)

2 1
Conn = 2 / sen () sen (22 d / _cos(nmy)
’ 0 2 o H—3cos(my)

Temos agora os sequintes cdlculos:

/:sen(m)sen (%x) de — %/02 (Cos((l—%) m) _COS((H%) m)) "

- 5m,2
5 / 1 cos (nmy) &y = / 1 cos (nmy) d
o D — 3cos(my) _1 5 —3cos(my)

1 .
ey
_1 95— 3cos (my)
1 [t im (™)

= — | ———F—d
im J_1 5 — 3cos (my) Y

1 Zn—l

—— a4z
. -1
i Jjej=1 5 — 355

21 z"
= 3= 10,
3T |z|=1 z° — ?Z + 1
21 z"
= —27iRes
3m ==§ (-3) (2 —3)

__4 3—n 3—n

3 (3-3) 2
Pelo que
3—n
Cmn = _5m
) 2 ’2
1
C'm,O = Zém,Q

Portanto a solugdo fica

3 {13
u(t,w,y) = < e~ Ut Z m (Lt )t og (mry)) sen (1),



