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38.1 Equacao das ondas-Modos de vibragao

Vimos na tltima aula que a solucao do problema

( 2 2
Equacao das ondas % = 02%
Condicoes fronteira u(t,0) =0
(de Dirichlet) w(t,L) =0
(38.1)
u (0, ) = ug (2)
Condigoes iniciais com z € [0,L1],
ou
2 (0.0) = w0 @)
\
tem a solucao formal
2 nme nme nm
u(t,z) = ; (An cos (Tt) + By, sen (Tt)) sen (Tx) (38.2)
onde
2 [ 2 [
A, = E/o ug () sen (n—Lﬂx) dr e B,= pl v () sen (n—;x) dx.

Para simplificar a interpretacao desta solug¢ao vamos supor vg = 0, ou seja B,, = 0 para todo
n (esta simplificagdo nao altera significativamente a interpretagao que se segue; é sobretudo
a uma simplifica¢io na notagao'). Temos entao

400
u(t,z) = ZA” cos (?t) sen (n—;x) :
n=1

Para cada t fixo, esta expressao ¢ a série de senos da fungao u (¢, z), sendo os seus coeficientes
dados por A, cos (”T“Ct) .Vemos entao que a evolugao temporal de u (¢, x) é consubstanciada

No caso geral, escrevendo o ponto (A, B,) em coordenados polares (A, B,) = ay, (cosf,,sen8,), com

op = +/AZ + B2 e 0, =arg (4, +iB,), temos

4 o0

u(t,z) = Z O (cos 0., cos (%t) + sen 6, sen (%t)) sen (n—gm)

n=1

+o0
= Z Qy, COS (ﬂt — Gn) sen (Em) .
— L L
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na oscilacao periddica dos coeficientes da expansao espacial em série de senos. Cada um dos
termos da série que define u (t, ),

nmc nmw
Ancos (57t sen ()
é designado por harmoénico (para n = 1 designa-se harmonico fundamental e para n > 1
temos os harmoénicos superténicos). O comprimento de onda de cada harménico é o dobro
. . . . L . .
da distancia espacial entre dois zeros e é dado por —. Cada um destes harménicos vibra
n
) nc . N
com uma frequéncia (temporal) dada porﬁ; o comprimento de onda (espacial) é portanto
inversamente proporcional a frequéncia temporal).

Graficamente temos:

L

=2 272k
u(t,x) = Z A€ 2 sen (Ux) ou seja:
n=1

u(t,z) = Ajcos (%ﬂ sen (%x) + As cos (QT“Ct) sen (2“33) +

T

+Ajz cos (3T”t) sen (%’rx) + Ay cos (%Ct) sen (‘%x) + Ag cos (5—2%) sen (5—“x) + .

= b + by +

T T T 1 T T T T | T T T T
" " )\/

+bs

+b47 +b57 /\ 4o
Eavasd i imvaaviNinva v

Embora ja tenhamos resolvido o problema (38.1) e interpretado a sua solugao como a sobre-
posicao de vibragoes harménicas, é 1til introduzir uma resolucao alternativa que nos levara
a uma diferente interpretagao das (mesmas) solugoes da equacao das ondas. Antes de abor-
darmos esta resolucao alternativa devida a d’Alembert, vamos efectuar alguns cdlculos com
a solugao (38.2) ja obtida, que nos permitirao por um lado motivar a anunciada diferente
resolucao, e por outro, mostrar que as solugoes obtidas pelos dois processos sao idénticas.
De facto temos usando igualdades trigonométricas bem conhecidas temos
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ER)

b6) = 3 (Aneos (Z200) + Bysen (Z250)) sn (2)

n=

)_l

ER)

= nz: [A COSs (mrct) sen (%x) + B, sen (%t) sen (n—;aﬂ)}
= +Z°° {A? (sen ( (x+ ct)) + sen (n%r (x — ct))) +

—l—% (— cos (n_L7r (x + ct)) + cos (% (x — ct)))}

)_l

com p(7) = Jrzo:o [4e sen ("27) — B2 cos ("27)] e ¢ (1) = Jrzo:o [42 sen (%27) + B2 cos ("2 7)].

n=1 n=1

38.2 Equacgao das ondas-solucao de d’Alembert

Comecemos por ver que a forma que obtivemos acima é suficiente para garantirmos que se
trata de uma solucao da equacao das ondas.

Proposicao 38.1 Se p e q sdo duas funcoes reais de classe C? entdo a funcdao definida por
u(t,z)=px+ct)+q(z—ct),
s solucio d . 0% ,0%u
¢ solugao da equagio — = c*—.
¢ THICE0 B = a2

Demonstracao. Com u (t,x) = p(z + ct) + ¢ (z — ct) temos

u / 0*u 2,1 2 1
at—cp(w—i—ct)—cq(x—ct) e atQ—cp(x—l—ct)—I—cq( ct).
Do mesmo modo temos
du 0*u
% =p (x+ct)+¢ (x—ct) e 5 =p" (x+ct) +¢" (x —ct),
| Pu 0% .
elo que — = ¢*—.
PEOAT 9 T o2

Mas o reciproco também é verdadeiro como se mostra a seguir.
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d%u 0%u
Proposicao 38.2 Se u é de classe C? e se — = *—
e posic 12 972

u(t,z) =p(x+ct)+q(x—ct).

entao existem funcoes p e q tais

Demonstragao. Considere-se a seguinte mudanca de varidveis:
a=z+ct e [f=ux—ct.

E seja U (a, f) = u (O‘Q_CB, O‘Tw) Temos

du U da  OU OB ou  oU

o a0t 0ot ‘oa 0B

PU U
9adf  9Bda

)

e usando o Teorema de Schwarz (u € C? = U € C? =

Pu _ (PUda | 2V 05\ (0 0o PUD
ot? da? ot 0f0a Ot dadp ot~ 9p* ot
, (02U 0?’U  0*U
= c -2 +— -
0a? 0o 0P

De igual modo
0%u B 02U i 02U n 02U
oxr?  0a? IBda 9B

Enta _82u_ 2_82u r
80 -5 = C'5— escreve-se
o (02U U 0*U o (02U U 0*U
¢ —2 +o— = +2 +—,
da?  0B0a 0P da?  0B0a 0P

donde se obtém
0*U

9Bda
Integrando esta iltima equacao em relacao a 8 vem

o _
da

0.

r(a),
onde r () ¢ uma fungio arbitraria de classe C1. Integrando agora em ordem a a obtemos

U=p(a)+q(5),

onde p () ¢ uma primitiva de 7 () (portanto ¢ uma fungao arbitraria de classe C?) e ¢ (3)
¢ uma funcao arbitraria de classe? C2. m

2A conclusio de p e q serem de classe C% advém do facto de sabermos a priori que u (e portanto U) & de
classe C?.
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De acordo com estes resultados a solugao do problema (38.1) escreve-se
u(t,z)=px+ct)+q(z—ct).

Vamos agora determinar as funcoes p e ¢ de forma a que u satisfaca as condic¢oes iniciais e
fronteira de (38.1).

Comecemos por impor as condigoes iniciais (supondo ug (x) e vp (z) s@o suficientemente
regulares?)

p () + q () = uo (v)
com z€[0,L].
cp' (z) — cq’ (x) = vo (2)
integrando a segunda equagao obtemos
p () + q(x) = uo (v)
com z € [0,L]

p(r) —q(z) = %/zvo(s) ds + K
donde(para x € [0, L])

plo) = gu0la) + 50 [ o) ds+

q(ZL‘):%UO(Z')—%/OZU()(S) ds—%,

onde K é uma constante arbitréria e irrelevante pois u (¢,z) = p(x + ct) + ¢ (x — ct) nao
depende desta constante. Tomemos pois K = 0.

Note-se que apenas ficamos a conhecer as fungoes p e ¢ no intervalo [0, L] e que para cons-
truirmos a funcao u necessitamos de conhecer as estas fungoes em toda a recta real. Vamos
entao impor as condigoes fronteira

u(t,0) =p(ct) +q(—ct) =0

u(t,L)=p(L+ct)+q(L—ct)=0

3Basta por exemplo que ug seja de classe C?, vg seja de classe C! e tais que
ug (0) = uo (L) = v (0) = o (L) =ug (0) = ug (L) =0,

(ou seja ug, vg € ugy tém também de satisfazer as condigdes fronteira). No entanto condigdes menos restritivas
sdo possiveis se generalizarmos o conceito de solugio. De facto podemos considerar a expressdo (38.3) como
uma solugio generalizada do problema (38.1) quando pedimos apenas que vg seja integravel, sendo a funcio
ug arbitraria tal que ug (0) = ug (L) = 0.
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Uma vez que t € um nimero real qualquer, podemos tomar 7 = ¢t como um niimero arbitrario
de R e escrever

Donde
p(tr+2L) = p(L+7+1L)
= (L~ (L+7)
—q(-7)
p(7),
ou seja p ¢ uma func¢ao periédica de periodo 2L. Como ¢ (7) = —p (—7), a funcdo ¢ também

é periddica de periodo 2L.

Portanto a solugao do problema (38.1) é dada pelas seguintes expressoes

;

u(t,z)=p(x+ct)+q(x—ct)

p(a:)z%uo(a:)+2ic/:v0(s) ds se x€l0,L]

q(z)= %Uo (z) — 2%/: vo(s) ds se x€]0,L] (38.3)

p(=-q(-1) VreR

p(t)=p(T+2L) VreR

Esta solugao deve ser interpretada como a sobreposicao de uma onda que se desloca para
a esquerda (consubstanciada na parcela p(x + ¢t) no caso ¢ > 0) com uma onda que se
desloca para a direita (consubstanciada na parcela ¢ (z — ct) no caso ¢ > 0), ambas com uma
velocidade de propagacao expressa pelo nimero ¢. Ao chocar com os pontos de fronteira (
x =0 ex = L) a onda sobreposta u reflete-se com inversao de sinal. De facto a parte de u
que sai do intervalo [0, L] através da fungao ¢ entra pelo mesmo ponto fronteira (z = L no
caso ¢ > 0) através da fungao p com sinal contrério; reciprocamente o que sai na func¢ao p
entra pelo mesmo ponto fronteira (z = 0 no caso ¢ > 0) na fun¢ao ¢ com sinal oposto.

Na seguinte figura representa-se evolucao temporal das fungoes
plxtet), qlx—ct) e ult,x)=px+ct)+q(z—ct),

cada linha representando um pequeno acréscimo temporal em relacao a linha anterior:
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38.3 Exemplo

Considere-se a seguinte concretizagao de problema (38.1):

( 0%u ,0%u

o2~ o2
u(t,0) =0
u(t,m) =0

u(0,z) = senx

com x € [0,7].
Ou (0,2) =0
0 ot

De acordo com a solugao (38.2) temos

u(t,x) = cos (ct)sen (z) .

De acordo com a solugao (38.3) temos

p(x) = 5 sen(a) = g (),

primeiramente para x € [0, 7] e em consequéncia, pelas relagoes p(7) = —q¢(—7) e p(7) =
p (T + 27), para todo = € R. Portanto

1 1
u(t,x)zésen(w+ct)+§sen(w—ct).

Nao se trata de solugoes diferentes, mas da mesma solugao vista sob perspectivas alternativas.
De facto usando igualdades trigonométricas bem conhecidas concluimos

1 1
5 sen (x+ct) + 5 sen (x — ct) = cos (ct)sen (z) .



