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37.1 Equagao do Calor nao homogénea

Considere-se o problema do calor numa barra de comprimento L e com constante de difusao
térmica k, em que é dada uma distribuigao inicial de temperatura f (z) e as extremidades
da barra sao mantidas as temperaturas T} e T5:
( OJu 0?u

k

ot " ox?

\ u(O,x):f(x)

J4 resolvemos este problema no caso T} = T5 = 0. Se tentarmos seguir a mesma estratégia
de resolucao deparamo-nos com uma dificuldade: apesar de ser possivel determinar solucoes
separadas do problema sem a condicao inicial:

o _ o
ot 0x?

{ u(t,O):T1
u(t,L):TQ

este 1ltimo problema nao é homogéneo; combinacgoes lineares de solugoes nao sao solugoes.
Pelo que nao é 1itil determinar muitas solugoes deste problema. Em vez disso vamos deter-
minar apenas uma solugao ug, i.e. uma fungao (simples) que satisfaz

Ouy _ | O%uo
ot Ox?
() (t, O) = T1
() (t, L) = TQ
Uma vez determinado ug vamos procurar a funcao w = u — ug. Esta funcao deve ser tal que
(Ow _ 0w
ot Ox?
w (t,0) =0 7
w(t,L) =0
( w(0,2) = f(x) —uo (0,2)
uma vez que
Ow  OJu  Oug _ k02u k02u0 B k02w
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w(t,O) :u(t,O)—UO(t,O) :Tl—T1:0,
w(t,l):u(t,l)—UO(t,l):Tg—’B:O,
w(0,2) =u(0,z) —ug (0,2) = f(x) —ug (0, 2) .

Portanto w satisfaz uma equacao que ja sabemos resolver. Uma vez determinada a funcao
w, obtemos a funcao pretendida é u = ug + w.

Do ponto de vista matemadtico qualquer funcao ug nas condicoes indicadas servird para
resolver o problema, pelo que a escolha deverd obedecer a um critério de simplicidade. Do
ponto de vista fisico serd interessante escolher uma funcao ug nas condig¢oes indicadas que
tenha um significado fisico relevante.

No presente caso, determinar (se possivel) ug independente da varidvel ¢ serd uma boa escolha
uma vez que terd a interpretacao fisica ébvia de solugao de equilibrio do problema
0u0 . 82’&0
ot Ox2
() (t, O) = T1
() (t, L) = TQ

A funcao w terd entao a interpretacao da diferenca de temperatura em relagao ao equilibrio
quando distribuigao inicial de temperatura ¢ f (z).
2

. U ~ . . (¥ e
Portanto, impondo =2 _9 (solugao de equilibrio), obtemos 5 20 = 0 e primitivando duas
x
vezes vem ug (r) = A + Bx. Finalmente as condigoes fronteira impoem
Ty, — T
ug (z) =11 + 2L lx,

que é, portanto, a solucao de equilibrio procurada. Por outro lado a fun¢ao w foi determinada

m (33.1) e ¢
2 ™m
bne~ ? “Lsen (—x) ,
Z z
onde os coeficientes b, sao determmados por

f(x) —uo( Zb Sen( )

Atendendo a forma de ug e ao nosso conhecimento sobre séries de senos concluimos que a
solugao procurada é (pelo menos no caso de f ser continua e seccionalmente monétona)

2
mZb e “EE gen (W—;x),

onde os coeficientes b, sao determinados por

by = %/OL (f () — (T1 + TQZT%C» sen (”—L”x) dz.

O método utilizado na resolucao deste problema é facilmente generalizdvel para resolver
outros problemas nao homogéneos como aqueles se indicam nos seguintes exemplos.

()T1+
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Exemplo 37.1 Considere-se o sequinte problema

((Ou  O%u
= — +sen (mx)

ot Ox?

L u(0,2) = sen ()

( Uma barra, com as extremidades sempre a 0 graus, é aquecida na parte central.)

0
Vamos procurar uma solug¢do ug de equilibrio (i.e. tal que % = 0) do problema sem a
condicao inictal. Obtemos
ug (r) = —sen (mx) com wup(0) =wug (1) =0,
donde
ug (x) = — sen (rx).
Vamos agora determinar w = u — ug. Temos
((Ow _ Ow
ot 0x2
w(t,0) =0
w(t,1) =0
( w(0,2) = (1 — %) sen (mz)
Donde .
w(t,x) = et (1 — P) sen ()
e

u(t,z) = (6‘“2t (1 - %) + %) sen () .

Exemplo 37.2 Considere-se o sequinte problema

{ ©(0,z) = cos (mx)

(Uma barra isolada é aquecida e arrefecida periodicamente e uniformemente sequndo uma
lei sinusoidal.)
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Vamos procurar uma solu¢ao ug que nao dependa da varidvel x (i.e. uma solugao uniforme)
do problema. Obtemos
ug (t) = sent,

donde podemos tomar
ug (t) = — cost.

Vamos agora determinar w = u — ug. Temos

( Ow  O*w

ot a2
ow
%(t,O) =0
(L w(0,2) = cos (mz) + 1

Donde
2
w(t,r) =e " "cos (mx) + 1

u(t,z) = e ™t cos (mz) + 1 — sent.

37.2 Comportamento qualitativo das solugoes da Eq. do Calor

Vamos agora analisar as solugoes da equacoes de calor que determinamos. Considere-se por
exemplo a solucao (33.1) do problema (P1) da 33* aula. Comecemos por notar que a solu¢ao

I __W2n2kt ™
u(t,z) = ane Lz " sen (Ta:)

n=1
tende para a solucao de equilibrio (neste caso, uma solugao de temperatura constante igual
a zero). Ou seja

Vo € [0, L] lim w(t,x) =0.
t—-4o0

Por outro lado pode-se mostrar que, mesmo no caso em que para t = 0 a fung¢ao u (0, z) nao
seja muito regular (por exemplo continua e seccionalmente monétona mas nao diferencidvel),
u (t,z) & de classe C' para qualquer ¢t > 0 (por mais pequeno que seja t).
Este mesmo fenémeno de regularizagao, operado pela evolucao difusiva governada pela

W2n2k
~ . ~ —rtnlky
equagao do calor, é aparente na forma da solugao u (¢, z): atendendo a que €~ £z * decresce

exponencialmente com ¢ e com n, passado pouco tempo (i.e. mesmo para pequenos valores
de t) a solucao é bem aproximada por uma soma finita de funcoes de pequena variagao, e.g.

W2 7r2 2
u (tv l’) =~ ble_L_th sen (%1‘) + 626_4L_2kt sen <%l’> )
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+oo
x) = an sen (%)

)+bgsen(L )—i—b4sen(L )+b5sen(5Lx)—|—---

Graficamente temos para t = 0:

u (0, z) = by sen (£z) + by sen (2

ou seja:

P ] — N
\n / \
y ] / \«\ - v / \ y 1 / \\\
‘ W, /
W\ - b 1 / +b2 \\ : -
\\,//
/ 7\\ / /\\ / ,/\\ "/\\ ’//\‘
/ \ / / \ \ \
v/ / \\ y v
+b3 . | Hrbd W b5 |
\\// \ /’”"“ \\/ : \\/"“““ /
= 22k
E para t # 0: = ane‘” 2 ' sen (Zx) ou seja:
n=1
2 2 2
u(t,z) =be” i sen( >+b2€ 4 sen( )+b36 Ot sen( )—l—b46 16L2 sen(‘i:v)—i—u-
" /\ e ] / \ i / \\\\
/ \ N — bl N +b2 / \ : : } +
y ] - yl Yyl
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37.3 Equacao das ondas-separacao de variaveis

Problemas de vibracao eldstica podem, em certos casos, ser bem modulados pela equacao
das ondas:
0?u
ot?
Tal como fizemos para a equacao do calor vamos considerar também aqui o caso unidimen-
sional, apenas por simplicidade de exposi¢ao, pois todos os métodos indicados sao facilmente
generalizdveis a dimensoes superiores.

= 2lapu

Vamos entao concentrar-nos no seguinte problema, que correspondente ao estudo das vi-
bragoes transversais de uma corda perfeitamente eldstica de comprimento L:

( 5 )
0 0
Equacao das ondas a—;; = 628_9;;
Condicgoes fronteira u(t,0)=0
(de Dirichlet) w(t.L) =0

(37.1)
u (0, 2) = ug ()

Condigoées iniciais 9 com x€[0,L].

57 (0.2) = (2)

\

A solucao u (t,z), com t € R e x € [0, L], representa o deslocamento u em relacdo ao
equilibrio no instante t e em cada ponto z da corda eldstica cujo comprimento em repouso
¢ L. A constante positiva ¢ depende da densidade desta corda ideal e da tensao a que
estd sujeita. As condigoes fronteira indicam que as extremidades da corda estao fixas. As
condicoes iniciais fixam a posicao e a velocidade transversal da corda no instante inicial.
(Note-se que se tém duas condigdes iniciais e que a equacao é de segunda ordem em t.)

Aplicando o método da separagao de varidveis, vamos determinar fungoes da forma u (t, z) =
T (t) X (z) solugoes do problema linear homogéneo:

0%u 5 u

a2 oa? . (37.2)
u(t,0)=0 e wu(t,L)=0
Temos
T"X =ATX" e X(0)=X(L)=0.
Tl/ X/l
Portanto A\ = 2T = % tem de ser constante, donde
X"=AX com X(0)=X(L)=0
T" = \*T
O primeiro problema ji resolvemos anteriormente e sé tem solucoes nao triviais quando
n2n?

com n € Ny,
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sendo as solucoes dadas, a menos de uma constante multiplicativa, por
nmw
X () = (— ) .
(x) =sen ¢

Temos agora, para cada n € Ny,

n?n2c?

T"=——5-T.

Resolvendo esta equagao homogénea de 2* ordem obtemos

T (t) = Acos (%t) + Bsen (%t) ,

onde A e B sao constantes arbitrarias. As solugoes T (t) X (x) que acabamos de obter,

nmwe nmwe nm
(A coS (Tt) + Bsen (Tt)) sen (Tm) ,

podem ser somadas para obter uma solucao geral (formal) do problema (37.2). Vamos agora
determinar os coeficientes A,, e B, de modo a que

+oo

u(t,x) = Z (An cos (%t) + By, sen (%t)) sen (n—Lﬂm)

n=1
seja solucao de (37.1).

Usando a primeira condi¢ao inicial vem

Reconhecemos a série de senos da funcao ug () e portanto

o (L
A, = E/o ug () sen (n—;x) dx.

Derivando formalmente u (¢, z) em ordem a t obtemos

ou Ry —nmce nme nme nmwe nm
o) _Z( v (°0) 4 " Bacos (1) s (),

pelo que a segunda condigao inicial fica

ou X nre nmw
vo () = 5% 0,2) = Z TB" sen (fx) :
n=1

Também aqui reconhecemos uma série de senos, agora da fungao vy (), e portanto
nmc 2 [F nm
—B, =— vg () sen (—m) dx,
L " L /0 o (@) L

o L
B, = — vo () sen (n—;x) dz.

ou seja



