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36.1 Série de Fourier na forma de exponenciais complexas

Seja f definida em [0, 27|, para simplificar notagao, integravel neste intervalo, e a sua série
de Fourier

J’_
ag
SFf(z) = 5 Zl ay, cos (nx) + by, sen (nx)) ,
1 27
com a, = — f(z)cos(nx)dx e by,=: |, f(x)sen(nz)dr.
7r

0
Utilizando as férmulas de Euler, podemos escrever

a znz + e~ ne einz o e—inz
SFy(z) = 0—|—Z<an b )

n=1 2
_ %o f ap, — by pine y On + by, p-ina
2 & 2 2
+00 '
_ Z Cneznz
com’ ,
—“"_2"’" sen > 1
Cn = QL sen=0 |, (36.1)
a_n+ib_n
5 sen < —1
ou seja
( % 027r f (x) cos(nz)—;'sen(nz) dx sen>1
Cn = %(% 027rf(x)dx) sen=0

\ % 027rf (ZL‘) cos(—nz)—i—;sen(—nz)dx sen < —1

( o 027r f () (cos (nx) — isen (nx))der sen >1

= = OQKf(x)dx sen=0
\ = 02« f () (cos (nx) — isen (nx))dr sen < —1
1 2 —Zn.z'

= [ e

1Ou seja, para n >0,
an=Cpnt+c_n € by=i(c,—c_p).
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Resumindo na forma de exponenciais complexas a série de Fourier de uma funcao f :
[0, 27] — C escreve-se

+00 ' 1 27
SF — neznz = —
() Z c com  ¢n = o

™

f(z) e dy

n=—oo

36.2 Convergéncia em média quadratica

A série de Fourier de uma fungao f integrével em [0, 27], pode-se escrever na forma

+oo
SFy(z) =) anpn (1),

n—=—oo

onde as fungoes ¢,, () sao definidas por
einz

O (T) = Nors

€ OS Coeﬁcientes por
27
Qp = fsp_ndxa
0

onde @, designa o complexo conjugado da funcao ¢,, (portanto g, = 6\;;—:6 ). Estas fungoes

,, satisfazem a seguinte relacio?

6i(m—n)27r 1

27 L 1 o ( _) m sem;én
Om Prdr = — enmTME dy =
0 21 Jo 1 prom
5= Jo d sem=mn

0 sem#n

1 sem=n

= dmn -

Entao se definirmos o produto interno (num espago adequado)

27

(f.9) = fgdx,

0

temos
(Prm» On) = Omym,

20 sfmbolo 6y, & designado por delta de Kronecker e & definido por:

5m,n={ 0 sem+#n

1 sem=n "
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ou seja podemos interpretar o conjunto das fungoes {¢, },y como uma base ortonormada
de um certo espaco. Por outro lado com esta notacao vem

QOp = <f7 (’0n> )
que pode ser interpretado como a projeccao de f na direccao ¢,,, € portanto

+o0

SFr=">" (f.¢n)¢n (36.2)

n—=—oo

serd a projeccao no espaco gerado pela base {¢,}, . Este espago serd um subespago dum
espaco designado L? ([0, 27]) a que estd associada a norma

1l = VA1)

2
_ / £ d.
0

Neste espaco constituido de funcgoes de quadrado integravel, devemos entao considerar

f=g sse ||f—gll=0.

Ou seja devemos identificar fungoes difiram apenas num conjunto de medida nula. Do
mesmo modo devemos considerar que uma sequéncia de fungoes f,, € L? ([0, 27]) converge
para f € L2 ([0,27]) sse

tm L7~ fll =0,

ou seja sse
2w
lim/ |\ fn — fI? dz = 0.
" Jo

Esta convergéncia é designada por convergéncia em média quadratica. Portanto é
neste sentido que deve ser considerada a convergéncia da série (36.2). Pode-se mostrar que o
espaco gerado pela base {¢, }, .y € de facto todo o espago L? ([0, 27]). Ou seja para qualquer

f € L*([0,27]) tem-se
+o0

= {fr¢n) en

n—=—oo

E este resultado que é enunciado no seguinte Teorema.

Teorema 36.1 Dado f € L*([0,27]), defina-se

1 2

N
Cp = — f(x)e ™ dr e fy(z)= Z cn€™.

2
0 n=—N

FEntao

Jn [ @ - r@fa=o
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36.3 Identidade de Parseval

A identidade de Parseval nao ¢ mais do que a relacao bem conhecida da dlgebra linear?:

= el

n—=——oo

Traduzindo no presente contexto,

2 o0
/ Pdr=21 3 |eal’.
0

n=—oo

No caso de f ser uma fungao com valores reais é mais natural escrever a série de Fourier na
forma

+o00
% + nz:; (an cos (nx) + by, sen (nx)),

e portanto, é 1til estabelecer a identidade de Parseval em termos deste coeficientes a,, € by,
usando as relagoes (36.1):

2 +o0o
/ e = 20 Y ol
0

= (Z [enl® + [col” +Z\cn! )
-1
_ a_y, + b2—n Qg Ay, + b?L
= o <n;mT+Z+;T>
- +oo +o00
= 3 (Z(aiﬂai) +a3+2(ai+bﬁ)) ,
n=1 n=1

obtendo-se identidade de Parseval:

1 27
+ 2402) = / |f|? de.
> ;

3Recorde-se a deducéo formal:

+oo +oo oo
(1,1 = <Z (f,0n) s Z (£, m) som> Z Z (£, 0m) Prms (F200) @)

= Z Z f,gam DPms f,gDn 8071 = Z Z f,SDm f7§0n <90m730n>
+oo +o0

N=—00 MmM=——00 n=—oo n=—oo
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36.4 Regularidade e estimativas sobre os coeficientes

Vamos agora justificar rigorosamente a seguinte afirmagao imprecisa: uma fungao é tanto
mais regular quanto mais depressa os coeficientes de Fourier convergirem para 0, e vice-versa.

Proposicao 36.2 Se f ¢ periddica e de classe C*, entio os seus coeficientes de Fourier ay,
e by, sdo tais que n® |a,| e n¥ |by| sdo sucessoes limitadas.

Demonstragao. Para simplificacao de notagao vamos considerar f de perfodo 27.

Vamos comecar por provar por inducao em j, que para todo n € Ny, se 0 < j < k entao

27
9 (z) sen(nzx) dz
0

1 m
|an| + |bn| = ﬁ <’ ; f('j) (l’) COS(nl‘) dz| +

) (36.3)

Esta afirmagao é obviamente verdadeira para j = 0 (por defini¢do dos coeficientes). Por
outro, usando integracao por partes e atendendo a que todas as derivadas de f tém periodo
21, temos

n

/%ﬂﬂ@wmmm¢n

= ' {f(j) (z) M} OW _ l /27r f(j+1) (z) sen(nz) dx

0 nJo
1 2n ]
= = / YUY (z) sen(nz) dx
n1Jo
e do mesmo modo
27 ] 1 27 ]
/ f9 (2)sen(nz) dz| = " / YUY () cos(nz) dz| .
0 0

Entao usando a hipétese de inducao vem

1 27 ] 27 ]
lan| + |bn] = — ( 9 (x) cos(nz) dz| + 9 (z) sen(nz) dz )
nd 0 0
- (! /27r YUY (2) sen(nz) dx| + . /27r F9*Y () cos(nz) da
™I \n |Jo n|Jo

27
U+ (x) sen(nx) dx
0

27
U+ (x) cos(nz) dx
0

B 1
- i+l +

Uma vez demonstrada a relagao (36.3) obtemos

)

T
4

27
oal 1l < = [ 1799 @) (fostn)| + senrna)]) da

como queriamos demonstrar m
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Proposicao 36.3 Se para certo k € N as sequéncias ay, e b, satisfazem a condicao:
Z nF (|an| + |bn|) € convergente,

entdo a série de Fourier com coeficientes a,, e b, define uma funcao de classe C*.

Demonstragao. Temos, para qualquer natural j < k,
n?ay, cos (nz)| + |[n?bysen (nz)| < 1 (|an| + [bal)
n* (|an| + [bal) -

Portanto, de acordo com a hipétese sobre os coeficientes a,, e b,, concluimos pelo critério de
Weierstrass que as séries

+oo +oo
Z n’ay, cos (nr) e Z n’ by, sen (nx)
n=1 n=1

sao uniformemente convergentes em R para j < k. Entao (para 1 < j < k)

x +oo 400 )
/ anan cos (nt) dt = Z n”an/ cos (nt) dt = an_lan sen (nx),
n=1

pelo que
d

o E ni- 1ansen (nx) g n”ancos nt)
x

De forma semelhante (fazendo agora a integracao entre § e x) obtemos
d =
o Z n?~ta, cos (nx) Z na, sen (nt)
x

n=1

Usando iterativamente estas relacoes concluimos que a funcao

—+o0 —+o0
= % + Z ay, cos (nx) + Z by, sen (nx)
n=1 n=1

é k vezes diferencidvel e a sua derivada de ordem k é dada pela soma

—+o0 —+o0
Se E nFa, cos (n) + s, E n¥b, sen (nx)
n=1 n=1
onde s, ss € {—1,1}. Como vimos acima estas sdo séries uniformemente convergentes de
funcdes continuas, pelo que f*)(x) é uma funcao continua. m

Como coroldrio facil das duas iltimas proposi¢oes temos a seguinte afirmacgao: Se f é de
classe C*, entao os seus coeficientes de Fourier satisfazem, para qualquer € > 0,

k—e k—e

limn""*a, = limn*" ‘a, = 0;

reciprocamente se a,, e b, satisfazem, para algum e > 0,

k+1+e€ k:—l—l—l—ean — O,

limn an, = limn

entao a série de Fourier que definem é de classe C*.



