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33.1 Solucoes da equacao do calor sem restricoes.

De acordo com leis gerais da teoria do calor temos a seguinte equacao que governa a tempe-
ratura u em funcao do tempo e da posi¢ao no espago:

ou

— = kdiv (grad u) ,

g (grad u)
designada por equagao do calor e onde k é uma constante positiva denominada constante
de difusao térmica. Informalmente — K grad u representa o fluxo de calor pela Lei de Fourier
e por outro lado a variacao de temperatura é proporcional a divergéncia do fluxo de calor.
Uma vez que a divergéncia de um campo gradiente é o Laplaciano do potencial podemos
escrever esta equacao na forma

ou

— = klapu.

ot
Com o tnico objectivo de simplicidade de exposicao, e apesar de os métodos envolvidos
serem trivialmente generalizaveis a dimensoes superiores, vamos apenas considerar o caso do
espaco unidimensional; i. e. u representard a temperatura num filamento e serd funcao de
x, a posicao no referido filamento, e de ¢, varidvel que representard o tempo. Iremos entao

considerar a seguinte equacgao do calor:

ou_ o
ot 0x?

33.1.1 Solucgoes de equilibrio

Comecemos por notar que a func¢ao constante igual a zero (u (z) = 0 para todo x ) é solugao
da equagao; o que é caracteristico de qualquer equacao linear homogénea. Mas de facto,
esta equacao admite qualquer funcao constante como solugao. Ou ainda de forma mais geral
podemos verificar que as func¢oes da forma u = Ax + B sao as solugoes de equilibrio desta

equacao, 1. e. sao todas as solucoes que satisfazem % = 0.

33.1.2 Combinagao linear de solugoes

Por outro lado se conhecermos duas funcoes u; e uy solucoes da equacao do calor entao
qualquer combinacao linear destas é ainda uma solugao da mesma equacao. Isto é, se a e 3
forem escalares entao

ouy + Bug

também é solucao da equacao do calor (em virtude desta propriedade, diz-se uma equagao
linear homogénea); de facto

0u1 8u2 02’&1 82’&2 . 82
ot - kG = K (au+ fu).

0
5 (auy + Pug) =
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33.1.3 Solucoes separaveis

Outro tipo de solugoes simples que podemos procurar, sao as solugoes separdveis, 1. e.
solugoes da forma u (t,x) = T (t) X (x). Supondo esta forma para u obtemos na equacao de

calor
T (t) X (x) = kKT (t) X" (x)

Donde ! T X
x

0 X0 constante ,

uma vez que W n3o depende de x e );I((zz)) nao depende de t.

KT (t)
Tiramos as seguintes igualdades:

T' ()= MT () e X"(z)=\X (x).

eAk:t

Obtemos entao as solugdes (a menos de uma constante multiplicativa) T (t) = e

X(x):Ae\/Xz+B€_‘/Xz seA£0 e X(r)=A+Bx se)=0.
Temos que as funcoes
u = et (Ae‘/xz + Be_‘/xz) e u=A+ Bz,

sao solugoes da equagao do calor para quaisquer constantes A, B e A # 0. Mas também
qualquer combinagao linear destas fungoes é solugao, obtendo-se assim uma miriade de so-
lucoes da equacao do calor. Para analisar as solucoes desta equacgao precisaremos, portanto,
de impor mais restricoes a v de modo a que se possa obter alguma espécie de resultado de
unicidade.

33.2 Condigoes fronteira de Dirichlet

Considere-se uma barra de comprimento L e constante de difusao térmica k. Estas sao duas
constantes positivas do sistema. Considere-se ainda que a barra estd isolada excepto nas
suas duas extremidades x = 0 e x = L. Estas extremidades sao postas em contacto com

1Ou mais rigorosamente
T )X (z) — kT () X" (z) =0 (T (t) ,kT (t)) x (X" (z),X (z)) =0

e usando o facto que o produto externo é nulo sse os vectores tém a mesma direc¢io ou um deles é nulo,
concluimos que a direc¢do do vector (77 (t),kT (t)) é igual & direcciio do vector (X" (z),X (x)) que &,
portanto, neste caso, uma direc¢io constante. Como estamos a considerar que X (z) nfo é identicamente
nulo, existe um ponto z onde X (x) néo se anula (ou seja a direcgdo constante de (X” (z),X (z)) ndo é a
direcciio do vector (1,0)). Concluimos que existe A tal que

(X" (2), X (2)) =X (@) (A1) e (T'(8),kT (%)) = kT (t) (A, 1).
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um reservatério de calor a temperatura de 0 graus. Seja a f(x) a distribui¢ao inicial de
temperatura. Temos entao as seguintes condigoes:

(

Equacao do calor

Condigoes fronteira
(de Dirichlet)

( Condigao inicial

ou_ o
ot 0x?

u(t,0) =0 (P1)
u(t,L)=0

u(0,2) = f (z)

A estratégia vai ser determinar uma férmula muito geral da solucao do seguinte parte do

problema que é linear homogéneo:

"

\

Ou _ O
ot Ox?
w(t,0) =0 (P1H)

u(t,L)=0

Uma vez que nao se impoe neste problema homogéneo nenhuma condigao inicial devemos

ter uma mirfade de solugoes. Por outro lado fazendo combinacoes lineares de solucoes deste
problema obtemos novas solugoes (€ esta a caracteristica dos problemas lineares homogéneos).
Vamos entao determinar solugoes simples (leia-se separadas) deste problema homogéneo, com
a forma u(t,z) = T (t) X (z). Note-se que podemos supor que 7" e X nao sao identicamente
nulas, uma vez que esta solu¢ao identicamente nula é trivial e irrelevante (excepto para o caso
em que a condi¢ao inicial também é identicamente nula). Por conseguinte transformamos

(P1H) em
T (t) X (z) = kT (t) X" (x)

X(0)=0

X (L)=0
Donde T X7 ()

KT (1) = ) = constante = A,
e portanto
T'#)=XT(t) e X"(x)=AX(z) com X (0)=X(L)=0.

Resolvendo a equacio em T obtemos (a menos de uma constante multiplicativa) e**. Para

equacao em X vem

X(z)=A+Bx seA=0 e X(az:):Aé?‘/xz—l—Be_‘/Xz se A # 0.
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tendo-se que se impor ainda X (0) = X (L) = 0. Portanto

{X(O):Azo {X(O):A+B:O

X()=A+Br=0 A0 X (L) = AeY* 4 Be™YA =

se A #0

ou seja

A=0 =—4
{B 0 seA=0 e {X(L):A(eﬁL—e_ﬁL):0 se A # 0.

Concluimos que se A = 0 apenas obtemos a solugao trivial nula. Para A # 0 e para obter
uma solucao nao trivial temos de ter

GN/XL . G—N/XL _ 0’

donde €2V L = 1. Portanto 2v/AL = i2rn com n € Z, i. e.
JN 1 SN 2n? c7
= —, ouseja =———, comn )
L Y .] L2 Y
Uma vez que para n e para —n obtemos os mesmo valor de A e as mesmas solugoes, e porque
A # 0, podemos considerar n € N;. Portanto para estes valores de A vem

2502k t itn

T@)=e Tt o X@y:A@%%—gﬁﬂ):A%nG%@

Concluindo-se que para cada n € N; obtemos uma solugao de (P1H) dada por (a menos de
uma constante multiplicativa):

_7r2n2kt ™™
u(t,r) =€ L% "sen (Tx) :

Fazendo combinagoes lineares destas solugoes (porque o problema é linear homogéneo) ob-
temos solugoes da forma

n=1

e finalmente a seguinte solugao formal (é solu¢ao desde que as derivagdes comutem com a
soma infinita que é a série?)

T 202
u(t,z) = Z bne™ T sen (W—;x) (33.1)
n=1

onde as constantes b, (com n = 1,2... ) sao obtidas através da igualdade

Rl ™n
f(z)= E by, sen (—x)
L
n=1
2Isto acontece se por exemplo (a condigio & suficiente mas nfio necessdria) a série

400
>
n=1

é convergente.
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Exemplo 33.1 Considere-se o problema 3

Cou_ o
ot 0z?
u(t,0)=0
u(t,1)=0
L« (0,2) = sen(27mz) + 3sen(bmx)

Temos entao
—+o0

u(t,z) = Z bpe™™ " sen (mnz)
n=1
com
+oo
Z by, sen (mnz) = sen(2mwx) + 3sen(5mx).
n=1

Concluimos que b, =0 sen # 2 e sen # 5, bo =1 e bg = 3. Portanto a solu¢ao do problema

é
u(t,z) = e~ sen(2mx) + 3¢5 sen(5rz).

33.3 Condigoes fronteira de Neumann

Vamos agora considerar o caso em que a barra se encontra isolada, sendo portanto nulo o
fluxo de calor nas extremidades da barra. Esta condicao traduz-se pelas relagoes % (t,0) =
% (t,L) = 0 que substituem a imposi¢ao de temperatura constante do problema anterior.
Obtemos assim o problema da equacao de calor com condigoes fronteira de Neumann:

( 2
Equacao do calor % = k%
@ (t,0) =0
Condigoes fronteira Ox (P2)
(de Neumann) u 1) -0
ox
( Condigao inicial u(0,2) = f(x)

Procedendo com cdlculos andlogos aos utilizados no problema com condigoes fronteira de
Dirichlet, ou notando que a derivada % satisfaz o problema anterior (supondo adicionalmente

30u seja, estd-se a tomar no problema exposto, L=1,k=1e

f (z) = sen(27z) + 3sen(b7z).
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que u é trés vezes diferencidvel) e primitivando (formalmente) a igualdade

ou o2 7r2n2kt ™
— (t,z) = ane‘ L7 "sen (Tx) ,

chegamos a
a = 2n2k ™
— -t el
u(t,z) = 5 —i—;ane L cos(Lx),

onde as constantes a,, (com n = 1,2... ) sdo obtidas através da igualdade
ap X ™m
f(z)= 5} + nz:;ancos (Tm) :

33.4 Condicoes fronteira periddicas

Considere-se agora que dobramos a barra de comprimento L de forma a juntarmos as ex-
tremidades x = 0 e x = L. Isto é formamos um anel que é parametrizado pela coordenada
x com a identificacao dos valores x = 0 e x = L. Pensar neste processo de dobragem em
vez de encarar apenas um anel permite a consideragao de distribuigoes iniciais (¢t =0 ) de
temperatura f (z) que tenham valores distintos em © = 0 e # = L. Identificando entao a
temperatura e o fluxo de calor nos pontos * = 0 e x = L, para t > 0, obtemos o seguinte

conjunto de condicoes:

( 0 0?
Equacao do calor 8_7; = kﬁ—;;

u(t,0) =wu(t,L)
Condigoes fronteira

(periddicas) ou _ Ou
( Condigao inicial u(0,2) = f(x)

Para resolver este problema e tal como anteriormente, a estratégia vai ser determinar uma
férmula muito geral da solugao da seguinte parte do problema que é linear homogéneo:

Con_
ot 0x?

u(t,0) =wu(t,L)

ou ou

Uma vez que nao se impoe neste problema homogéneo nenhuma condicao inicial sera possivel
obter uma grande diversidade de solugoes simples (leia-se separadas). Por outro lado fazendo
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combinagoes lineares destas solucoes construiremos uma solucao geral formal que servira para
construir a solugao do problema com condi¢ao inicial. Vamos entao determinar solugoes do
problema homogéneo da forma wu(t,z) =T (t) X (x). Por conseguinte transformamos (P3H)
em

T'(t) X (z) = kT (t) X" ()

X (0)=X (L)
X'(0) = X" (L)
Donde T (1) X7 (1)
W (1) = ) = constante = A,
e portanto

T &) =XT(t) e X"(x)=AX(z) com X(0)=X(L) e X' (0)=X'(L).

Resolvendo a equagao para T obtemos (a menos de uma constante multiplicativa) e**. Da
equacao para a funcao X vem

X(xr) = A+Bx seA=0

X (z) = Ae¥™ + Be™V e A £0,
tendo-se que se impor ainda as condicgoes fronteira. Portanto

X(0)=A=A+BL=X(L)
seA=0
X'(0)=B=X'(L)

X (0) = A+ B = Ae¥*L + Be=V L — X (L)
se A #0
X'(0) =VX(A-B) = \/X(Ae‘/XL —Be—ﬁL) — X (L)

ou seja

B=0 seA=0

A(l—eﬁL)JrB(l—e—‘/XL):O
se A #0
A(l—e\/xL)—B(l—e—ﬁL):O

Concluimos que se A = 0 apenas obtemos a solugao constante. Para A\ # 0 vem

A(1—eﬁL)=o o B(1—e—ﬁL)=0,
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mas como 1 = eY*E § equivalente a 1 = e~V>L, parta obter uma solucio nao trivial temos
de ter

1 = 6\/_L
Portanto
VAL = i27n comn € Z
. 127N
ie V) = 7 comn <Y/
ou ainda
42n?
A= —
12

Uma vez que para n e para —n obtemos os mesmo valor de A e as mesmas solugoes, e porque
A # 0, podemos considerar n € N;. Portanto para estes valores de A\ vem

T(t)=e "8
i2mn _i2nn - 2mn ~ 2mn
X(x)=Ae r ®+Be L %= Acos Tx + Bsen Tm

Portanto para cada n € N; obtemos uma solucao de (P3H) dada por:

w22 ~ 2 ~ 2
u(t,r) =¢e" g (Acos (%%) + B sen (%x)) .

Fazendo combinagoes lineares destas solugoes (porque o problema é linear homogéneo) ob-
temos solugoes da forma

u(t,x :——1—26 4L2 7 (ancos(%m)—i—bnsen(%m)),

onde % representa a solugao constante determinada anteriormente (no caso A = 0); e final-
mente a seguinte solucao formal (é solu¢ao desde que as derivagoes comutem com a soma
infinita que & a série?)

= — —I—Ze : L2 = (ancos (%x) + b,, sen (%x))

onde as constantes a,, e b, sao obtidas através da igualdade

fla)=3 0+ ; (an cos (2#33) + by sen (2%”3;))

*Isto acontece se por exemplo (a condigio & suficiente mas nfio necessdria) a série

+o0

2
> 1 (Jan| + [bal)
n=1

é convergente.



