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32.1 Ressonância

Considere-se a seguinte equação linear:
y & & + ω '( y = 0 (32.1)

O polinómio característico é λ ' +ω '( λ = (λ+ iω ( ) (λ− iω ( ), e pelo Teorema 30.1 a solução
geral é

y = c ) cos (ω ( t) + c ' sen (ω ( t) .
Podemos concluir que a equação 32.1 representa um oscilador de frequência *,+' - . Vamos agora
considerar a aplicação, a este oscilador, de uma força periódica da forma A sen (ωt) , :

y & & + ω '( y = A sen (ωt)
Se ω ( �= ω, então pelo método dos coeficientes indeterminados temos

y (t) = c ) cos (ω ( t) + c ' sen (ω ( t) + α cos (ωt) + β sen (ωt) .
Substituindo na equação obtemos

α = 0 e β = A
ω '( − ω ' ,

donde
y (t) = c ) cos (ω ( t) + c ' sen (ω ( t) + A

ω '( − ω ' sen (ωt) ,
que é uma solução limitada:

|y (t)| � |c ) |+ ∣

∣

∣

∣

c ' + A
ω '( − ω '

∣

∣

∣

∣

Se. pelo contrário, ω = ω ( , então também pelo método dos coeficientes indeterminados
temos

y (t) = c ) cos (ω ( t) + c ' sen (ω ( t) + α t cos (ω ( t) + β t sen (ω ( t) .
Substituindo na equação obtemos
y & & + ω '( y = ((α + βω ( t) cos (ω ( t) + (β − αω ( t) sen (ω ( t)) & +

+ω '( (α t cos (ω ( t) + β t sen (ω ( t))
= (βω ( + (β − αω ( t)ω ( ) cos (ω ( t) + (−αω ( − (α + βω ( t)ω ( ) sen (ω ( t) +

+ω '( (α t cos (ω ( t) + β t sen (ω ( t))
= 2βω ( cos (ω ( t)− 2αω ( sen (ω ( t) ,



32 � AULA 2006.05.17 AMIV � � � �����
	��
�����
	�������� � � � � � � � � � � � � � � � �  ! � � � � � " � � � � � � # � $ 2
portanto

β = 0 e α = −A
2ω ( ,e

y (t) = c ) cos (ω ( t) + c ' sen (ω ( t)− A
2ω ( t cos (ω ( t) ,

que não é uma solução limitada (por exemplo lim% &�'
∣

∣

∣y
(

n ' -
*,+

)∣

∣

∣ = ∞). Por este facto
dizemos que temos uma ressonância quando ω = ω ( .
Supondo as condições iniciais y (0) = 0 e y & (0) = 0, obtemos no caso ω ( �= ω

y (t) = A
ω ( (ω '( − ω ' ) (ω ( sen (ωt)− ω sen (ω ( t)) , (32.2)

e no caso ω = ω ( para as mesmas condições iniciais vem
y (t) = A

2ω '( (sen (ω ( t)− ω ( t cos (ω ( t)) . (32.3)
Fazendo o limite ω → ω ( , na expressão (32.2), vem pela regra de Cauhy
lim
* & *�+

A
ω ( (ω '( − ω ' ) (ω ( sen (ωt)− ω sen (ω ( t)) = A

ω ( (ω ( + ω ( ) lim
* & *,+

ω ( sen (ωt)− ω sen (ω ( t)
ω ( − ω

= A
2ω '( lim

* & *,+
ω ( t cos (ωt)− sen (ω ( t)−1

= A
2ω '(

(sen (ω ( t)− ω '( t cos (ω ( t))

que é a expressão (32.3). Contudo esta convergência (quando ω → ω ( ) não é uniforme (em
t ∈ R), havendo uma maior coincidência entre as funções (32.2) e (32.3) quando t está perto
da origem.
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Figura: A azul a solução (32.2) , com ω ( = 3 e ω = 2, 9; a verde um majorante e um
minorante da solução. A vermelho a solução ressonante (32.3) , com ω ( = 3.
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32.2 Redução de ordem
32.2.1 Redução de ordem trivial
Considere-se uma equação de ordem n com a forma

y � % � = f (t, y � , y � � , ..., y � % � ) � ) ,
aonde não aparece explicitamente a função incógnita y, mas apenas as suas derivadas. Se
considerarmos como incógnita a derivada y � em vez da função y reduzimos a ordem da
equação. Isto é, fazendo a substituição

u = y � ,
obtemos a equação de ordem n− 1

u � %�� ) � = f (t, u, u � , ..., u � % � ' � ) .
Uma vez determinada uma solução u desta última equação, pode-se calcular uma solução y
da equação original por simples primitivação da relação y � = u.

Exemplo 32.1 Considere-se o problema de valor inicial:

y � � = 2t
3 (y � )

' ; y (1) = 2; y � (1) = 1.

Fazendo u = y � , vem
u � = 2t

3u ' ; u (1) = 1,
uma equação separável; donde se obtém sucessivamente

3u ' u � = 2t ,
u � = t ' + c ,
u � = t ' ,
u = �√t ' .

Portanto
y � = �√t ' .

Primitivando e usando a condição inicial, vem

y (t) = 3 �√t � + 7
5



32 � AULA 2006.05.17 AMIV � � � �����
	��
�����
	�������� � � � � � � � � � � � � � � � �  ! � � � � � " � � � � � � # � $ 4
32.2.2 Equações sem dependência explícita no tempo
O método de redução de ordem que vamos agora descrever poderá aplicar-se (após alguma
generalização) a equações do tipo

y � % � = f (y, y � , y � � , ..., y � % � ) � )

aonde a variável t não aparece explicitamente. Contudo para evitar uma notação pesada
e fórmulas dificilmente generalizáveis a ordens n arbitrárias, apenas consideraremos o caso
n = 2.
Considere-se então a equação

d ' y
dt ' = f

(

y, dydt
)

.
Seja y uma solução e suponha-se que existe uma função v tal que

dy
dt = v (y)

(ou seja estamos a supor que y é solução de uma EDO de primeira ordem). Derivando esta
relação obtemos

d ' y
dt ' = dv

dy (y) dydt = dv
dy (y)v (y)

então dv
dy (y)v (y) = f (y,v (y)) (32.4)

que é uma equação de ordem 1 (= 2− 1) em que a incógnita é a função v.
Seja então v (y) uma solução da equação (32.4) que satisfaz a condição inicial v (y ( ) = v (
e para esta função v considere-se a solução y (t) do problema dy

dt = v (y) com y (t ( ) = y ( .
Então, pelo exposto acima, esta função y (t) é também solução de

d ' y
dt ' = f

(

y, dydt
)

com y (t ( ) = y ( e dy
dt (t ( ) = v ( .

32.2.3 Exemplo- o pêndulo
Consideremos o pêndulo representado na seguinte figura:

onde m é a massa do corpo pontual suspenso por um filamento rígido de comprimento L e
y é o ângulo (em radianos) que este filamento faz com a vertical. Sobre a massa m actua
uma força (gravítica) constante (na aproximação usual) direccionada de cima para baixo e
com intensidade mg (onde g é a aceleração da gravidade).
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Pela lei de Newton e pela análise das forças envolvidas, temos:

m d '
dt ' (Ly) = −mg sen y

ou seja � �
y = − g

L sen y
Por conveniência de simplicidade de exposição vamos tomar as seguintes condições iniciais:

y (0) = π
2 ;

�
y (0) = 2

√ g
L

De acordo com o exposto anteriormente vamos considerar:�
y = v (y)

i. e. v (y) é a velocidade (angular) como função da posição (angular) y. Temos
�
y = v,� �

y = v � v e
v � v = − g

L sen y
donde 1

2v
' = g

L cos y + c
Determinando a constante � c através das condições iniciais temos�

y (0) = v (y (0))
ou seja

2
√ g

L = v
(π
2
)

donde
c = 1

2v
' (π

2
)− g

L cos π2
= 2 gL

Obtemos então � (atendendo a que v
( - ' ) > 0)

v =
√2g

L (2 + cos y)
� ��� � �
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Temos agora o seguinte problema

%y =
√2g

L (2 + cos y) ; y (0) = π
2

Donde & %y√2 + cos y =
√2g

L
e

F (y) ≡
∫ '
( ) 1√2 + cos z dz =

√2g
L t

Como F * (y) = +, - .0/ 1 2 ' > +, 3 > 0, esta função F (y) é bijectiva 4 e portanto invertível por uma
função (diferenciável) F 5 + (i. e. (F 5 + ◦ F ) (y) = y ). Então a solução do nosso problema
pode-se escrever

y (t) = F 5 +
(
√2g

L t
)

32.2.4 Relação com o pêndulo linearizado.
Geralmente aprende-se em cadeiras de Física elementar, outra solução do problema do pên-
dulo. De facto não se trata de outra solução do mesmo problema, mas da solução de outro
problema: a aproximação linear do pêndulo. Trata-se portanto de aproximar o problema

% %y = − g
L sen y,

pelo problema % %y = − g
Ly,

sendo esta aproximação tanto mais razoável quanto menor for a amplitude das oscilações (i.
e. y ≈ 0). Desta equação linear homogénea facilmente se reconhece a solução geral:

y (t) = y 6 cos
(√ g

Lt
)

−
√

L
g ẏ 6 sen

(√ g
Lt

)

.

Temos então de forma paradigmática, um exemplo da importância do estudo das equações
lineares, não porque representem em geral um bom modelo nas aplicações vistas de forma
global, mas porque constituem um importante utensílio matemático na análise aproximada
de modelos em regiões perto do equilíbrio.7 8
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