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32.1 Ressonancia
Considere-se a seguinte equacgao linear:
y' +wiy=0 (32.1)

O polinémio caracterfstico & A\* + w2 A = (X + iwg) (A — iwp), e pelo Teorema 30.1 a solucio
geral é
y = 1 cos (wot) + ca sen (wot) .

Podemos concluir que a equagao 32.1 representa um oscilador de frequéncia 52. Vamos agora
considerar a aplicagao, a este oscilador, de uma forca periédica da forma Asen (wt), :

y" + wd y = Asen (wt)
Se wy # w, entao pelo método dos coeficientes indeterminados temos
y (t) = 1 cos (wot) + cgsen (wot) + acos (wt) + [sen (wt) .

Substituindo na equacao obtemos

A
:O = -
Q e [ w%—wQ’

donde 4
y (t) = c1 cos (wot) + cg sen (wot) + —5——
0

que é uma solugao limitada:

ly (O] < lea] +

2+ ——
w3 — w?

Se. pelo contrédrio, w = wg, entao também pelo método dos coeficientes indeterminados
temos
y (t) = 1 cos (wot) + cosen (wot) + at cos (wot) + Ft sen (wot) .

Substituindo na equacao obtemos

y'+wiy = ((a+ Bwet) cos (wot) + (B — awet) sen (wot)) +
+w3 (at cos (wet) + Bt sen (wot))
= (Bwo+ (6 — awet) wo) cos (wet) + (—awy — (a + Pwet) wg) sen (wot) +
+w3 (at cos (wet) + Bt sen (wot))
= 2w cos (wot) — 2awg sen (wot) ,
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portanto
—A
=0 ¢ a=_—,
2w0
) A
y (t) = ¢1 cos (wot) + casen (wot) — S t cos (wot) ,
Wo
que nao é uma solugao limitada (por exemplo lim ‘y (ni—’é)) = o0). Por este facto

dizemos que temos uma ressonancia quando w = wy.

Supondo as condigoes iniciais y (0) = 0 e y' (0) = 0, obtemos no caso wg # w
A

y(t) = oo (=7 (wo sen (wt) — wsen (wot)) , (32.2)

€ NOo caso W = wq para as mesmas condi¢oes iniciais vem

y(t) = 2%}3 (sen (wot) — wot cos (wot)) . (32.3)

Fazendo o limite w — wo, na expressao (32.2), vem pela regra de Cauhy

A A 5 ,
lim ooy (wosen (wt) —wsen (wot)) = ———  lim wo sen (wt) — wsen (wot)
w—wo Wy (WO — W ) Wo ((,L)O + WO) w—wp Wo — W
- 5 lim wot cos (wt) — sen (wot)
2&)0 w—wo _1

= —— (sen (wot) — wit cos (wot
208 (sen (wot) — wt cos (wot))
que é a expressao (32.3). Contudo esta convergéncia (quando w — wy) nao é uniforme (em
t € R), havendo uma maior coincidéncia entre as fungoes (32.2) e (32.3) quando ¢ estéd perto
da origem.
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Figura: A azul a solucao (32.2), com wg = 3 e w = 2,9; a verde um majorante e um
minorante da solu¢ao. A vermelho a solugao ressonante (32.3) , com wg = 3.
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32.2 Reducao de ordem
32.2.1 Reducao de ordem trivial

Considere-se uma equacao de ordem n com a forma

y(n) = f (tv ylv yllv T y(n_l)) ’

aonde nao aparece explicitamente a fungao incégnita y, mas apenas as suas derivadas. Se
considerarmos como incégnita a derivada 3 em vez da fun¢do y reduzimos a ordem da

equacao. Isto é, fazendo a substituicao

/
u=y,

obtemos a equacao de ordem n — 1
ur D = f (t, TN u("_Q)) )

Uma vez determinada uma solugao u desta tltima equacao, pode-se calcular uma solugao y
da equacao original por simples primitivacao da relagao iy’ = u.

Exemplo 32.1 Considere-se o problema de valor inicial:

2t
"= Y y()=2 4 (1)=1
Fazendo u =y, vem
2t
' = 3.2 u(l) =1,

uma equacao separdvel; donde se obtém sucessivamente

3utd =2t
w =12 +c |,
u? =t
u = V12
Portanto
y = V2.

Primitivando e usando a condi¢ao inicial, vem

3V 4T

y(t) 3
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32.2.2 Equacgoes sem dependéncia explicita no tempo

O método de reducao de ordem que vamos agora descrever podera aplicar-se (apds alguma
generalizac¢ao) a equagoes do tipo

n) __ roon n—1
vy = f (v v,y y™Y)
aonde a varidvel ¢t nao aparece explicitamente. Contudo para evitar uma notacao pesada
e féormulas dificilmente generalizdveis a ordens n arbitrédrias, apenas consideraremos o caso

n = 2.
d?y dy
7] =/ (%a) :

Seja y uma solugao e suponha-se que existe uma funcao v tal que
dy
i
(ou seja estamos a supor que y é solu¢ao de uma EDO de primeira ordem). Derivando esta
relacao obtemos

Considere-se entao a equacao

v (y)

d’y dv dy dv
ez d_y(y)E = d—y(y)V(y)
entao
T = v ©) (32.)

que é uma equagao de ordem 1 (=2 — 1) em que a incégnita é a fungao v.

Seja entao v (y) uma solugao da equacao (32.4) que satisfaz a condicao inicial v (yo) = v
e para esta funcao v considere-se a solucao y (t) do problema d_i = v (y) com y (to) = yo-
Entao, pelo exposto acima, esta funcao y (¢) é também solugao de

d?y dy dy
- = f (y’E) com y(tg) =yo e a (to) = vo.

32.2.3 Exemplo- o péndulo

Consideremos o péndulo representado na seguinte figura:

onde m é a massa do corpo pontual suspenso por um filamento rigido de comprimento L e
y € o angulo (em radianos) que este filamento faz com a vertical. Sobre a massa m actua
uma forca (gravitica) constante (na aproximagao usual) direccionada de cima para baixo e
com intensidade mg (onde g é a aceleragao da gravidade).
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Pela lei de Newton e pela andlise das forcas envolvidas, temos:

d2
mos (Ly) = —mgseny

ou seja

Y= —gseny
L

Por conveniéncia de simplicidade de exposicao vamos tomar as seguintes condicoes iniciais:

yO) =3 p0)=2/7

De acordo com o exposto anteriormente vamos considerar:
y=v(y)

i. e. v(y) é a velocidade (angular) como fun¢ao da posi¢ao (angular) y. Temos y = v,
y=vve

viv=_2 sen y
L
donde 1
§V2 = % cosy +c¢

Determinando a constante! ¢ através das condicoes iniciais temos

y(0) =v(y(0)

ou seja
g T
2+
L~ '\3
donde
12<7r) g T
= —v'|(=)—Zcos—
¢ 2V \2) " L3
_ 99
L

Obtemos entao? (atendendo a que v (§) > 0)

2g
v=4/—=(2+
7 ( cosy)

LA constante ¢ ndo é mais do que a energia em unidades apropriadas. De facto, multiplicando a igualdade
%VQ — 4 cosy = c pelo factor mL? e somando a parcela mgL obtemos

1
3m (Lv)? + mgL (1 — cosy) = mL%c+ mgL

onde podemos reconhecer (no lado esquerdo) a soma da energia cinética com a energia potencial do sistema.

Portanto se E for a energia (total) do péndulo, determinada pelas condigdes iniciais, entdo ¢ = % - 4.
2Desta expressao vemos que a velocidade v é sempre positiva. Esta propriedade veio da escolha particular

das condigGes iniciais, correspondendo a uma energia suficientemente grande para que o péndulo tenha um

movimento de rotacdo em torno do seu eixo.
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Temos agora o seguinte problema

T
y=1\7 @Hcosy) ; y(0)=7
Donde 3 .
¥y _|%
V24 cosy L
e

2
29y

Y 1
Fly=| ——=dz=
() /% V2 +cosz L
Como F' (y) = \/ﬁ—osy > % > 0, esta fungao F (y) é bijectiva® e portanto invertivel por uma
fungao (diferencidavel) F~1 (i. e. (F71o F)(y) = y ). Entao a solugao do nosso problema

pode-se escrever
29
ty=F"1{/=t
y(t) ( 7 )

32.2.4 Relacao com o péndulo linearizado.

Geralmente aprende-se em cadeiras de Fisica elementar, outra solucao do problema do pén-
dulo. De facto nao se trata de outra solu¢ao do mesmo problema, mas da solucao de outro
problema: a aproximacao linear do péndulo. Trata-se portanto de aproximar o problema

. g
= —Zse
Y I ny,

pelo problema

QZ—gy
L )

sendo esta aproximagao tanto mais razodvel quanto menor for a amplitude das oscilagoes (i.
e. y ~ 0). Desta equagao linear homogénea facilmente se reconhece a solucao geral:

2 0= meos (4/2) - [ an(\[21).

Temos entao de forma paradigmadtica, um exemplo da importancia do estudo das equacoes
lineares, nao porque representem em geral um bom modelo nas aplicagoes vistas de forma
global, mas porque constituem um importante utensilio matemaético na anélise aproximada
de modelos em regioes perto do equilibrio.

3No caso da escolha de outros valores iniciais o que se segue deve-se aplicar apenas em intervalos de
tempo t em que a velocidade y (¢) tenha sinal constante. Isto é, no caso da funcfio v se anular para certos
valores de y, podemos ainda aplicar o mesmo raciocinio mas de forma mais intrincada subdividindo o tempo
em intervalos aonde o péndulo se movimenta num mesmo sentido.

4E estritamente crescente ( F’ > 0) e

lim F(y) =200
y—too

is s

(porqueF(y)>% (y—3%) sey>§eF(y)<% (y— %) sey <3%).



