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31.1 Redugao a um sistema de n equagoes de 1* ordem

Recorde-se que a EDO linear de ordem n (escalar) tem a forma
Y™ty fan "V o agy a1y Fagy = h(t) (31.1)
e é equivalente a um sistema de equacoes de primeira ordem: definindo

1 (t) =y (t)
zo (1) =y (1)
z3 () =y" (1)

() =y (1)

obtemos
( / .
Th =1
/ _
xn—l = Tn
/ _
xl = —QpT1 — A1 Ty — A T3+ — Ap_9Tp_1 — Qp_1 Ty + h (1)

Pelo que, a reducao acima descrita fica:

d
—y =Ay+h(?)

dt
o,
y/
onde y = y" , a matriz A, designada por matriz companheira, é
=D
0 1 0 0 _ -
0
0 0 1 0
A= : : 0 e h(t) =
0 0 - 0 1 0
h (t)
| —Qp —a1 -+ —dp—3 —0p-1 | - -

31.2 Matriz Wronskiana. Independéncia linear de funcgoes

Pelo Teorema 30.1 é facil determinar a solugao geral da equacao homogénea associada. Por
outro lado sabemos que esta solucao é dada pela exponencial da matriz companheira. Pelo
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que vamos usar a solugao geral da equacao homogénea para calcular a exponencial da matriz
companheira com o objectivo da utilizar na férmula da variagao das constantes (Teorema
29.1).

Sejam u; (t), ug (t), ...,un (t) solugoes linearmente independentes da equagao homogénea
Y 4 an1 Y™ 4oy + gy a1y +agy =0

e vamos construir a matriz Wronskiana destas fungoes ui, us, ..., Uy,:

e I B
Uy Usg Usg Up,
" " " "
ul UQ /U/3 A un
-1 -1 -1 -1
R A R )

Cada uma das colunas de W (t) sao solugoes do sistema %y = Ay para a matriz companheira
A. Temos mesmo a seguinte igualdade matricial

W' (t) = AW (¢).

Facilmente reconhecemos que as colunas desta matriz Wronskiana sao linearmente indepen-

dentes sse uy, us, ...,u, (fungoes de classe C™1) sdo linearmente independentes . Por outro

lado, para cada tg, a coluna yy, () = (uk, gy UYL+ - - ,u,(cn_l)) é solugao do problema de valor

inicial %y = Ay com Yy (to) =y (to). Pelo que, uma combinagao linear qualquer destas
fungoes vectoriais, digamos a1y; (t)+agys (t)+- - - +apyy (1), € solucao do problema de valor
inicial £y = Ay com y (fo) = a1y1 (fo) + aay2 (to) + -+ + anys (to). Dado que as colunas
vk () sdo linearmente independentes (como fungdes vectoriais) concluimos, pela unicidade
da solugao, que para cada instante tq fixo, os vectores yy (o) sao linearmente independentes?.
Portanto o determinante da matriz formada por estas colunas nao se anula:

\% det W (t) # 0.

Podemos agora verificar que y (1) = W (t) W (t0) yo

é solucao do seguinte problema de valor inicial

y=Ay com y(to)=1y,.

! Porque para fungdes (n-1)-vezes diferencidveis temos que
Vt o oqur (t) Fague (B) + -+ anu, (£) =0
é equivalente a
vk €{0,1,...n—1} vt onul® (8) + agul? (&) + - + amu® (1) =0.
2De facto se tivermos a1y (to) + aey2 (to) ++ - -+ anyn (fo) = 0, entdo a1y (£) +agy2 (1) +- -+ anyn (t)
é solucao de %y = Ay com y (¢9) = 0. Como a solugéo deste problema é tinica, vem
vt o1y () + agya (B) + - + anyn (£) = 0.

Sendo as fungdes yy, (¢) linearmente independentes, concluimos oy = ag = -+- = ¢, = 0.
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De facto
w0 = (FW0)W
AW (1) W (to) yo
Ay (t)

ey (to) = W (to) W™ (t0) Yo = yo-

Pela unicidade da solugao concluimos (no caso de ay,_1, Gp_9... as, a1, ag serem coeficientes
constantes) que W (t) W1 (tg) =elt=to)4,

Observagao 31.1 No caso de an_1, Gp_3... ag, a1, ag serem fungoes de t (coeficientes nao
constantes) a funcao vectorial y (t) = W (t) W= (ty) yo é ainda a solugdo do problema

y = Ay com y (to) = yo- Contudo, para calcular a matriz Wronskiana W (t) ne-
cessitamos de conhecer as fungoes uq (t), us (t), ...,u, (t) solugdes linearmente independentes
da equagao homogénea; e no caso de coeficientes nao constantes nao existe nenhum método
geral para obter estas solugoes uq (t), ug (t), ... up ().

31.3 Foérmula da variagcao das constantes

Temos entao pela féormula dos da variagao das constantes (para sistemas de equagoes -
Teorema 29.1) que a solugao da equagao 31.1 é dada por®

y 0
yl t 0
V| =W ()W (t) ot / WHW () | | ds,
: o 0

i y(n_l) i L h’ (S) i

3Podemos também fazer uma verificacio directa, que

y () =W () W (tg) yo + W (t) ' W1 (s)h(s)ds

to

ésolugio dey’ = A(t)y +h(t) com y(t) = yo. De facto usando apenas que W' (t) = A () W (t)
obtemos

y () = W (W (ty)yo+ W (¢) ttW_l(s)h(t)ds—i—W(t)W‘l(t)h(t)

= AW W L (tg)yo+t AR W(t) [ Wl (s)h(t)ds+ W () W™ (t)h ()

t W1 (s)h(t) ds) +h(t)

= A@t) (W (1) W (to) yo + W (t)

= A@t)y®)+h(),

to

e também

¥ (to) = W (to) W™ (t0) yo + W (to) . WL (s)h(s)ds =W (to) WL (t9) yo = Yo.

to
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ou seja
[y ] [0 ] [ o () ]
y’ " 0 Co (t)
' =W () | W () yot / W) | : |ds| =W(t) :
to Cp—1 (t)
] y=1 | I h(s) | | (1) |

Note-se ainda que

[ o) ] [0 ]
e (t) . 0
: =W (to) yo+/ W1 (s) : ds
Cn—1 (1) fo 0
Cn (1) | I h(s) |

& um vector constante W1 (¢3) yo mais um integral indefinido de uma certa funcio vectorial
(W=1(t)h(t)), ou seja & uma primitiva dessa fungao vectorial (W1 (¢)h (¢)). Pelo que

y(t)=cr(t)uy (t) + o (t)ug (t) + -+ + cpn (t) uy (t)

onde _ - _ .
(5] (t) 0
Co (t) 0
; = / Wl | | dt
Cn-1 (t) 0
e (t) ] | h(t)

com uq (t), ug (t), ...,un (t) solugdes linearmente independentes da equacao homogénea asso-
ciada e W (¢) a sua matriz Wronskiana

oo

0
0
Observacao 31.2 Definindo £ (t) = W (t) | : | , temos W ()£ (t) = | : | . Pelo que f (t)
0 0
1 1
pode ser calculado resolvendo este sistema (sem necessidade de inverter a matriz W (t) ).
Pelo que a formula da variagao das constantes fica

y(t)=cr(t)uy (t) + o (t)ug (t) + -+ -+ cn (t) uy (t)

com
e1(t)
Cg(t) 8
: = /f (t) h(t)dt, onde f (t) € obtido resolvendo W (t)f (t) = | :
= ?
cn(t

Exemplo 31.1 Considere-set > —1 e a equagdao definida por

et

" _ ot _ .
Y vty 1+t
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O polinémio caracteristico da equagiao homogénea é \> —2\+1 = (A— 1)2 . A solugdao geral
da equagdo homogénea é entao Cy et +Cytet. Podemos agora construir a matriz Wronskiana:

WZ{EZ (tf;)etlzet“ (t—llil)}

H - N .
Temos det W =e?* e W1 = ¢! { - 1t ] Entdo a solucio geral é, pela férmula da

variagao das constantes,
y(t)=c1(t) e +ca () tet

onde
28] - fwol 2o/ 13 7] 4]0
Ll -t
Portanto

y(t)=(log(14+1t) —t+tlog (1+1)) € + ki € + ko te.

31.4 Equacao Linear de coeficientes nao constantes

De acordo com a Observacao 31.1, facilmente constatamos que a férmula da variacao das
constantes ainda é valida no caso de os coeficientes a,_1, ..., ag serem funcoes de t:

Considere-se a equacao linear de coeficientes nao constantes:
Y + a1 () Y Fana () Yy 4 () Yt ar () Y Fao (t) y=h(2),

onde ay_1 (1), ap_o (t)... ag(t), a1 (t), ag (t) e h(t) sdo fungdes (dadas) definidas num intervalo
real I e y =y (t) é a funcdo procurada (incégnita).

Dadas as solucoes* uy (t), ug (t), ..., u, () linearmente independentes da equagao homogénea
associada :

Y +an g () YV Fana () Y+ an () Y ax (1) ¥+ ao () y =0,
podemos construir a sua matriz Wronskiana W ()

Pelo que, de igual modo ao exposto para o caso de coeficientes constantes, podemos concluir
que a solugao geral é dada por

y(t)=c1(t)wa (t) +ca(t)ua(t) + - +cn(t)un(t)

onde _ - _ .
(5] (t) 0
co (t) 0
: = / W) | | dt
Cn-1 (t) 0
| Cn (t) | i h(t) |

4Nao existe nenhum método geral de obter estas funcdes no presente caso de coeficientes nio constantes.
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com uy (t), ug (t), ...,un (t) solugdes linearmente independentes da equacao homogénea asso-
ciada e W () a sua matriz Wronskiana.

Exemplo 31.2 Considere-se a sequinte EDO linear de 2* ordem

2t 1
" /
= . 31.2
Y rTTEY Ty (31.2)
A equagao homogénea associada € y" + 5 +t2y = 0. Podemos verificar que
up (t) =1 e ug(t)=arctgt
sdo solugoes desta equagio homogénea®. O matriz Wronskiana destas funcoes é
W — { 1 arc;r,gt ]
0 1+42
Temos det W :m (# 0, o que implica que uy e ug sao linearmente independentes). E,

pelo método dos cofactores,

W-l= (1+t2) {. —arctgt] _ {. — (14 t?) arctgt

[ 1 [ 1+¢2

Pela formula da varia¢io das constantes a solugao de (31.2) é dada por

y(t) =c1(t) + 2 (1) arctgt

F RN A SIS
- [lm ] e

o —arctgt
AN

- [

| —tarctgt+logV1+t2+ k
N t + ko

onde

Portanto a solugao geral de (31.2) é

y(t) = —tarctgt+logV1+ 1%+ ki + (t + ko) arctgt
= ky + kparctgt + log /1 + 2

Observagao 31.3 Neste ltimo exemplo poderiamos ter feito a redugdo u =1, obtendo-se
2t 1

1+ 1+

a equacgao de primeira ordem u' +

% A solugho geral desta equagio homogénea &, portanto, y (t) = ky + ko arctgt, onde k; e ko sio constantes
arbitrérias.



