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30.1 Operadores diferenciais
A equagao diferencial linear homogénea de ordem n (de coeficientes constantes):
Y™ 4 a1y oy ™ gy a1y Fagy =0 (H)

pode-se escrever na forma

G i iSO U 0 (H)
A A . a a a =
din g1 2 din—2 2 T Mg )Y
Podemos encarar o simbolo
T T e el gl
- Ap Qpy— as —— a a
dtn Van—1 2 din—2 2az "t 0

como um operador num espaco de funcoes que a uma funcio y faz corresponder a funcio y™+
U1 YD a0y ™D -+ asy” + a1y + agy. Este tipo de operadores designam-se por
operadores diferenciais lineares de coeficientes constantes e possibilitam a formalizacao
de um célculo simbdlico.

Exemplo 30.1 Considere-se a equa¢ao
y' +3y +2y=0. (30.1)
Temos

"3y 42y = d2+3£ 2

Mas por outro lado

d d
V' +3+2y = Y +HyY+2(y +y) = dt(y +y)+2( +y) = (dt+2)(y’+y)
d d
= (£ 42 (£ 41
(dt+><dt+>y

d d
y' 3y 42y = y”—i—2y'+y'+2y:a(y'+2y)+y'+2y: (dt+1) (v + 2y)

- (G5

ou ainda

donde
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Note-se que o polinémio caracteristico ¢ A2 + 3\ +2 = (A +2) (A + 1) ; portanto A = —2 e
A = —1 sao as raizes deste polindmio caracteristico.

Por outro lado (% + 2) y=0 éy +2y =0 que tem como solugao (é uma equagao linear de

1% ordem) y = ke™®. Do mesmo modo (& +1)y =0« y=ke . Como a e * ee* sio

linearmente independentes e solugoes de (30.1) que é uma equagao de ordem 2, concluimos
que a solugao geral desta equagao é

y(t) = ke + koe™

onde ky e kg sao constantes arbitrdrias (a determinar por condigdes iniciais ou de fronteira).

Estas constantes poderdo ser determinadas impondo novas condigoes ay (t) como por exemplo
as condigoes iniciais y (0) = 0; 3/ (0) = 1, que levam aos cdlculos:

Yy (O) = kl + kg = 0; y/ (t) = —2]€1€_2t — kge_t; y/ (0) = —2]€1 — kg = 1,

portanto ky = —kg € ky = —2k; — ko = 1, donde y (t) = et — 2.

Facilmente se reconhece que estabelecer igualdades com estes operadores é equivalente a
estabelecé-las para os polinémios que se obtém destes operadores substituindo o operador %
pela varidvel (complexa) A.

30.2 Solucao geral da equacao homogénea

Teorema 30.1 Se A1, A\2...\; sao as raizes do polinémio caracteristico e mi, mao...m; as
suas respectivas multiplicidades, entao

y (t) = 7 et p=0,..omp—1 k=1 .]j

constituem n (myq +ms + ... +m; = n) solugoes linearmente independentes da equagdao (H).

Considerado a factorizagao do polinémio caracteristico, obtemos que a equagao (H) é equi-

valente a
d ™ /d ™2 d "k d i
_ _ _ ol = = oo | — — ). — H
(dt Al) (dt AQ) (dt A’“) (dt A”) y="0 ()

Notando que, para p € {0, ...,my — 1}, vem

d ™ m g ™ s
= = A O Y = A -
(dt 1) (dt 2) (dt ”) (dt ’“) y="0

o teorema ficard demonstrado quando mostramos que y (t) = 2 e*! & solucao de

d ™
2 — 0.
(dt ’“) y="0
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30.2.1 Solucoes tP e

Comecemos por notar que (p > 0)

(% — )\k> P M = ptP—l @Mt 1P Nkt — NP e = prP ! et

Entao (p € {0,...,mx — 1})

(% — )\k) P 6>"“t = (% — )\k) (% — Ak) P GAkt =p (% — Ak) tp_l 6>"“t

d mep At
— —D 1= et — ()
pp—1) (dt k)

Exercicio 30.1 Mostrar que tPe™* | p=0,...my—1, k=1,....j, sdo funcoes (de
t) linearmente independentes (Note-se A\ # A\ se k # k' ).

30.2.2 Raizes complexas conjugadas

Se A é uma raiz complexa com multiplicidade m de um polinémio caracteristico com coe-
ficientes (ap_1, ap_2... as, a1 e ag) reais, entdo o nimero A (complexo conjugado de \ )
também é raiz, com a mesma multiplicidade m, do mesmo polinémio. Pelo que neste caso
temos as solugoes (da equagao linear homogénea)

reN o et
com p € {0,...,m — 1}.Entao as seguintes combinagoes lineares destas ainda sao solugoes:

1t” eM + 1tf’ e e ltf’ eM — lt” e
2 2 21 21

Portanto, obtemos as seguintes solugoes reais linearmente independentes (no caso 3 # 0)
tPe* cos (Bt) e  tPe*sen (ft),

onde o = Re X e § =Im .

30.2.3 Exemplos

Exemplo 30.2 " — 8y" + 25y — 26y =0
Polinémio caracteristico: \> — 8\% + 25\ — 26.
A=2¢éumaraiz (8—32+50—-26=0)

Regra de Ruffini
1 -8 25 —26
2 2 —12 26
|1 -6 13| 0
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Polinémio caracteristico \X*—6A\%+16A—16 = (A — 2) ()\2 —6A+13) =(A—2) (A — 3)? + 4)
Raizes do polinomio caracteristico: X =2; A\=3+1i2; A\ =3 — 2.
Solugdes linearmente independentes: €%; €3 cos(2t); €3 sen(2t).

Solugao geral:
y (t) = k1 €% + ko €% cos(2t) + ks €% sen(2t),

onde k1 ko e ks sao constantes arbitrdrias.

Exemplo 30.3 ¥ 1254 1y =0

Polinémio caracteristico: \* +2X% +1 = ()\2 + 1)2

Raizes do polinomio caracteristico: X = 1; A = —1 ambas com multiplicidade 2.
Solugoes linearmente independentes: cost; sent; tcost e tsent

Solugao geral:
y (t) = ky cost + ko sent + kgtcost + kytsent,

onde ki, kg, ks e kg sao constantes arbitrdrias.

30.3 Meétodo dos coeficientes indeterminados
30.3.1 Fundamentacao

Vamos agora abordar a EDO de coeficientes constantes, mas nao homogénea:

Y™ a1y fan "V gy a1y +agy = h(t) (30.2)
que vamos escrever na forma:
Ly=nh
onde
L L L L
=— 4 ap1——+Op3——5+ - ta—+a— +a
dir ' dtn—1 2 dtn—2 2dez " dt

Embora j& tenhamos o método da variagao das constantes para resolver este problema, vamos
elaborar um método que envolve menos calculos. Este método dos coeficientes indetermina-
dos tem contudo um campo de aplicacao muito restrito como iremos ver.

Hipdétese: Suponha-se agora que a funcao h é solugao de uma EDO linear homogénea de
coeficientes constantes.

Existe portanto um operador diferencial

dm dm—l dm—2 2

- d
L=—+am 11—+ Gmg—— "+ +dg— + a1 — +a
dtm-I—a ldtm—l +a thm_2+ + as dt2+a1 dt+a0

tal que Lh = 0. Entdo se Ly = h, vem ELy = Lh, e portanto,

(EL) 2 =0, (30.3)



30* AULA 2006.05.12| AMIV 1ec| APONTAMENTOS (RICARDO.COUTINHOGMATH.IST.UTL.PT) 5%

isto é, podemos procurar uma solugao particular da equagao nao homogénea (30.2) na solugao
geral da equacao homogénea (30.3). Note-se ainda que o polinémio caracteristico desta
equagao (30.3) é o produto dos polinémios caracteristicos correspondentes ao operador L e
ao operador L. Portanto a solucao geral de (30.3) é dada por y = y1 +y2, onde y; é a solugao
geral da equacao homogénea Ly; = 0. Pelo que iremos procurar os coeficientes de yo de tal
forma que Lys = h, uma vez que Ly = L (y1 + y2) = Lys.

30.3.2 Exemplos

Exemplo 30.4 Considere-se a sequinte equac¢ao

d*y d*y

— +2— gy =c¢e".

att " Tarr Y
Neste caso L = % —1—2% +1 e h = e*. Facilmente reconhecemos que a fungdio €' é solucao de
uma equagdo homogéneo para a qual o polinémio caracteristico tenha a raiz A\ = 1 (et = eM).

Portanto podemos tomar o polindmio (binémio) A — 1 e o operador L= % — 1 de facto

~ det
Letzﬁ—et:et—etzo.

Entao as solugoes de Ly = h sao solugoes de Lzy = 0. Esta ultima equag¢ao homogénea tem
polinomio caracteristico

M2+ 1) (A =1 =(N+1)>(A—1)
pelo que y = ky cost + kg sent + kstcost + kgtsent + act. Entdao
Ly = L(kycost+ kysent+ kztcost+ kytsent) + alLe' = aLe

d4 i d2 12 12 i
= —e ' +2—e" + e | =ade
Q (dt4 + pTe + ) e

Para que Ly = h = €* vem a4 = 1. Pelo que a solucao geral é

et
y = ky cost + kg sent + kgtcost + kgtsent + T

onde ki, kg, ks e kg sao constantes arbitrdrias.

Exemplo 30.5 Considere-se a sequinte equagdo'
Y — 3y + 2y = tet

Facilmente reconhecemos que a funcao tet é solucao de uma equagdo homogénea para a qual
o polinémio caracteristico tenha a raiz A = 1 com multiplicidade m (pelo menos) igual a dois

1NestecasoL:;—;—3%+2 e h=tet
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(tet = tm1eM )2 Entdo as solugoes da equacio sao solugdes de uma equagdo homogénea®

que tem polinédmio caracteristico
(N =3A+2)A-1)*=A-2)(A—1)°
pelo que y = ki ¥ + ko et + atel + Bt2et. Entao
y' =3y +2y = (atet+5t%)" -3 (ate' + ft2et) + 2 (atet + G2
= (a(@+t)et+8 2+ e) =3 (a (1+t)e' + 8 (2t + %) €!)
+2 (ate’ + gte)
= (a@+t)e'+8 (2+4t+ %) e') —3ae’ + (—=3a — 65 + 2a) te!
+ (=33 +28) t%e
= (20+28—3a)e' + (a+48 —a—6p8)te' + (B — B) t?e!
= (28— a)et + —28tet
Concluimos portanto que

20—a=0
—28=1

donde 8 = 5+ e a = —1. Pelo que a solugio geral é y(t) = ki €* + ks €' — tet — %et, onde
ki1 e ka sao constantes arbitrdarias.

Introduzindo outras condigoes poder-se-G eventualmente calcular os coeficientes ki e kg desta
solugao. Por exemplo se y (0) =0 e/ (0) =0 obtemos, de

t2
Y (t) =2k e* + kot — (1+1t)e — (t+ 5) e,
as equacoes

ki+ky=0
2]€1+k2—120
donde k1 =1 e kg = —1 ey(t)ZGQt_(1+t+%)et'

30.3.3 Limitacgoes

Ao contrério do método da variacao das constantes, o método dos coeficientes indeterminados
s6 se aplica a EDQO’s lineares de coeficientes constantes. Mas outra restricao importante é a
hipétese que foi feita sobre h:

A funcio h tem de ser uma combinacio linear de funcoes do tipo 2 e

Por exemplo a equagao y” — 1/ = arctgt nao pode ser resolvida pelo método dos coeficientes
indeterminados mas pode ser resolvida pela férmula da variacao das constantes.

2Portanto podemos tomar o polinémio (A — 1)2 correspondente ao operador L= (% — 1)2 . De facto
L(te) = (% 1) (te") = (5 - 1) ((te*) - (te")) = (& - 1) ' =0

31. e. as solucdes de Ly = h siio solucdes de Liy =0.



