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29.1 Formula da variacao das constantes.

Voltemos a considerar o sistema p

—y=Ay+B(t

Y =Ay+B(l)

onde A é uma matriz quadrada n X n constante (ndo depende de t) e B (t) € um a funcao
definida para valores de ¢t num intervalo real I com valores em R™ (ou seja, na nossa notacao,
com valores nas matrizes n X 1).

Agora que ji estamos familiarizados com as exponenciais de matrizes podemos facilmente
mostrar o seguinte teorema.

Teorema 29.1 (Formula da variacao das constantes para sistema de equagoes de coe-
ficientes constantes)

Seja B : I — R™ uma func¢ao continua no intervalo aberto I C R, to€l, yg €ER™ e A uma
matriz n X n de coeficientes constantes . Entao o problema de valor inicial

d
Sy =Ay+B(l) com y(t)=yo

tem uma unica solugao definida em I dada por

t
y(t) = e(t_tO)Ay0+/ eAB (5) ds

to

Observacdo 29.1 A parcela e~ yq corresponde & solucio da equacdo homogénea e a
parcela ﬁi elt=9)AB (s) ds corresponde a solugcdo do problema para a condigdo inicial y (to) =
0. Temos entao a sequinte situag¢ao que é geral para as equacgoes lineares e que demonstra-
TEMOS O SequiT:

Solucao geral Solucao geral da Solugcao particular

~ . = ~ . . + g
da equacao linear equacao homogénea associada da equacao linear

Demonstracao. Atendendo as propriedades conhecidas da exponencial de matrizes, temos

d d
Ey =Ay+B(t) & e—(t—to)A%y - e—(t—to)AAy — o (t-to)Ap (t)

d
= % (e—(t—to)Ay> — e—(t—to)AB (t)
t
& e WAy () -y (1) = [ e WAB(5)ds
to

t
& y(t) =ellTAy (1) +e(t_t°)A/ e B t)AB (5) ds

to
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Exemplo 29.1 Considere-se o sequinte sistema de equagoes

dx

— =3x+y+et

t com z(0)=1y(0)=0.
—y=x+3y

dt

Este sistema pode ser escrito na forma matricial na forma

d
—Y=Ay+B(t) com y(to)=yo

A=[2 2] Bo=[5]. w0 e w=[2].

De acordo com a férmula da variacdo das constantes a solug¢do é dada por (o cdleulo de et
foi feito anteriormente no Exemplo 27.1 )

(t—s) 2(t—s) A(t—s) _,2(t—s)
v(t) | _ 4|0 " iaal € A e —° e
{ y(t) } = e 0 + ; e 0 ds = | 64@_3)562@—3) e4t+622(t—s) 0 ds
1 [t 4t—3s 2%—s 1 t 4t—3s 2—s
B /{e +e }ds:g{f(e +e )ds]
0

Z 0
2 64t—3s _ 62t—s f()t (€4t—3s _ 62t—s) ds

4 2 1 4
_ 1{—§€t+€t+§€t]

5 27t o, 1 4
2 3€ e” + ze

com

Vamos de seguida mostrar a relagao geral

Solugao geral Solucao geral da Solugao particular
da equacgao linear equacao homogénea associada da equacao linear

d
Teorema 29.2 Sey (t) e ¥ (t) sdo solugdes de Y = Ay + B, entao
y () =y () +ut)
d
onde u (t) é solu¢ao da equag¢ao homogénea %u = Au.

Portanto se conhecermos uma solugao particular y () podemos conhecer qualquer solugao
y (t) se conhecermos todas as solugoes u (t) da equagao homogénea.

Demonstragio. Seja u () = y (£) — § (1), entio
(%—A)u(t): (%—A)y(t)— (%—A)&(t):B—B:O

Observacgao 29.2 Note-se que o resultado e a demonstracdo apenas precisam da hipdtese

”

p7i A ¢é um operador linear” e é vdlida portanto para qualquer equacao do tipo Ly = B,

onde L é um operador linear num certo espago (de funcoes) E e B um elemento desse
espago. Resumindo, se L :FE — E é linear, B €E ey €F é uma solugao de Ly = B, entao

a solucao geral de Ly =B é dada por y = y +u onde u é a solucao geral da equacao
homogénea Lu = 0.
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29.2 Equacgoes diferenciais de ordem n

Comecemos com consideragoes gerais sobre equacoes de ordem n; nomeadamente sobre a sua
relacao com sistemas de equacoes de primeira ordem e a consequente existéncia e unicidade
de solucoes.

Uma equacao diferencial de ordem n da forma

y ™ = f(ty Y ™)

pode ser reduzida a um sistema de equacoes de primeira ordem: definindo

1 (t) =y (t)
zo (1) =y (1)
z3 () =y" (1)

ra(t) =3 (1)

obtemos )
Ty =
xh = ux3
' _
Tp-1 = In
!
Xy, :f(ta$1>$27x3a'“7xn)

\

Pelo que se pode aplicar o Teorema de Picard-Lindelsf ( Teorema 25.1). Ou seja, se a fungao
f(t,z1, 29,23, ..., ) € continua num aberto D C R™ e localmente lipschitziana em relagao a
(21, T9, T3, ..., T,) em D; entao dado (tg, ¢y, ca,cs, ..., ¢p) em D o seguinte problema de valor
inicial

[y (to) =0
Yy (to) =Cy
y(n) = f (t7 Y, y/7 y”7 reey y(n_1)> com y” <t0) =

L y(n_l) (to) = Cn

tem uma tnica solugao y (t) de classe C™ definida numa vizinhanca de t.

Exemplo 29.2 A equacao de sequnda ordem y” = sent+(1+y)y', com as condigoes iniciais
y(0) =2 ey (0) =3 é equivalente ao sequinte sistema de equagoes de primeira ordem:

T) =12 B B
{m’g =sent + (1 + 1) 29 com 21(0) =2 e x3(0) = 3.

29.3 Equacgao linear de ordem n de coeficientes constantes.

Y™ 4 anay™ T +an oy P+ aay’ + a1y +acy = h(t)

onde ay_1, Gp_9... a2, a1 € ag sdo constantes (escalares; nimeros reais). Mas h (t) é uma
fungao (dada) definida num intervalo real I e y = y (t) é a funcdo procurada (incognita).
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Usando a férmula da variacao das constantes (Teorema 29.1) podemos resolver esta equagao
se resolvermos a equagao homogénea:

Y 4 a0y 4oy + gy a1y +agy =0 (H)

29.4 Matriz companheira e polinédmio caracteristico

Tal com anteriormente, temos (equivaléncia de (H) a um sistema de equacoes de 1* ordem)

y' = Ay
onde _ -
y = Yy
!
g:;//l
=D
e — ) ) —
A — 1 0 0
0
0
0 o - 0 1
L —Gp —ai1 --- —0ap—3 —0p-1 |

Esta 1ltima matriz constante A designa-se por matriz companheira da equagao linear
(H).
Pode-se resolver entdo a equacao (H) calculando a exponencial desta matriz ( e'#). Nao

seguiremos directamente este caminho, no entanto ¢ titil calcular o polinémio caracteristico
desta matriz: det (A — \).

Exercicio 29.1 det (A — \) = (—1)" ()\” F A AN g NV aa N N+ ao)
Este resultado sugere a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 29.1 O polinémio caracteristico da equagao linear (H) é
PN = A"+ 1 A" an o N 24 a2+ N+ ap (29.1)
Determinando as raizes (os zeros) deste polinémio A1, As...\; , e as suas multiplicidades (or-

dem dos zeros) respectivas my, ms...m;, podemos obter a seguinte factorizag¢ao do polinémio
o caracteristico (29.1):

PA) = (A =2)™ (A= 2)™ -+ (A= A)™
Onde Ay, é uma raiz de P (\) com multiplicidade my e portanto
m1+m2—|—-~~+mj:n

onde n é o grau do polinémio (a ordem da equagao).



