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28.1 Exponencial de matrizes formadas por blocos.

Exemplo 28.1 Considere-se a matriz

—1

O O ==
_—w O O
W —= o O

1
0
0

Facilmente se reconhece que o que se passa com a primeira e sequndas colunas e linhas é
independente do que se passa com as duas tltimas linhas e colunas, do ponto de vista da
multiplicagao e soma de matrizes; espacos proprios etc... Diz-se neste caso que a matriz A
é formada por blocos sobre a diagonal, sendo estes blocos, neste exemplo, as matrizes 2 X 2:

ERUIEIS

Sendo assim podemos usar os dois ultimos exemplos para obter imediatamente:

etcost —etsent 0 0
A elsent etcost 0 0
e = 0 O ety o2t et _ g2t

0 0 et Eem e4t3_62t
2 2

De facto quando temos uma matriz A quadrada (nq + ns2) X (n1 + ne2) formada pelos blo-
cos B; e By sobre a diagonal, onde B; e By sao matrizes quadradas n; X ny e ng X ng
respectivamente:

obtemos

e em geral AF =

portanto

tA
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Da mesma forma para matrizes formadas por mais blocos sobre a diagonal:

B,| 0 -0 Bl 0 -0
ol 10 ... ... ol 10 .- ...
B, 0 e'B2 0
Se A = , entdao e =
0 0
20 0
O ~cvere v B; 0 ~cvveeene e'B;
0 0 v --- | 0 0 -vv--- |

Note-se que alguns deste blocos podem ser unidimensionais (matrizes 1 x 1); i. e. ndmeros.

28.2 DMatrizes nao diagonalizaveis

Considere—se o seguinte exemplo:
Exemplo 28.2 Vamos determinar os valores e vectores proprios da matriz:
2 1
A= {0 ! } |

2-) 1 ] 2
; Q_A}_(z—x).

Pelo que a matriz A sé tem um valor préprio A = 2. Calculando os vectores prdprios v

obtemos:
01 o
{0 0‘|V—0, donde V—|:O‘|,

Temos

det (A — \) =det l

onde o é um escalar nao nulo arbitrdario. Portanto todos os vectores proprios tém a direcgao
dada pelo vector [§] pelo que a dimensio do espago proprio é 1 (niimero mdzimo de vecto-
res proprios linearmente independentes). Nao ezistindo dois vectores proprios linearmente
mdependentes, concluimos que a matriz A nao é diagonalizdvel.

Como existem matrizes nao diagonalizdveis o procedimento para o cdlculo da exponencial
de uma matriz que descrevemos anteriormente tem de ser generalizado para estas matrizes.
A ideia é ainda utilizar a Proposicao 27.1, mas alargando a classe de matrizes J para as
quais sabemos calcular imediatamente a sua exponencial. Com este objectivo vamos definir
uma classe simples de matrizes cuja exponencial seja facilmente apreendida. Esta classe
classica de matrizes que vamos introduzir é designada por formas canénicas de Jordan; sao
matrizes formadas por blocos sobre a diagonal, sendo cada um destes blocos uma matriz
simples designada por bloco de Jordan.
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28.3 Blocos de Jordan.

Dé-se o nome de bloco de Jordan de dimensao n a uma matriz J, quadrada n x n da forma:

A1 0 -0
A1 :
=100 X .0
T |
(000 -+ 0 A

Portanto bloco de Jordan .J, de dimensao n é uma matriz quadrada n X n que tem as
entradas da diagonal todas iguais a um certo valor A (que pode ser nulo), todas as entradas
da diagonal superior com o valor 1 e todas as outras entradas nulas. Simbolicamente:

A se 1=k

Jy = [jiak]i,kzl,...,n com Jik=4 1 se i=k-1
0 nos restantes casos

Exemplo 28.3

e [3] é um bloco de Jordan de dimensdo 1 (Js).

4 1 0
e [0 4 1 | éumbloco de Jordan de dimensao 3 (Jy).
(00 4
0 1 . ) .
1o o €um bloco de Jordan de dimensao 2 (Jy).

28.4 Matrizes na forma candnica de Jordan.

Uma matriz quadrada J é uma matriz na forma canénica de Jordan se é formada exclusiva-
mente por blocos de Jordan sobre a diagonal:

Ja ] 0 - .0 0
0 0 «ov - 0
) T, 0 )
J =
0 0
0
0 coveeeonn 0 Iy
(0 0 e 0 |

onde Jy,, Jxy,---, Jx; sa0 blocos de Jordan.
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Exemplo 28.4

110 0 0 ]
. 010 110 . . ,
A matriz olo olo estd na forma candnica de Jordan; é formada por 3 blocos
o0 0(2])
de Jordan.
12]0 0 0 ]
. 01210 0 . . .
A matriz 0 0l 1 estd na forma candnica de Jordan; é formada por 3 blocos
| 0 010 2]
de Jordan.
30 00
. 0 4 10 ~ . -
Mas a matriz 00 4 1 nao estd na forma candnica de Jordan.
0 0 0 2
13]0 0 0 ]
. 0(4 110 . . .
A matriz olo 410 estd na forma candnica de Jordan; é formada por 3 blocos
000 (2])
de Jordan.
13]0 0 0 ]
. 0(4 1 0 . . .
A matriz olo 4 1 estd na forma candnica de Jordan; é formada por 2 blocos
| 010 0 4]
de Jordan.
4 110 0
. 0 4/0 0 . _ .
A matriz 0 0l4 1 estd na forma candnica de Jordan; é formada por 2 blocos
| 0 0|0 4]
de Jordan.
110 0 0 O
0/0 1 00
A matriz | 00 0 1[0 estd na forma candnica de Jordan; é formada por 3
00 0 010
00 0 O ﬂ
blocos de Jordan.
[0 0 1 0
. 0 0 0 O ~ . -
Mas a matriz 00 0 1 nao estd na forma candnica de Jordan.
| 00 0 0
12 . ) .
Mas a matriz 0 1 nao estd na forma candnica de Jordan.
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Pode-se mostrar com base exclusivamente em consideragoes algébricas o seguinte teorema
(consultar um livro de dlgebra linear para a dificil demonstracao deste resultado).

Teorema 28.1 Seja A uma matriz quadrada qualquer. Entdo existe uma matriz S (com
det S #£ 0) tal que
A =8JS,

onde J é uma matriz na forma candnica de Jordan formada por j blocos de Jordan Jy,,
Ingses JIa;7 J € a dimensao do espago proprio (mimero mdzimo de vectores proprios linear-
mente independentes) da matriz A e A1, Ag ...\; 0s seus valores proprios (todos).

Observacao 28.1 Note-se que A e J tém o mesmo polindmio caracteristico. De facto

det (A—X) = det (SIS™'—A) =det (S(J—-N)S™)
= detSdet (J—\)det S™! = det (J—)\)
(A=A Aa=A)" . (A=)

onde ny, ny ...nj sao as dimensoes dos blocos Jy,, Jx,,..., Jx; respectivamente. Note-se ainda
que se pode ter A = Ny para indices distintos a #b e queny +ng+---+n; =n, sendon a
dimensao da matriz A (todas as matrizes A, S e J saon x n).

28.5 Exponencial de Blocos de Jordan.

Vamos mostrar em apéndice, que para um bloco de Jordan Jy de dimensao n temos

r AL X 2 xt "=l At 7]
e te 5T € n—Di¢
0 €>\t te)\t :
- . 2
e = 0 0 eAt .. %GM
: : .. .. te)\t
| O 0 ce 0 eM ]

Concretizando para dimensao 4, o que pode ser feito através de um cdlculo directo, conclui-se
que exponencial de um bloco de Jordan (neste caso de dimensao 4)

At et 2 At £

A1 0O e s€" ge
bV At 2t
Iy = 8 ())\ i\ (1) ¢ dado pela seguinte expressao: e = 8 8 iit tQéit
000 A 0 0 0 e
Exemplo 28.5 Se J é a matriz na forma candnica de Jordan
01000 1 ¢ 0 O 0
00 0O0O 01 0 0 0
J=10 0 2 1 0| entio e’ é dadopore”? = | 0 0 2 te2 ;—2!€2t
00021 00 0 e* te
0000 2 00 0 0 €%
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28.6 Exemplos.

Exemplo 28.6 Considere-se o sequinte sistema

r_
{;;i&;-:_yy com z(0)=m e y(0)=v2.

3

11 } .Calculando os seus wvalores préprios

A matriz associada a este sistema é A = [

obtemos
det (A —A) =det [* 2 L] =6-AN)(1-A)+1=4—-4\+ 2= (\-2)°.

De acordo com o teorema de Jordan temos que A é semelhante a uma das sequintes formas
candnicas J =[29] ou J=[%1]. A primeira com dois blocos e a sequnda com um bloco

de Jordan.

Calculando os vectores proprios v: Av =2v& (A —2)v=0 < [} 1 ]v =0, facilmente
conclutmos que v é muiltiplo de [ Y], pelo que apenas temos um vector proprio linearmente
imdependente e portanto sé podemos ter um bloco de Jordan na forma candnica associada, 1.

e.
2 1
=53]
Designe-se entdo por vi e vy as colunas da matriz S (com detS # 0) tal que AS = SJ.

Obtemos Avy = 2vy e Avy = vy +2vy, ou seja (A —2) vy =0 e (A — 2) vo = vy. Podemos
escolher

vi =[] e (uma vez feita esta escolha) vo = [9].
Pelo que podemos tomar S = [ 1, 9]. Entdo
A = SeUsT = 9] [ 119 = (L)1
14t ¢

= * [ —t 1—t] .

Pelo que

[m(t)}_egtll—l—t t Hw }_[( +t+\/§t)e2t

—t 1—t||[V2 (—mt+ (1—t)V2) e

Exemplo 28.7 Considere-se o sequinte sistema

¥=2r+z
Y =3y—z com z(0)=y(0)=0 e 2z(0)=1.
Z=y+z

LA primeira das hipéteses pode ser facilmente eliminada notando que nesse caso A = SJS™' =J , o que
visivelmente nao acontece.
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1
—1 | . Calculando os seus valores proprios
1

A matriz associada a este sistema é A =

S O N
_—w O

obtemos

2-x 0 1i|

det (A —A) = det[ 0 3-x —1 | = (2-2) (3-A) (1-A) + 1)

= 2-2) (N —a+4)=-(1A—2)°.

De acordo com o teorema de Jordan temos que A é semelhante a uma das sequintes formas

L 200 200 210 o .
candnicas® J = [8(2)(2)} ou J= [8(2)%} ou J= [8(2)%} . A primeira com trés blocos, a

seqgunda com dois blocos e a terceira com um bloco de Jordan.
. 00 1 ,
Calculando os vectores proprios v: Av =2v& (A —2)v=0 & [8 ! :ﬂ v =0, facilmente

p p o 1 ..
concluimos que v é mailtiplo de [8} , pelo que apenas temos um vector proprio linearmente

independente e portanto sé podemos ter um bloco de Jordan na forma candnica associada, 1.

J:

S O N

1
2
0

N = O

Designe-se entio por vy, va € vz as colunas da matriz S (com detS # 0) tal que AS = SJ.
Obtemos Avy =2vy, Avs=vi+2vy e Avg=vy+2v3 ou seja

(A—2)vi=0, (A-2)va=v; e (A—2)vs=vy.

Podemos tomar 1
0
) 00 1 1 00 1 N
e uma vez feita esta escolha vem 8 % —% Vy = 8 e 8 % —% vy = va. Entao
a B
Vg = |1 € Vy = |1l+a|.
1 (04

Podemos tomar o = 3 = 0. Portanto

2
_ 1007 | €% te? L et 100
e = SeS =011 2 2as | 100 1
010 0 e* te 01 -1
0 0 €2t
_ 2 2 2 2 2
100 1t &£ 100 100 18 -t 1 £ ¢t
= €2t[011 {01 %} [8? 11} :€2t[011} {0% 1 | = ot 7
0101 |p0 1 - 0101 g1 1 0 ¢t 1—t
Pelo que
- 2 2 r 2
x (t) 1 5 t-5 0 t—%
2t 2t
y(t) | =e 0 t+1 —t 0| =e —t
2(t) | 0 ¢t 1—t|[1 1t

2 A primeira das hipéteses pode ser facilmente eliminada notando que nesse caso A = SJS™! =J , o que
visivelmente nao acontece.
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Exemplo 28.8 Considere-se o sequinte sistema

¥y=x+y+=z
Yy =2y com z(1)=y(1)=0 e 2z(1)=1.
Z=—x+y+3z
1 11
A matriz associada a este sistema é A= 0 2 0 |. Calculando os seus valores préprios
-1 1 3
obtemos

A

det (A —A) = det [1_6 2;)\ 3“ — (1-X) (2-A) (3B=A) +2-A

= (2-2) ((1-XN) (3=-XA) + 1) = (2=X) (A2 —4x +4) = — (A-2)°.

De acordo com o teorema de Jordan temos que A é semelhante a uma das sequintes formas

. 200 210 210 o .
candnicas® J = [8(2)(2)} ou J= [8(2)(2)} ou J= [8(2)%} . A primeira com trés blocos, a

seqgunda com dois blocos e a terceira com um bloco de Jordan.
—111
Calculando os vectores proprios v: Av =2v& (A —2)v=0 < [_01 0 (1)} v =0 facilmente

p P atp ~ .
concluimos que v é dado por L onde a e B sao escalares arbitrdrios; pelo que apenas

temos dois vectores proprios linearmente independentes e portanto sé podemos ter dois blocos
de Jordan na forma candnica associada, 1. e.

J:

S O N

1
2
0

N O O

Designe-se entio por vi, va € vy as colunas da matriz S (com det S # 0) tal que AS = SJ.
Obtemos Avy =2vy, Avy=vy+2vy e Avsg=2vs, ou seja

(A—2)vi=0, (A-2)va=v; e (A—-2)vs3=0.

Para que (A —2) vy = vy possa ter solug¢do, o vector vy tem de pertencer ao espago das

. . 1
colunas da matriz A — 2; concluimos que vy tem de ser mailtiplo do vector [(ﬂ . Tomemos
V1 = J
1 1 .
(1)} vy = [(IJ} . Uma solugao possivel é
2= |1

Por fim vs tem de ser um vector préprio de A linearmente independente do vector préprio
vy, pelo que podemos tomar 1
va= (4]

—O -

. -1
e uma vez feita esta escolha vem [ 0

0

3 A primeira das hipéteses pode ser facilmente eliminada notando que nesse caso A = SJS™! =J , o que
visivelmente nao acontece.
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it g _ seuget A0 [5 ] (S84 ] = e [381] [448] [0 4]
ioo 0 0 2 10-1 ioo] [601 10-1
I e kA
1¢t0 1 0-1 —t t 141
Pelo que
(1) 0 2—t t—1 t—1 0 (t—1) XD
y (1) —et=DA | o | = 20D 0 1 0 0| = 0
z (t) 1 1—t t—1 ¢t 1 te2(t-1)

Observagao 28.2 Note-se que na resolugao de um problema linear homogéneo y' = Ay,
podemos portanto calcular uma matriz J na forma canonica de Jordan semelhante a A, ou
seja A = SIS7L, e obter a solugio geral

y = Setc,

sem ter de calcular a matriz S™1, porque ¢ = S~y (0) é um vector constante. A matriz
M(t) = Se ¢ uma matriz fundamental da equacio y' = Ay, porque satisfaz as proprie-
dades M (t) = AM (t) e det M (t) # 0 *.

Exercicio 28.1 Sendo A uma matriz constante, mostre que se M (t) é uma matriz funda-
mental da equacioy’ = Ay (ou seja M (t) é uma fung¢do matricial tal que SM (t) = AM (t)
e det M (¢t 0), entao

( ) 7& ) M(t) M—l (S) _ e(t—s)A.

28.7 Apéndice. Exponencial de Blocos de Jordan.

Vamos mostrar que para um bloco de Jordan .J, de dimensao n a sua exponencial tem a
seguinte expressao

[ oA et t2_2' AL (:Ln_—ll)!em 7
0 eM teM :
J
e = 0 0 e)\t t2_2!e)\t
: : .. . teMt
| O 0 0 et |
Considere-se a matriz G (1) definida por J, = AId + G (1), portanto
X 1 0 - 0] X 0 0 - 0] 01 0 - 0]
o X 1 . o X 0 .. 0 0 1 :
GM)=1]0 0 X ol—10 0 ) ol=l00 0 " 0
oo 1 T | T |
_OO 0 )\_ _OO~~~ 0 )\_ _00--~ 0 0_
1De facto d d d d
a _ G qptd _ O tig-laq % StAq _ tAQ _
ZM(f) = =S = Z8eS IS =~ eAS = AetAS = AM(¢)

det M () = det €*AS =det €A det S # 0.
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e em geral, para 1 < j, as matrizes G (j), (matrizes quadradas n X n em que as tnicas
entradas nao nulas sao uns sobre a j- ésima diagonal superior), definidas por

G () =gk Dlipmr,n com Gik (J) = {

Em particular G (j) = 0 se j > n. Comecemos por mostrar que (para 1 < j)
(G (1) =G()) (28.1)

Obviamente que esta relagao estd correcta para j = 1. Se por hipétese de indugao & ver-
dadeira para certo j inteiro, temos que (G (1))**' = G (j) G (1) . Pelo que falta provar que
G(j+1)=G(j)G(1). Verifiquemos entao que de facto

1 se 1=k—3j
0 nos restantes casos

ik ]+ Zgzs gsk

Ora g; 5 (j) gsx (1) € diferente de zero apenas quando i=s—jes=k—1; portanto g;x (j + 1)
¢ diferente de zero s6 quando i = k — (j + 1) e neste caso g; (j + 1) = 1.

Uma vez demonstrada a relagao (28.1), obtemos (onde G (0) = Id)

1G(1 t* Pt ot
Gl — G )" = HGr(zg): HG(k;).
k=0 k=0 k=0
1.0 0 - 0] 01 0 - 0]
01 0 . 00 1
= 00 1 . 0|+tl0oo0 O 0|+
0 : 1
| 0 0 0 1] [ 00 0 0]
[0 0 1 0] [ 1]
2 00 O : -
+E 00 O 1 +H+(n—1)! 0
Do 0 :
| 00 0 O [ 0 0 0 0]
o 2 n—1 -
Lt % (2_1)!
01 t :
= ]0oo0 1 L
Do .. . t
00 --- 0 1]
Finalmente, pelo Corolério 26.2, obtemos
1t & o
01
etIh — MIAHG(1) _ oMIdGtG(1) _ oM etG) — oM 00 1 2
o
| 0 0 0 1 |




