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27.1 Exponencial de matrizes semelhantes

Proposicao 27.1 Se A = SIS™! onde A, S e J sio matrizes n x n ', (com detS # 0),
entao
e? = Se’S™!

Demonstracdo. Temos A = SIS™L, donde

A? =8JS7'sJSs 1 =8J?s! A% =8J%8718JS ! = 8J38!
e por indu¢ao
AF =8J*s™!
para todo k € N. Entao
X1 X1 X1
oA — Z HAlc _ Z HS']’fs—l —S (Z EJk> S~1 =Se’s™!
k=0 k=0 k=0

27.2 Exponencial de matrizes diagonalizaveis

Sabemos da Algebra Linear que muitas matrizes sao diagonalizdveis; ou seja é frequente a
situagao em que dada uma matriz A é possivel calcular uma matriz mudanca de base S e
uma matriz diagonal A tais que A = SAS™!. Pela Proposicio 27.1, podemos entao calcular
a matriz e** desde que saibamos calcular e**. Mas como vamos ver de seguida, é trivial o
célculo da exponencial de uma matriz diagonal.

Considere-se uma matriz diagonal:

M 0O - 0
A 0 Xy :
S .0
0O 0 0 M\,

Por simples verificagao, obtemos que o seu quadrado é ainda uma matriz diagonal em que
as entradas sao o quadrado das da matriz inicial:

Moo o 0
A2 _ 0 )\g

S 0

0 0 0 M\

n

1Qu dito com outra terminologia: se as matrizes A e B sdo semelhantes.
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Por inducao concluimos que a poténcia k de uma matriz diagonal se obtém de forma seme-
lhante:

Moo oo
AE_ | 03
Do 0
0 0 0 X
E de acordo com a definicao de exponencial de uma matiz obtemos:
eMt 0 ... 0
etA _ 0 e)\gt
: 0

0 0 0 et
ou seja, a exponencial de uma matriz diagonal é uma matriz diagonal em que as entradas
(na diagonal) sao as exponenciais das entradas correspondentes na matriz original.

Portanto, o cdlculo da exponencial de uma matriz diagonalizédvel A reduz-se & determinagao
da matriz diagonal semelhante A (cdlculo de valores préprios) e da respectiva matriz mu-
danga de base S (cédlculo de vectores préprios). Apds a inversao da matriz S, obtemos a
exponencial da matriz A por simples multiplicacdo de matrizes: eA= Se!AS~1.

Notagao 27.1 Se A é uma matriz quadrada e A um escalar, escrevemos A — X\ em vez de
(com o mesmo significado de) A — \1d, onde Id representa a matriz identidade.

2 3 0 3
Pore:z?emplo{4 5]—2—{4 3].

Recorde-se da Algebra Linear que se A = SAS™!, entdo AS = SA e se v ¢ uma coluna de S
entao satisfaz a relacdo Av = \v, onde A é a entrada correspondente (a coluna considerada)
da matriz diagonal A. Uma vez que a matriz S é invertivel concluimos que as colunas S
sao vectores préprios linearmente independentes da matriz A. Portanto, A é matriz n X n
diagonalizavel sse possui n vectores proprios linearmente independentes. Por outro lado um
par (A, v) - A escalar; v vector nao nulo - satisfaz a relacdo Av = Av sse (A — \) v = 0. Como
v nao pode ser o vector nulo, esta igualdade sé pode ser satisfeita se

det (A — \) = 0.
E esta tltima igualdade que permite o calculos dos valores préprios de A. Por fim, dado um
valor proprio A podemos calcular uma vector proprio correspondente resolvendo os sistema
degenerado (A — \)v = 0.
27.3 Exemplos com matrizes diagonalizaveis

27.3.1 Exemplo-valores préprios reais

Exemplo 27.1 Considere-se a matriz

A:[i’é}
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Determinacao dos valores proprios:

3—A 1

A_A:[ 13-

} e det(A—X)=(3-)>—-1

Valores proprios \=3+1 (A\=2 ou A\ =4) . Concluimos A = SAS™' com A = [ g 2 } .
As colunas de S sao vectores préprios de A.

Vectores proprios associados ao valor préprio X = 2:

Av=Xv ou seja A{;}:)\{;ﬁ} ou ainda (A—)\){x}:Q

Y
portanto
I Y1 =0 donde r+y=0
11|y ]| ™~ =
, . z - 1
S6 precisamos de um vector prdprio; por exemplox =1, y=—1: v = { 1 ] .

Vectores proprios associados ao valor proprio A = 4:
(A-4)| “ | =0 ’ LT g donde 2—y=0
y | = ou seja 1 1 | = onde = —y=0.

] . Determinamos entao uma matriz S que satisfaz AS = SA:

11
=[ 4]
1

e, invertendo esta matriz S™! = 3 { 1 _11 } . Agora podemos calcular et

m [ 1 1] al1 =17 1] 1 1][e* 0 1 -1
T 11 11% 3011|793 211 0 e | |1 1
[ e4t + th e4t _ th :|

2 2
e e2t gt g2t
2 2

Por exemplo v = { 1

A .

27.3.2 Exemplo-valores préprios complexos conjugados

Exemplo 27.2 Considere-se a matriz
1 -1
A= { L ] |
Determinacao dos valores proprios:

1-A -1

det(A—)\):()<:>det[1 1o\

}:O@(LAV+1:0
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Valores proprios A\ =144 (A\=1+i ou A\ =1—1) . Concluimos A = SAS™" com

C[1+i0
A‘[ 0 1—¢}

As colunas de S sao vectores préprios de A.

Vectores proprios associados aos valores proprios A =14 i:

Av=Xv ouseja (A=) [ g } =0 ou ainda

{1—(1111') 1_<_11iz')Hﬂ:O donde  Fir—y=0.

S6 precisamos de um vector préprio para cada valor préprio: por exemplo [ ; assoctado

. . 1 4 4 . .
ao valor proprio A =141 e { ; assoctado ao valor proprio A = 1 — i. Determinamos

entdo uma matriz S que satisfaz AS = SA:

s=[ 1 1]

1 { z _11 ] Agora podemos calcular e

e, invertendo esta matriz S~ = o

oA L 1]al[i —1]_[1 1 et 171
B A 2% i 1 | | —i i 0 09t 19| 1 —j

e 1 1]ret o0 Loi ] e[ 1 1]] e* et
o2 = i [0 e =] 2 —iod || e —ie®

ezt + e—zt .ezt . Z'e—zt

A .

e et +e et — e

it 1
= 3 it it it it = 't2 it it it
2 | —e™+ie ™ et +e " et —e™ e +e "
—1

4| cost —sent
o sent cost

27.4 Critérios para a verificagao dos cédlculos

Sendo o cdlculo de exponenciais de matrizes muitas vezes intricado, convém ter critérios
simples de verificagao dos resultado. Dois critérios que sao muito titeis na pratica sao os que
expressos nas seguintes igualdades:

Al _ N
[e LZO—Id e [dte L_O—A.

Por outro lado sempre que se calcula a inversa S™! de uma matriz S, convém verificar
imediatamente que o resultado obtido é correcto através da igualdade SS™! = Id.



