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26.1 Solucoes do sistema homogéneo

Teorema 26.1 Seja A uma matriz n X n (constante), yo ER™ e to€R. Entao o sequinte
problema de valor inicial

d

Y= Ay com y(to) =yo

tem uma tnica solug¢do y (t) definida para todo t € R que pode ser calculada pela férmula

y (1) = ettty
Demonstragao. De acordo com o Teorema 25.3 e o Coroldario 25.4 temos

d d
Sy(t)=Ay () o et tAly () e ttApy (1) =0
i dt
d
- (7 Ay (1)) = 0
o e_(1;—1;0)Ay t)—yt)=0cy(t) = e(t—to)Ay (to)

=4

|
Observagao 26.1 O Teorema 26.1 (e a sua demonstra¢io) mantém-se inalterado se substi-
tuirmos yo €R™ por yo €C™. Obtendo-se portanto, uma tinica solugao'y (t) com valores em

C™ definida para todo ot € R.

Exemplo 26.1 Considere-se o sequinte sistema de equagoes:

g_ om |5 ]
dt
AHNHEIIH

d 21
Ey—Ay com A_{O O]

De acordo com o Teorema anterior e com o exemplo 26.3 a solugao é dada por

1
2(t—to) 2(t—to) __
[x(t) } _ e(t—to)Al$0:| _ e 2(6 1) {xo]

Yo 0 1 Yo

[ woettto + 2 (et 1)
Yo
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ou seja

z(t) = (960 + %) e?t) — % e y(t)=1yo

Coroléario 26.2 Sejam A e B matrizes n X n tais que AB = BA. Entdo

Demonstracao. Comecemos por notar que da definicio de e® e de AB = BA se obtem

eAB = Be®. Dado v um vector qualquer de dimensio n e defina-se y (1) = eheBy ¢

y (t) = e!A+Bly_ Entio

%y = Ae'te’Pv + e2Be'Bv = Ae'*e'Pv + Be'te'Pv
= (A+B)y,
tal como )
%5’ =(A+B)y.

Uma vez que 'y (0) =¥ (0) = v, pela unicidade de solug¢do vem

elAiBy, — et(A-i—B)v)

como esta iqualdade é verificada para todo o vector v, obtemos a igualdade matricial

elAg!B _ oUA+B)
|

Corolario 26.3 Seja A uma matriz n X n. Para quaisquer reaist e s tem-se

etAesA _ e(t—i—s)A.

Demonstracao. Basta aplicar o Coroldrio 26.2 para as matrizes tA e sA. m

Teorema 26.4 Seja A uma matriz n X n (constante). Entdao as solugdes da equagao dife-

rencial
d

~v=A

dty y

constituem um espacgo linear de dimensao n.

Demonstracao. Sejam y; e ys duas solugcoes da equacio e ay e ag dois escalares; entao

y =a1y1 + asys € ainda uma solugdo da mesma equacgao, de facto

d d . d
dty 041th1 042th2

= a1Ay; + agAy,
= A(a1y:1 + aqgy2)
= Ay.
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Pelo que as solugoes constituem um subespaco linear (do espago das fungées definidas em
R e com wvalores em R™ ou C™). Para concluirmos que a dimensdo deste subespago é n
basta verificar que para quaisquer solugoes yi, ys...y; € para quaisquer escalares oy, aup...q;
, temos de acordo com o Teorema 26.1 que

e ™ (ony1 (t) + agy2 () + -+ + ajy; (1) = a1y1 (0) + gy (0) + - - + a;y; (0).

Portanto as solugoes y1 (t), ya2 (t)...y; (t) sdo linearmente independentes sse os vectores (de
R™ ou C*) y1(0), y2(0)...y; (0) também o forem. m

26.2 Solucoes dadas por vectores e valores préprios

Proposicao 26.5 Um vector v é um vector préprio da matriz quadrada A correspondente
ao valor proprio \ sse 'y (t) = €*v é uma solucdo nao trivial de ay = Ay.
Demonstragao. Basta notar que

% (ew‘v) =A (ew‘v) o ey =e?Av & \v = Av.

Proposigao 26.6 Seja A uma matriz n X n de entradas reais. Entioy : R — C" é uma
d
solugdo de Y= Ay sse u(t) = Rey (t) e v(t) = Rey (t) sdo solugoes reais da mesma

equacao.

~ d . ,
Demonstracao. Sey : R — C" é tal que %y = Ay entdao fazendo o complexo conjugado

d _
obtemos %y: Ay uma vez que A = A. Somando as relagoes anteriores e multiplicando por

% obtemos

d d_ _ d1 _ 1 _ d
aY+EY—AY+AY®a§(y+y)—Ag(y—l—y)@au—Au.

Do modo andlogo

d d_ _ d 1 _ 1 _ d
%y—EY—Ay—Ay(:)EZ(y—y)—AZ(y—y)(:)Ev—Av,

0 que prova a condi¢cao suficiente.

Por outro lado se u(t) e v (t) sio fungées de R em R™ tais que

iu:Au e —v=Av.

dt dt

entao

d .d : d : :
%u+zﬁv = AutiAv & p (utiv) = A (u+iv)

0 que prova a condi¢cdo necessdria. M
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Exemplo 26.2 Considere-se o sequinte sistema de equagoes:
i z| =11 -1 T
d

1 -1
ay—Ay com A—{l 1 1

Para de acordo com a Proposicao 26.5 determinarmos uma solucao deste sistema, vamos
calcular os valores proprios da matriz A.

1-x -1
det(A—A)=0 & det{1 1_)\]20

& (1-N)?+1=0
S ==X

Determinemos um vector proprio correspondente ao valor proprio A=1 + 1.

“ 1_1} [if(}:(1“)[;(]‘:)X_YZ(lJri)X@Y:—Z'X

1

Por exemplo { § ] = { . ] . Entaoy = el { _1@ } é solugao do sistema. Ou seja

y (t) = | €' (cost + isent)
et (sent — i cost)

De acordo com a Proposi¢cao 26.6

etcost etsent
u(t) = [ elsent ] e v(t)= l —elcost }

sao solugoes (reais) do sistema. Entdo de acordo com o Teorema 26.4 temos que a solugdo
geral é

x (t) _ et | Cost 4ol sent

y@) | ! sent 2 —cost |’
Mas de acordo com o Teorema 26.1 também é

{I(t)]_ tA|:1‘O‘|
=e i
y (t) Yo

Comparando estas expressoes, primeiro com t = 0 e depois com t qualquer, concluimos que
€1 = Xg; Co = —Yp e depois que

oA ot cost —sent
o sent cost



