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23.1 Método de Euler na aproximacao de EDO’ s

Métodos numeéricos para a determinacao de solugoes de EDQO’ s podem ser analisados nesta
representagdo geométrica (campo de direcgoes). O método mais ingénuo, mas eficaz em
inimeras situacoes, € o Método de Euler:

Considera-se um PVI

dy
i f(t,y) com y(to) = vo.

Definem-se os tempos t; = tg + kh, onde h > 0 é um passo constante e k£ um inteiro.
Pretende-se calcular valores aproximados y; do valor da solugao y (tx). Conhecido o par
(tk, yx), aproxima-se o gréfico da solucao y (t) no intervalo [tg, k1] por um segmento de
recta com inclinagao dada por f (tg, y)-
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O valor aproximado yi11 pode entao ser calculado por

Y1 = Yk + 1 f (e, yi) -

A sequéncia y, é assim obtida por recorréncia. Os pontos {(tx,yx) : k =0,1,... N} serdo
entdo uma aproximacao (discreta) do grafico da solucao procurada {(t,y (t)) : t € [0, Nh|}.

23.2 Problema da existéncia e unicidade
23.2.1 Exemplo 1 (inexisténcia)

Considere-se a equacao diferencial

dy
—= = .
Vat
t . ~ .
Para y # 0, temos d—gz = ——. As curvas aonde o campo de direcgoes é constante igual a m,
Y
sao as rectas que passam na origem
1
y=——t.

m
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obtemos assim o seguinte esbo¢o do campo de direcgoes:

A7

Facilmente confirmamos estas figuras uma vez que a equacao dada é separdvel e as solucoes
y (t) satisfazem a y? + t2 = ¢, obtendo-se as solugdes y (t) = £+v/c — t2.
Verificamos que o problema
dy
Vat
nao tem nenhuma solugao definida num intervalo aberto que contenha o instante inicial

to = 1 (embora se possa pensar numa func¢ao definida em [—1, 1] generalizando o conceito de
solugao). E que o problema

=—t com y(1)=0,

dy
Vit
também nao tem solugao (nao sendo possivel, neste caso, generalizar o conceito de solugao).

=—t com y(0)=0,
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23.2.2 Exemplo 2 (multiplicidade de solugoes)

Considere-se o problema

d
d—?i =+/|1—9? com y(0)=-—1.
Facilmente se descobre a solugao y (t) = —1. Mas sera que esta solugao é tnica?
Para simplificar esta anlise considere-se |y| < 1 e portanto a equacgao:
dy
dt

1— 192

1 d
Para condigoes iniciais tais que y # —1 e y # 1 obtemos: \/ﬁd—i = 1. Donde
-y

T
arcseny =t +c¢ para (t+c)€ [—— —}

272
e
s s
y=sen(t+c) para t€ [—5—0,5—0} :
Mas esta solu¢ao nao explode para t = —5 — cout = 5 — ¢, pelo que pode ser prolongada.

Obtemos entao as seguintes solugoes

—1 set< —5 —¢
y(t)=4q sen(t+c) se —§—c<t<§5—c
1 se g —c<t

Pelo que existem infinitas solugoes do nosso problema; basta tomar na expressao acima
qualquer ¢ < —F para obtermos uma solucao da equagao diferencial que satisfaz y (0) = —1.

Facamos um esbogo do campo de direcgoes e das solugoes:
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23.3 Teorema de Picard-Lindelof

Teorema 23.1 (de Picard-Lindel6f) Seja D C R xR um conjunto aberto, f: D — R e
(to,y0) € D , tais que

a) f é continua em D

b) f(t,y) é localmente lipschitziana em relagdo a y em D.

L e. , para cada ponto (t,y) € D existe uma vizinhanga V de (t,y) e L > 0 tal que
para quaisquer pontos (t,y1) e (t,y2) pertencentest a 'V

|f (ty) — f (6 y2)] < Llyr — w2l

Entao o sequinte problema de valor inicial

dy _

dt - f (tay)> Yy (tO) = Yo,

tem wma tinica solucdo y (t) e esta estd definida numa vizinhanga? de tg.

A préxima proposicao mostra que a condi¢ao b) no Teorema de Picard-Lindelsf, pode ser
substituida por outra menos geral, mas de mais fécil de verificacao préatica. Em particular,
se f(t,y) é de classe C! em D, entdo estd nas condi¢oes do Teorema.

0
Proposigao 23.2 Se 8_f (t,y) é uma funcao continua num aberto D C RxR, entdo f (t,y)
Y

é localmente lipschitziana em relacao a y em D.

Demonstragao. Dado (¢,y) € D, seja V uma vizinhanca limitada de (¢,y) tal que V C D.

Como 0 é continua, tem um méximo em no compacto V. Entdo pelo teorema do valor
Y _
intermédio (a uma varidvel - y) temos para (t,v1), (t,y2) € V, com 0 € ]0, 1],

0
If (ty1) — f (ty2)] = 'a—]yc(t,yﬁr@(yl—yg))'Iyl—y2|
)
< max @_ﬂ |1 — Yol -

tal
dy a

Portanto, para cada ponto (¢,y) € D existe uma vizinhanga V de (¢,y) e L = max
%

que para quaisquer pontos (t,41) e (¢,y2) pertencentes a V/

|f(t7y1) - f(tv y2)| <L |y1 _yQ‘ :

!Note-e que (¢,y1) e (¢,y2) tém a mesma primeira coordenada.
21.e. definida pelo menos para t € |ty — €, + €[, para certo € > 0.
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23.3.1 Demonstragao da existéncia

O Teorema de Picard-Lindelof contém duas afirmacoes: a existéncia da solugao e a sua
unicidade. Vamos comegar por demonstrar a existéncia construindo explicitamente a solugao
como o limite de uma sucessao de funcoes.

Construcao da sucessao yy, (t): Comecemos por reparar que o PVI

dy

i f(ty) com y(te) = vo, (23.1)

¢é equivalente a seguinte equagao integral

D=w+ [ Fls,y(s)) ds. (23.2)

Ou seja, y (t) é uma solugao continua de (23.1) sse é uma solucao continua de (23.2). Note-se
que uma soluc¢ao continua de qualquer dos problemas é uma func¢ao continuamente diferencié-
vel (i. e. de classe C1). De facto se y (t) é continua, entdao por composigao de fungoes conti-
nuas temos que f (¢,y (t)) é continua; pelo que d—gz = f(t,y) é continua, e j;i f(s,y(s)) ds,
sendo o integral indefinido de uma funcao continua, tem derivada continua.

Defina-se por recorréncia a seguinte sequéncia de fungoes ys, (t):

Yo(t)=wyo VtER
Ynt1 (1) = yo + fti f(s,yn(s)) ds.

Vamos agora mostrar que y,, (t) converge uniformemente em [ty — ¢, to + €|, para certo € > 0
que depende das caracteristicas da funcao f.

Convergéncia uniforme da sucessao y, (t): Uma vez que f é localmente lipschitziana,
seja 0 > 0 e L > 0 tais que [tg — 9,0 + 6] X [yo — 9,40 + ] C D, e para quaisquer pontos
(t,y1) e (t,y2) pertencentes a [tg — d,t9 + 0] X [yo — I, yo + J] se tenha

|f (ty) — f (6 y2)] < Llyr — w2l

Sendo f uma fun¢ao continua, podemos concluir que existe o médximo da funcao |f (¢,y)| no
quadrado [tg — 0, to + ] X [yo — J, Yo + 0] que designaremos pela letra M. Defina-se entao
e>0,talquee<d,eM <deel <1.

Entao podemos mostrar por inducao que cada uma das fungoes yy, (t) satisfaz a relacao
|yn (t) — yo| < &, se t € [tg — e,to + €]. De facto esta propriedade é obviamente verdadeira
para yg (t); e supondo por hipétese de indugao a sua veracidade para ys, (t), obtemos (porque
sabemos que |yn, (t) — yo| < 0 para t € [tg — &, 1o + €])

/fsyn

|yn+1 ( - y0|

t
< / |f(87yn(3))| ds < |t—t0|M<6M
to
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Consequentemente, obtemos
i

o) as) |

‘yn+2 (t) — Ynt1 (t)‘ =

y°+/t f (8, Yny1(8)) ds — (yo+

/t (f (5211 (8)) — £ (5, m (5))) ds| < L U ()] ds

0

< L |t - t0| Htlg.x |yn+1 (t) — Yn (t)| )

onde I designa o intervalo [ty — €, 1o + £]. Vem entao

_ < _
r?g.x |yn+2 (t) Yn1 (t)| < Le I?gj.x ‘yn—i-l (t) Yn (t)| )

e por inducao obtemos

a1 (1) — o ()] < (Le)" mase [y (1) — o ()]

Entao

lim T\L/max [Ynt1 (1) —yn (1)] < Le < 1,
n—00 tel
e conclufmos (pelo critério da raiz e pelo critério de Weierstrass) que a série

400

Z (yn—i-l (t) — Yn (t)) )

n=0

é uniformemente convergente. Mas, nesse caso, o seguinte limite existe e a sua convergéncia
é uniforme em 7,

Tim yy, (¢ —yo+z Ynt1 (1) — Yn (1)) .

Conclusao: Uma vez que a sucessao y, (t) é uniformemente convergente, digamos y (t) =
lim y, (t), concluimos que a fun¢ao limite y (¢) é continua.
n—oo

Por outro lado, como (¢, yy, (t)) estd numa vizinhanga de (¢, yo) quando ¢ € [ty — €, tg + €],
temos

1f Gy () =y (D) < L yn (8) =y (D]

(usando a propriedade de f ser localmente lipschitziana, ¢ > 0 foi escolhido suficientemente
pequeno de forma que tal acontecesse). Pelo que a convergéncia lim f (¢, y, (t)) = f (¢, y (¢))

também é uniforme em [tg — ¢, ty + ¢]. Entao, podemos comutar a opera¢ao de limite com a
integracao, obtendo-se

y(t) = Jm s () = lim (yo+/f oon (@) ds) =+ [ Flsin (5) ds

)
=yo+/fsy

Pelo que y (t) é solucao do problema (23.2), e portanto, a solu¢ao do PVI (23.1) que queriamos
demonstrar que existia.




