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21.1 Equacoes redutiveis a exactas.
21.1.1 Exemplo

Considere-se o seguinte problema:

(Note-se que numa vizinhanga do ponto (¢, y) = (1, \/g), ty # 0).

dy t—y?
1. Temos &Y _ Y , ou ainda
dt ty
dy
2
—t+ty—= =0,
Yy + ydt
, dy 2
que ¢é da formaM—i—NE =0,com M =y*—t e N =ty. Temos
oM ON
- _9 _
oy Y #Y 5
pelo que a equagao (21.1) nao é exacta.
dy 12 —ty?
2. Mas também podemos escrever 8 _ 4 , ou seja
dt 2y
dy
ty* =t +t2y— =0
, dy 2 42 2
queedaformaM—l—Na =0,com M =ty —t° e N =t*y. Temos
oM oty — ON
oy YT o

pelo que a equagao (21.2) é exacta.

(21.1)

(21.2)

Determinando ¢ tal que %f =ty —t2 e %f = t2y , obtemos por exemplo ¢ =

t2y2 3 t2y2 p
o 3 Atendendo & condicao inicial, a solucao satisfaz a - 3 -

2t

obtem (utilizando novamente a condigao inicial) y = 3

0, donde se

Deste exemplo podemos concluir que o facto de uma equagao ser exacta ou nao é mais uma

questao de forma do que de conteudo.
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21.1.2 Factores de integracao

Do exemplo anterior concluimos que uma EDO nao exacta se pode transformar numa EDO
exacta multiplicando-a por uma fun¢ao p # 0, que em geral podemos pensar que depende
detedey (u=p(ty) ), designada por factor de integracao.

Consideremos entao

d
M (t,y) +N(t,y)d—i =0
e
dy
pty) M(6y) +p(ty) N(ty) — =0,
ou simplificando a notagao
dy
M N-—==0
esta equagao serd exacta se
0 0
— (uM) = — (uN
9y (uM) = = (uN),
ou seja
o oM  Ou ON
hdu Vs - _ZF -
oy Ty T T
ou ainda

ot dy dy ot
Contudo, em geral, é igualmente dificil determinar uma solucao nao nula desta equacao dife-
rencial as derivadas como determinar uma solucao da equacao diferencial ordindria original.
Somente em alguns casos especiais que analisaremos de seguida é possivel obter facilmente
uma funcao u (t,y) # 0 solugao de (21.3).

(21.3)

oy on <8M azv)_

21.1.3 Factores de integracao Independentes de y; = p (t)

Vamos ver em que condigoes a equagao (21.3) tem uma solugao independente da segunda
varidvel y. Suponha-se entao que esta equagao tem uma solucao da forma

= p(t).
Neste caso temos %“ =0e %—‘: = % e equagao (21.3) fica:
gy Lo
P oy ot 21.4
que é uma equacao diferencial ordindria linear homogénea sse
oM _ 8N
5w
dy N ’
ou seja se
oM _ ON
oy ot

N s6 depende da varidvel ¢ (ou é constante).

Portanto se esta condicao é satisfeita (e apenas quando o é ) podemos calcular um factor de
integracao (i (t) resolvendo a equagao (21.4).
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Exemplo 21.1 Considere-se a equa¢ao

d
y26t2 + 2t + 2tyet2—y = 0.
dt
Sejam M = y2e¥ + 2t e N = 2tye?, vem
%VI - &7 B 2yet” — 2yet” — 4t2yet” _ o
N 2tyet? B
. ~ ~ d,u 2
Determinemos entao uma fungao p(t) # 0 tal que — = —2tu, por exemplo p = e *.

Multiplicando a equagao original por este factor obtemos

d
y2 +2te™ + 2tyd—i =0.

. 0 . .
Sejam M =y + ote™" e N = 2ty, e ¢ tal que @_f =M e %y‘e = N. Por exemplo

=ty —e "
Pelo que temos as sequintes solugoes do problema dado:

ty2 —e ¥ =¢

c+ et
— 4y =
y t

21.1.4 Factores de integracao Independentes de t; 1 = 1 (y)

ou

onde ¢ é uma constante arbitrdria.

Vamos ver em que condigdes a equacao (21.3) tem uma solugao independente da primeira
varidvel t. Suponha-se entao que esta equacao tem uma solucao da forma

= p(y)-
Neste caso temos %—‘: =0e %“ = Z—Z e e equagao (21.3) fica:
dpu oM _ 9N
oy ot
£ __%y % 21.5

que é uma equacao diferencial ordindria linear homogénea sse
aM _ oN
0 3y ~ &

i =0
ot M ’

ou seja se
oM _ ON

oy ot
M

Portanto se esta condicao é satisfeita (e apenas quando o é ) podemos calcular um factor de
integracao u (y) resolvendo a equagao (21.5).

s6 depende da varidvel y (ou é constante).
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Exemplo 21.2 Considere-se a equa¢ao

ch (te¥) + (1 + tch (te?)) % = 0.

Sejam M = ch (te¥) e N =1+tch(te¥), vem

OM _ 9N

By o _ leYsh(te¥) —ch(te¥) —te¥sh(te¥) .
M ch (tev) B
‘ . . du L
Determinemos entao uma fungio p(y) # 0 tal que a0 = W, por exemplo p = €Y. Multipli-
Y
cando a equagdo original por este factor obtemos
dy

e¥ ch (te?) + e¥ (1 + tch (te?)) pri 0.

3 3 9 3 3
Sejam M = €Y ch (te?) e N = e¥ +te¥ch(teY), e p tal quea—f:M e %y‘e:N.

Por exemplo
@ = e¥ + sh (te?)
Pelo que temos as sequintes solugoes do problema, dadas de forma implicita pela relagao:

e? + sh (te¥) = c.

onde ¢ é uma constante arbitrdria.
Exemplo 21.3 Considere-se o problema de valor inicial

costseny + 2sent cos dy 0 (W) T
: ny n y— = com yl=)=-—.
dt 2 4

Sejam M = costseny e N = 2sentcosy.

e Temos
OM _ 8N
By ot costcosy—2costcosy _cosy
M N costseny ~ seny
d oS
Determinemos entdao uma fungdo p(y) # 0 tal que d—u = J W, por exemplo p =
Y seny

seny. Multiplicando a equacao original por este factor obtemos

d
cos t sen’ Yy + 2sentseny cos yd—i =0,

que é uma equacao exacta; equivalente a
2, _
sentsen”y = c.
onde ¢ é uma constante arbitraria. Usando a condi¢ao inicial obtém-se

1

2sent

y (t) = arcsen

:|7T 57r{
para t € .

6" 6
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e Note-se no entanto que

M _ AN
By ot costcosy —2costcosy cost

N 2costseny "~ 2sent’

pelo que a equagao também admite um factor de integracao da forma p = p(t) =

vsent

factor obtemos

(para t numa vizinhanca de 3 ). Multiplicando a equagdo original por este

cost

d
seny + 2vsent cos y—y = 0.
sent dt

que é uma equacao exacta; equivalente a
2vsentseny = c,
onde ¢ é uma constante arbitraria. Usando a condi¢cao inicial obtém-se novamente

1
2sent

)
y (t) = arcsen T2z [

te|=, —
para ]6 5

e Mas também a equagao original pode ser transformada (dividindo por senycost ) em

508 Y dy  cost

seny dt  sent’

que € separdvel. Por integragao directa vem (para t numa vizinhanga de %)
logsen?y = —logsent + c.

Usando a condi¢ao inicial temos

e novamente

(t) 1 t e T om
= arcse - —.
y resen 2sent para 6’ 6

Enquanto algumas EDO’s tém uma forma que encaminha a resolugoes mais ou menos ¢bvias,
outras podem ser resolvidas por diferentes processos, como vimos neste iltimo exemplo;
outras ainda, a maior parte, nao pode ser resolvida por nenhum dos métodos atrés referidos.

21.1.5 Outras formas para os factores de integracao

Noutros casos especialissimos podemos adivinhar uma forma simples para um factor de
integracao e obter assim a solucao de uma equacao diferencial ordindria. A titulo de exemplo
analisamos de seguida os casos em que a equacao diferencial admite um factor de integragao
da forma p = u(t +y) e da forma p = u (ty); contudo, outros exemplos podem facilmente

ser inventados (e.g. = p(t3 +ty3), p=p (5),)
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Factores da forma p = p (t +y): Vamos ver em que condigoes a equagao (21.3) tem uma
solucao da forma

p=pt+y).
Neste caso temos %u (t+y)=p (t+y) = a—ay,u (t 4+ y) e ficamos com
oM _ ON
r_ dy Bt
ILI/ N _ M /’L7
que é uma equacao diferencial ordindria linear homogénea sse
OM _ ON
oy ot

N/ s6 depende da varidvel t + y.

Portanto se esta condicao é satisfeita (e apenas quando o é ) podemos calcular um factor de
integracao da forma p = p (t +y).
Exemplo 21.4 Considere-se a equag¢ao

dy

y+ 1ty + 8+ (y+1) (1417 =0,
SejamM:y+t2y+t3 e N = (y+t)(1+t), vem
S~ 14— (1) -2(y+t)  —2(y+1)
N-M — (y+t)(L+12) —y(1+12)—13 t

= —2(y+1)
Determinemos entio uma fungao p(s) # 0 tal que

dw _
dS_ M)

8§

por exemplo p = e~ ? Multiplicando a equagao original pelo factor =W+’ obtemos

d
(y+ 8 (y+0) e 4 (y+0) (1+£) e = 0,

Sejam

M= (—t+1+2) (y+1)e @ o N=(y+1)(1+1?)e @’

) . R
e ¢ tal que 8_f =M e %f = N. Por exemplo

o= (Lt

Pelo que temos as sequintes solugoes do problema, dadas de forma implicita pela rela¢ao:
(1+82) e’ = ¢
onde ¢ é uma constante arbitrdria positiva. Ou ainda

14 ¢2

y=—t+1/log
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Factores da forma ;= p(ty): Vamos ver em que condi¢oes a equagao (21.3) tem uma
solucao da forma

= p(ty) .
Neste caso temos %u (ty) =y’ (ty) e a—ayu (ty) = tu' (ty) e ficamos com

oM _ ON
r_ oy ot

que é uma equacao diferencial ordindria linear homogénea sse

oM ON

dy At

Y s6 depende da varidvel ty.
y —_—

Portanto se esta condicao é satisfeita (e apenas quando o é ) podemos calcular um factor de
integracao da forma p = u (ty).

Exemplo 21.5 Considere-se o problema de valor inicial

dy

b+ (E+) "+ (P +tF) y—

=0 com y(l)=1.

Sejam M =t+ (t+t¥)y> e N=(+t")y, vem
%_]yw_%r 24y — (2t + 4y 2%y
yN—tM (2 th)y2 =2 — (2 +14)y? 12
= 2ty.

Determinemos entio uma fungao p(s) # 0 tal que

por exemplo | = e Multiplicando a equagao original pelo factor erv* obtemos

2y 4y —

3\ , 2\ ,t%y? 2 4
(t+ (t+7)y?) e + (P + %) ye yy

0,

que é uma equagao exacta; equivalente a

2

2
(1—|—t2) ey =c.
onde ¢ é uma constante arbitrdaria. Usando a condi¢ao inicial obtém-se

1 2e

t) = —1/log ——
y() t Og1+t2

para tG]O,\/Qe—l[.



21* AULA 2006.04.12| AMIV 1sc| APONTAMENTOS (RICARDO.COUTINHOGMATH.IST.UTL.PT) 8

21.1.6 Equacgoes lineares e separdaveis como casos particulares

Equacoes separdveis: Dada uma equacgao separavel

dy _g(®)

dt — f(y)’

¢é natural escreve-la na forma

o)~ F) Y =,

dt
d
que ¢ uma equacao exacta da forma M—l—Nd—gZ =0,com M =g(t) e N =—f(y). Defacto
oM ON 0 0
n =0= e Deteminando ¢ tal que a—f =M=g(t) e 8_;0 = N = —f (y), obtemos

a menos de uma constante aditiva ¢ = G (t) — F' (y), onde G é uma primitiva de g e F' ¢ uma
primitiva de f. Portanto as solugoes sao dadas (como ja sabiamos) por G () — F (y) = ¢,
onde ¢ é uma constante a ser determinada pelas condicoes iniciais.

Equacgoes lineares: Dada uma equacao linear

Y b aty=b0),
é natural escreve-la na forma J
a(t)y—b(t)+d—?; —0,
que é uma equacao da forma M + N% =0,com M =a(t)y—0b(t) e N =1. Portanto
M _ 9N
% =al(t).

Pelo que a equacao tem um factor de integracao que sé depende da varidvel ¢t e que é solucao

de d_/Z = a(t) p (com j& era do nosso conhecimento).



