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20.1 Solucgoes gerais

Exemplo 20.1 Vamos determinar a solugao geral de

Wy
dt—t(y 1).

Para y # £1, temos

I dy 1 1 1 dy
(y2 —1)dt 2\y—1 y+1)dt
1 12 onde ¢ é uma
< D) (logly — 1] = logy +1|) = 92 te constante arbitrdria
—1
& log |y—1l =12+ 2¢
P t2+20
y+ y+1
—1
o Lo peet
y+1

designando K = 4e% (i. e. K é uma constante arbitrdria ndo nula ), obtemos

1+ Ke?

1_7[('6#' (20.1)

y =
Por outro lado facilmente se reconhece que as fungoes constantes

yt)=1 e y(t)=-1

s@o solugoes da equagao diferencial. Atendendo que a solugdo y (t) = 1 se obtem da expressao
(20.1) com K =0 , concluimos que a solugao geral da equagio dada é

1+ Ke?

1—7[(6# ou y(t) = —]_,

y(t) =

onde K é uma constante real arbitrdria.

20.2 Intervalo maximo de definicao e ”blow up”
Exemplo 20.2 Considere-se o problema de valor inicial

dy 9

A

{dt gy,
y(1)=1
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Temos uma equacao separdvel
Ldy
y2dt
donde
1 ¢

3
Da condicao y (1) =1, obtemos ¢ = i portanto

2
t) =
Temos
lim y(t) =400
t—>\/§_
Dizemos que a solucio explode em t = /3. A designacio em inglés é correntemente mais
empreque: “verifica-se um blow up”. Note-se que a solu¢io também explode em t = —/3:

lim y(t) =+o0
t—>(—\/§)+

Temos portanto que a solu¢ao deste PVI sé estd definida no intervalo

REXE

que se designa por intervalo mdximo de defini¢cao da solucao.

Exemplo 20.3 Considere-se o problema de valor inicial

dy -t
dt y—1
y(0) =0
Temos uma equacao separdvel
bon
dt
donde
y? £2
5 -y = —5 + c.

Da condigao y (0) = 0, obtemos ¢ = 0; e portanto
P2y -+t =0.
Resolvendo esta equagao obtemos
y(t) =1+£V1—12
Novamente da condi¢ao inicial obtemos

y(t)=1—-v1-—t2
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Claramente que o intervalo de defini¢do desta solucao é
]_17 1[
De facto este é o intervalo mdximo de defini¢cao da solucao, uma vez que esta nao pode

ser prolongada por continuidade de forma diferencidvel: apesar de

lmy(t)=1 e lim t)=1,
lm y (1 Lm0
temos
lim 3/ (t) = lim =+o00 e lim 3 (t) = —c0.

t
t—1— t—1— /1 — t2 t—>(—1)+

Também nesta situagao dizemos que a solug¢ao explode (que hd um blow up).

Exemplo 20.4 Considere-se o problema de valor inicial

dy
2 ot /T — 42
{dt 4

y(0)=0

Temos uma equacao separdvel, pelo que de

= y' = 2t,
obtemos
/ 1 dy = / 2t dt.
N
Portanto

arcseny = 2 +ec.
Utilizando a condi¢ao inicial y (0) = 0 vem

arcseny = t2,

y:sent2 se te|— z, z.
2 2

Por outro lado, atendendo a que
lim +sent2 =1,
t—>\/§
lim ) (sentQ)/ = lim . 2t cost? =0
t—>\/§ t_>\/§

e a que a fungao constante iqual a 1 € solucao da equagao diferencial dada, concluimos que

1 se te}—oo,— g]
y(t) =< sent® se te[—\/3,\/5]
1 se tE[ %,—i—oo[

é solugcao do problema de wvalor inicial considerado, sendo portanto R o seu intervalo ma-
ximo de definicao.
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20.3 Solucoes definidas implicitamente

Exemplo 20.5 Considere-se o problema de valor inicial

dy 1
dt s +y2+1
y(1)=0
y y Y
Temos uma equacao separdvel (yﬁ + 92 + 1) U 1, donde = + Y +y =t+c. Da condi¢ao
y (1) =0, obtemos ¢ = —1; e portanto
7 3
Y Yy
Yo% iy=t—1 ¢ y(1)=0,
-ty y (1)
define implicitamente a solu¢ao procurada, uma vez que f(0) = 1 # 0, onde f(y) =

v +y? + 1. Apesar de nio consequirmos explicitar a solu¢io podemos ainda, neste caso,
calcular o intervalo mdzimo de defini¢cdo: Designando

L
Fla)=2 4+
(@) =—+5 +z,
temos F' (z) = 2® + 22 +1 > 0, hI—F F(z) =400 e limg, o F(x) = —00, pelo que

F :R — R ¢ bijectiva. Designando entdo por F~1 (x) a fun¢do inversa® de F (x), obtemos
y(t)=F(t—1),

para todo t € R. Concluimos entao, que o intervalo mdximo de defini¢cdo desta solugdo é R.

20.4 Equacoes exactas
20.4.1 Da solugao a equacao

De acordo com os exemplos anteriores, consideramos que determindmos a solugao y (t) de
uma equagao diferencial escalar de primeira ordem quando chegamos a uma relagao

¢ (t,y) = c= v (to, Yo)

que define implicitamente ¥ (t) (o teorema da funcao implicita pode ser usado se ¢ € C! e
7] . . . . )
. (to, yo) # 0 ). Tentemos agora, por raciocinio inverso, redescobrir a equagao diferencial:

dy
Temos

Sty () =0

ou seja
B )+ 5 (L () G () =0.

. . ., . . _ !
IQue é diferencidvel e tem derivada continua; (F 1) = #
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Portanto y (t) é solugdo da equacao diferencial:

L)+ 5 () =0
Sera que esta era a equacao inicial? Como iremos ver pode ser que nao.
No entanto, concluimos que dada uma equacao da forma
0 Opd
o a—zd—@; ~0
e a condicao inicial
y (to) = Yo,

com p € Cl e %f (to, Yo) # 0, entao a solugao é dada implicitamente por

e (t,y) =c=p(to,0) e y(to) = Yo

20.4.2 Solugao de equacgoes exactas

Considere-se agora uma equagao geral da forma

dy
dt
Pela andlise anterior, conseguimos resolver esta equacao se existir uma funcao ¢ € C*! com

0

0_(’; (to, yo) # 0 tal que

M (t,y) + N (t,y) 0.

0 0
M(ty) =57 (ty) e N(by) =75 (),

ou seja sse o campo (M, N) for uma campo gradiente numa vizinhanca da condicao inicial
(to, o). Portanto, sse (M, N) for fechado (nessa vizinhanca). Ou seja M, N € C! tal que
oM  ON
— = N (t 0.
ay ot e ( 0 yO) 7é

Nestas condigoes dizemos que temos uma equagao diferencial exacta.

Teorema 20.1 Seja o PVI

d
M—I—N—y:0 e y(to) = yo,
dt
com M,N € C! tais que
oM ON

a_y(tvy)zﬁ(tay)a

para qualquer (t,y) numa vizinhanga de (to,yo) € N (to,y0) # 0. Entao o o PVI conside-
rado tem uma tnica solugio y (t) de classe C' definida numa vizinhanga de t = to, dada
implicitamente pela relacao

p(t,y)=c e yl(to) = Yo,
onde ¢ = ¢ (to,Yo) € @ € definido (a menos de uma constante aditiva) por

Dy dyp

o BY =Mty e S5ty =N (ty)
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Exemplo 20.6 Considere-se o problema de valor inicial:

dy s
4 3 4
— 4ty°— =0 1) =y/—.
Yo TR ¢ y{l) 4
Definindo
1
Y 2 € Y,
temos oM ON
. 4y3 = 5,
dy ot
pelo que a equagao é exacta. Entao determinemos ¢ tal que
dp 4 1 Iy 3
— =y - — = 4ty°.
o Y T err ¢ oy Y

Integrando em ordem a t a primeira equa¢ao temos

¢ = ty* —arctgt + f (y),

9y

L =4t + ' (y).

oy~ I
Donde f (y) é constante e podemos tomar

Y= ty4 — arctgt.

Entao a solucao do problema é dada por

ty* — arctgt = ¢ (1, 5 %) = g —arctgl = 0.

Ezplicitando obtemos (atendendo que y (1) > 0)

arctgt
1) = 4 —=-
yt) =4 —

definida parat > 0. O intervalo maximo de definicao é R. De facto como

arctg ¢
im =1
t—0 t
¢ tgt
arct
vt e R &' oo,

a fungao (diferencidvel em R)

o ;B oot £ ()
y(t) = ety
1 ,set=20

é solugcao do problema dado.



