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19.1 Equacoes lineares

As equagoes lineares de primeira ordem (escalares) sao da forma:

dy

Lray=o).

onde sao dadas as funcoes a(t) e b(t), procurando-se a fun¢ao y(¢). Geralmente, a um
problema que envolva uma EDO, estd associada uma condigao inicial

y (to) = Yo-

Ao problema de resolver uma EDO com uma condicao inicial chamamos problema de valor
inicial (PVI). Vamos agora resolver dois casos triviais da equagao linear.

A funcoes a (t) e b(t) supoem-se continuas num determinado intervalo I, pelo que tém
primitiva no mesmo intervalo e podem, portanto, ser integradas em qualquer subintervalo

de I.

19.1.1 Caso a(t) =0.

Neste caso o problema resume-se a uma simples primitivagao:

dy
L _p(t
0 (t),

Exemplo 19.1 O sequinte PVI

tem como solugdo'

¢
y(t):/ e ds.
0

-t _g? - - . .
LA funcao fo e~ % ds nao tem uma expressdo elementar simples mas encontra-se devidamente tabelada
(distribuigdo normal). Podemos contudo exprimir esta fungdo em temos de séries de poténcias:

t ) t +oo g2n +oo t g2n
e ds = / " gs =S (1 [ s
/0 0 nz:% n! nz:% o m!
oo $2n+1

= 2V ey

n=0
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19.1.2 Caso b(t) =0. (lineares homogéneas)

dy
— tyy=20 19.1
Y s atyy =0 (19.0
Se yo = 0, temos uma solugao trivial y (¢) = 0. Pelo que no que se segue supoe-se yo # 0
(pelo que y (t) # 0 pelo menos para valores de t numa vizinhanga de ¢3). Dividindo a equagao
por y obtemos

1dy

22— _alt

2 — a0,

ou seja
Cloglyl = —a(t).
Por primitivacao vem .
log ly (0] = = [ a(s) ds-+1og .
0
e exponenciando sai

y (t) _ iyoe—ftto a(s)ds’

t
podemos entao concluir que se yo # 0, entao y (t) ndo se anula nunca porque €~ Sy als)ds # 0.

Usando novamente a condicao inicial obtemos

(1) = yoe o,

Note-se que esta formula é ainda vdlida no caso yo = 0 (por verificagao directa). Por outro
t ! t !
lado se y (t) tem esta forma, entao ¢’ (t) = (yge_ Jig (2) ds) = yoe~ Jio ale)ds (— fti a(s) ds) =

a(s)ds _

—a (t) yo€~ Ji —a (t)y(t). Ou seja, uma fungao y (t) é solucao de (19.1) sse tem a

forma
y (t) _ Ke_fa(t)dt,

onde K é uma constante arbitraria.

Exemplo 19.2 Considerando o sequinte problema de valor inicial
{ y+costy=0
y(0)=1 ’

temos
y (t) _ Ke—fcostdt _ Ke—sent’

1=y (0) =K,

portanto a solucao é
y (t) — e—sent

Mudando a condi¢aio inicial paray (0) = 0 obteriamosy (t) = 0, Vt. Considerando a condi¢io
inicial y (2) = 3, obteriamos

y (t) — 36—(sent—sen 2) _ 3esen26— sent.
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19.1.3 Factor de integracao

Consideremos agora o caso geral

% tat)y=0(t) ,  y(to) = o (19.2)

a(T)dr

Multiplique-se (19.2) por u (t) = elo (# 0) (factor de integragao) 2:

M%Jra(t)uy:u(t)b(t%

d
mas d—'lz =a(t)p , donde
dy du
—~ 4+ Ly=pt)b(t
poy t oy = n()b ()
e, de acordo com a regra de derivacao do produto,

@ () = w1161

Integrando entre 4 e t, vem
i
p(0y(0) = n )y (to) = [ (s)0(s)ds,
to

e como (i (tg) =1 e y (tg) = Yo, Obtem-se

NI VIO P
VO =+ ),

W

19.1.4 Solugao

t t t
y () = yoe o M4 1 / e s D4 () ds

to

Teorema 19.1 Seja I um intervalo aberto de R e a (t) e b(t) duas fungoes continuas em 1.

Entao o problema
dy
- Tay=0) . y(t)=w.

tem uma tnica solucao dada por

1 t 1
y (t) = yo€~ Jip amHdr / e~ Ja alm)dry, (s)ds

to

que estd definida em todo o intervalo I e é de classe C*.

2Por razdes estéticas, escreve-se por vezes y e pu em vez de y (t) e u(t) , respectivamente.
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19.1.5 Exemplos

Exemplo 19.3 Vamos resolver o sequinte PVI: y + 2ty =t, comy(0) =1.
Multiplicando a equagao por um factor de integra¢ao i, temos

dy
4y =t
o T2ty =t

que o equivalente & equacao

& ) = (19.3)

se 2 — 2tp. Entao podemos tomar p = et

dt
Portanto, a relagio (19.3) escreve-se

dt

e por integrac¢ao

t2 6t2

ety = —
y= +c
. . X o 14+e?

Dey (0) =1, obtemos 1 = 5+c, donde c = 3. A solugao pretendida é entdo y (t) = —

. dy 1
Exemplo 19.4 Vamos resolver o sequinte PVI: oI + 1—_|_ty =1, com y(0) =0.
Como a equagao é linear podemos desde jd garantir que o intervalo de defini¢cao da solugao
¢ |—1,+o0[, porque a equagao nao estd definida para t = —1 e o instante inicial é tg =0 €
|—1, +o0].
Multiplicando a equa¢ao por um factor de integragao p, temos

dy N 1 B
K a1 tﬂy =,

que o equivalente & equacao

d

— = 19.4

o (1) = n, (19.4)

d 1

se d_/; = 13" Portanto (para t € |—1,+00])

p=Kel % = Kgelst) = | (1+1¢).
Tomemos = 1+t. Entdo de (19.4) vem

%((1—|—t)y):1+t

e por integra¢ao
2

t
(1+t)y=t+§+c.

De y (0) =0, obtemos ¢ =0 e a solugao pretendida y (t) =
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19.2 Equacoes Separaveis

Vamos agora considerar equacoes diferenciais da forma:

dy _g(t)
a m ) y (to) = Yo, (19.5)

onde g e f sao funcoes continuas.

19.2.1 Primitivacao

Temos

F L =g).

Seja F' (y) uma primitiva de f (y), i. e. F'(y) = f (y), entao

F’(y)%Zg(t)-

Donde
d

%F(y)Zg(t),

d d
porque aF (y(t)) = F' (y (1)) d_gt/ (t), (derivacao da funcao composta). Sendo G (t) uma

primitiva de ¢ (), obtemos
Fy(t)=G({)+c (19.6)

Onde a constante ¢ é determinada pela condicao inicial y (to) = yo:

c=F(yo) — G (to)

19.2.2 Inversao

A relagao (19.6) dd-nos a solugao pretendida se definir implicitamente y (t). 1. e. se F (y)
for invertivel numa vizinhanga de yo. De facto se F~! & a funcao inversa (local) de F,
obtemos

y(t)=F(G(t)+c).

Podemos garantir a existéncia de F~! - fungdo inversa (local) de F' numa vizinhanga de
Yo - através do Teorema da funcao inversa com a condi¢ao de F ter derivada continua e
F' (y0) # 0. Ou seja se f (y) for continua numa vizinhanca de y = yq e

f (yo) # 0.

Esta condicao é suficiente para garantir a invertibilidade de F', mas nao é uma condic¢ao
necessdria como poderemos ver no Exemplo 19.7 mais a frente.
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19.2.3 Solucgao

Teorema 19.2 Seja

1. g (t) um fung¢io continua na vizinhanga do ponto t = to,

2. f(y) um fungdo continua na vizinhan¢a do ponto y = yo e tal que f (yo) # 0.

Entao o problema dy g (t)

dt_m ; y (to) = vo,

tem uma tnica solugdo 1y (t) de classe C' definida numa vizinhanga de t = to, definida
implicitamente pela relacao
Fy(t)=G(t)+c

onde F é uma primitiva de f, G uma primitiva de g, e c = F (yo) — G (to).

19.2.4 Exemplos

Exemplo 19.5 Considere-se o PVI (problema de valor inicial)

d
Y _ cos®ycost com y(0)=m.
dt
1 dy o e
Temos —an = cost, primitivando vem tgy = sent+ ¢, e pela condi¢dao inicial y (0) = 7,
cos

concluimos tgy = sent. Invertendo a func¢ao tg numa vizinhanca de 7, obtemos

y = m + arctg (sent)

Exemplo 19.6 Considere-se o PVI (problema de valor inicial)

dy t
— = com 0) =m.
dt  cosy y(0)
dy . 2 .~ e
Temos cos y% = t, primitivando vem seny = % + c, e pela condi¢ao inicial y (0) = ,

. 2 ~ ..
concluimos seny = % Invertendo a funcao sen numa vizinhanga de 7w obtemos

t2
Yy = T — arcsen 5

t2
Esta solucao estd definida para —1 < 5 <1, ou sejat € }—\/5, \/5[

Exemplo 19.7 Considere-se o PVI (problema de valor inicial)

d
de—‘g =38 com y(0)=0.
3 49
Primitivando vem 3 =3 + ¢, e pela condigdo inicial y(0) = 0, concluimos y3 = t°.

Invertendo a funcao 12, obtemos
y(t) =1
Esta solucao estd definida todo t € R.



