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16.1 Definicoes de polinémio e fraccao racional
Comecemos por adoptar uma definicao de polinémio de grau n.

Defini¢ao 16.1 Uma fungao f (z) analitica em C é um polinémio de grau inferior an
(um inteiro ndao negativo) sse a sua derivada de ordem n é a fung¢do nula, i. e. f™ (z) = 0.

Um polinomio de graun é um polinémio de grau inferior a n+1 que nao é de grau inferior
an.

Note-se que de acordo com esta definicao qualquer constante nao nula ¢ um polinémio de
grau zero. A seguinte proposicao garante que esta definicao estd de acordo com o conceito
formal de polinémio.

Proposicao 16.1 Dado qualquer zg € C, P (z) é um polinémio de grau n sse admite uma
representacao da forma

P(z)= Zak (z—20)", coman #0,
k=0

onde ar, € C, para k =0,1...n.

Demonstragdo. Se P (z) ¢ um polinémio de grau n entdo PV (2) = 0, portanto a sua
derivada de ordem n é constante e nio nula; seja essa constante diferente de zero P™ (z) =
nla,. Entao, de acordo com o Teorema 11.4, temos

% pw) (4 b o= P® (2 R b
P(z)zzpk—!()(z—zo) :ZPk—!()(z—zo) :Zak(z—zo)

n

onde ay = uk,i!z—oz, o que termina a demonstracao. Reciprocamente, se P (2) = > ag (2 — zo)k,
k=0

com a, # 0, entdo derivando n vezes obtemos P™ () = nla, # 0; e derivando mais uma

vez P("tV (z) = 0. Verifica portanto a definicio adoptada de polinémio. m

Observagao 16.1 Note-se que os coeficientes ar, (k= 0,1,...n— 1) dependem da escolha
de zg. Contudo o coeficiente a, (com n o grau do polindmio) nao depende desta escolha,
tendo-se

P
an, = lim (2) )

|z] =400 2™

Definicao 16.2 Uma funcao f (z) é uma fung¢ao racional se é o quociente de dois polino-

mios; i. e. f(z)= com P (z) e Q (z) polindmios. Uma fungao racional diz-se propria

P(z
Q) - o | |
se o grau do polindmio no numerador for inferior ao grau do polinémio no denominador; i.
e. grau de P (z) (estritamente) menor que o grau de Q (2).
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16.2 Teorema de Liouville

Teorema 16.2 (Teorema de Liouville) Se f(z) é uma funcao limitada e analitica em
C, entdo f (z) é uma fungdo constante.

Demonstracao. Sendo f(z) é uma funcgao limitada, seja M tal que |f (z)] < M. Dado
z € C considere-se a circunferéncia C' de centro em z e raio R, percorrida no sentido positivo.
Entao, de acordo com as férmulas integrais de Cauchy (Teorema 9.1),

57§ ] < 5§ L v < o f 2 vl = 2 ) b -

M

< .
R

/()] =

Fazendo R arbitrariamente grande, vem |f’ (z)| = 0. Como o ponto z é arbitrério concluimos
que a derivada de f (z) é nula em todos os pontos, ou seja, f (z) é constante. m

16.3 Factorizacao de polinémios

A préxima proposigao afirma que qualquer polinémio de grau nao nulo tem pelo menos uma
raiz.

Proposicao 16.3 Se P (z) é um polindmio de grau positivo, entdo tem um zero.

Demonstracao. Se por absurdo supusermos que P (z) nunca se anula, entao a funcao

f(z) = PO seria analitica em C. Por outro lado, facilmente se verifica (porque P (2)
z

1
tem grau positivo) que Illlm P = 0; pelo que existe L tal que para |z| > L se tem
Z|—00
1
< 1. Podemos entao concluir, pelo! Teorema de Liouville, que f(z) = é
P(2) P(2)

constante, contrariamente a hipétese de P (z) ser um polinémio de grau positivo. =

Proposicao 16.4 Se P (z) é um polinémio de grau n e zy um zero deste polindmio, entao
P(z)

Z— 20

é um polindmio de graun — 1

n

Demonstragao. Temos P (z) = Zak (z — 20)¥, com a, # 0.

k=1
) n n—1
k
Pelo que = E ag (z — zO g ags1 (z — 20)° coma, #0. =
S U k=0

1Sendo f (2) analitica, podemos concluir que |f (z)| ¢ uma funcio (com valores reais) continua, e portanto,
tem um méximo no circulo |z| < L; i.e. |2| < L= |f (z)] < M. Entéo |f (2)| é uma funcfo limitada, ou seja
f (z) é uma funcéo limitada; i.e. para todo z € C tem-se |f (z)| < max {M, 1}.
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Teorema 16.5 Seja P (z) é um polindmio de grau n (ndo nulo). Entdo
P(z)=an(z—21)" (z—29)" ... (2 — 25)™

&)'(z)

onde z1, 23 . . . zj $Go 0s zeros de P (2), an, = ¢ uma constante complexa e my, ma ... m;
sdo inteiros positivos (a ordem dos zeros®) tais que

ml—i—mg—i—...—i—mj:n.

Demonstracao. Nesta demonstracao vamos usar sistematicamente a o facto de qualquer
polinémio de grau nao nulo ter pelo menos um zero, de acordo com a Proposicao 16.3. Seja
z; um zero de P (z) e my a sua ordem. Entao

" P(k) (Zl) m noml P(k+m1) Zl)
P(z) = ZT(Z—ZQk (2 —2)™ )]

k=m1 ’ k=0

= (z—21)" P (2),

z—z)"

M

onde P; (z) é um polinémio de grau n —m4. Se n = my a demonstracao estd completa; caso
contrario, sendo z; um zero de ordem mgy do polinémio P; (z), podemos repetir o processo
obtendo-se

5~ A (z2) :

P(z)=(z—2)™ ) T (2= 22)" = (2= 21)™ (z — 22)™ P2 (2)
k=mo :

onde P;(z) é um polinémio de grau n — my — mg. Se n = my + my a demonstragao estd

completa; caso contrario podemos continuar o procedimento anterior. Este termina numa

iteragao j (num méximo de n iteracoes) quando n = my + mq + ...+ m;, obtendo-se

P2)=(z—21)"(z—2)"...(z— %)™ P;

onde P; é um polinémio de grau n — my; — mg — ... — my; = 0, ou seja uma constante que
pode ser determinada por
pP®) P (2)

P=—t — —
I n! |z|l>r-r+loo 2" |z|i>r-r+loo (z—21)™ (2 — 29)

P(2)

m2

Az —z)™
]

Como coroldrio imediato desta factorizagao temos a seguinte proposigao:

Proposicao 16.6 Se P (z) é um polinémio de grau m e Q (z) é um polindmio de grau n,
entao P (2) @ (z) é um polindmio de grau m + n.

2Q0s valores 21, 23 . . . z; sdo também designados por raizes (do polinémio P (z)) e my,my ... m; as respec-
tivas multiplicidades.
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16.4 Decomposicao em fraccoes simples

Teorema 16.7 (Decomposicao em fracgoes simples) Seja Q (z) um polinémio de grau
n (positivo), z1,zq...z; 0s zeros (distintos) deste polindmio e my,ms...m; as respectivas

ordens. Considere-se uma fun¢io racional propria f(z) = %, onde P (z) é também um
z

polinomio mas de grau inferior a n. Entao

ondée®

Demonstracao. De acordo com as hipéteses, f () tem singularidades nos pontos z1, 23 . . . z;
que sao polos de ordem inferior a mjq, my ... m; respectivamente!. Entao de acordo com o
Teorema 12.1 temos

+oo
F)= Y bs(z—2),
com T
bi,—s = ! _Jf@ dz =Res f(2) (z — 21) 7"

E C (z — Zl)s+1 z=21

Entao, definindo

91 (2)

F- Y bl,—s(z—zl)szf(z)—z(zb_l—’;f,

s=—m1 s=1
temos que

400
g1(z) = Z bi—s(z2—2)°, (numa vizinhanca de z;)
s=0

pelo que esta é uma fun¢ao com singularidades apenas nos pontos z; . .. z;. Repetindo temos

g1(2) =) byal(z—2),

s=—mg

com

1 f s
bQ_SZE C#d'z:;&;ﬁf@)(z—@) 1

30u de acordo com a férmula (14.1)

I
im
(mg — 8)! 2=z dzme—s

(f (2) (z — 2z)™).-

bk,s -

4Podem nio ter exactamente esta ordem porque os mesmos pontos podem ser zeros também do polinémio
P(z).
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Entao, definindo

-1 mo
= — z2—21)° =q (2) — Do
92(2) = 91(2) S:Zmz by,—s (2 — 21)" = g1 (2) ; o)
_ f (Z) . i bl,s . i b2,s
—(z—n) Z (- 2)”

temos que

+o00
g2 (2) = Z by s (2 — 22)°, (numa vizinhanca de zy)
s=0

pelo que esta ¢ uma funcao com singularidades apenas nos pontos z3 .. .z;. Repetindo este
procedimento j vezes obtemos que

_1 m; b
i (2) = gi-1(2) - bi—s (2= 2)" =gj-1(2) = ) 77
‘ o Szz_;jl o ;(z—zj)
TR o I
k=1 s=1 (2 — 2x)

¢ uma fungao analitica em C. Como lim g; (2) = 0 (porque f (z) é prépria) obtemos pelo

|z| =00

Teorema de Liouville que g; (z) é constante; e como lim g; (2) = 0 vem g; () = 0 como

|z| =00

querfamos demonstrar.

Exemplo 16.1 Considere-se a fun¢ao ﬁ Temos entao a decomposi¢ao

z+1 b b b b b
5 _ 1,1 + 1,2 2+ 1,3 3+£ 2_,22’
(z—1)°22 z—-1 (2-1) (z—1) z z
com
" Res 241 i 1d?> 241 —11_ dz+2 1 22+ 6 A
= —— =lim-—— = —lim—"—— == lim =
11 z=1 (Z _ 1)3 22 z—1 2 dZQ 22 2 z2—1dz 23 2 z—1 24 ’
1 1 d 1 2
blngeng‘(z—l):ResLQ:lim—z—z — _m 2t = -3,
’ z=1 (Z—l) 22 z=1 (Z—]_) 2 zoldz 2 z—1 23
z+1 9 z+1 .oz+1
big=Res——————(z—1)"=Res——— =1 =2
13 = 28 (z —1)% 22 (2=1)"=Res z-1)22 =1 22 ’
1 d 1 2
bg,lzReng‘zlim—L?‘:—ﬂimLLl: :
z2=0 (Z—l) 22 z—>0dz(z_]_) 2—0 (Z—]_)
1 1 1
ba2 = Res L{,‘z = ResL3 = limL3 = —1.
=0 (z —1)" 22 =0 (z —1)"2z =0(z—1)
Pelo que
z+1 4 3 2 4 1

(z—l)3z2 z—1 (z—1)2+(z—1)3 z 22
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Exemplo 16.2 Considere-se a fun¢ao # Temos entao a decomposi¢ao

1 b1 ba b3 ba
4 = = T Eraas 5 s
22+1 z—-€%r e z—e'r  z—e'a

com (k=0,1,2,3)

1
bk; = Res I
=i+ E 2% + 1

y o, _ pi2kt1)E
= 11m —_—
ik 2441

. 1
= lim —3
LI CLER R 4z
1
461'(21c+1)%7r

le—i(2k+1)%’f .

Pelo que
1 1{ e et e's s
= - =+ — + + "
24 +1 4\ 2 —e'z z—@’sf z—@’sf z—@’%
Note-se
1 1{ e et e eis
= - — + - + - + —
22 +1 4\ z—e L _ T L, _ e L e
57 3 127 am T i 12w dm
1 2(614 +6’4)—6’4 — e z(6’4 +e’4)—e’4 — €'
= - +
4 zQ—(éﬁ +6’%)z+1 z2—<e’%+e’%)z+1
1 —zv2+2 N 2V/2 42
4\ 22— \22+1 224+4+22+1
1 —2/2 42 2242
e Z + ,

2 2
(z—%) +1 (z+§) +1

que é a decomposicao em frac¢oes simples reais.



