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15.1 Aplicacoes do Teorema dos Residuos
Integrais de funcgoes racionais

Considerem-se os polinémios P e ) de grau m e n respectivamente. Iremos supor que
Q (x) # 0 para todo x € R e que n > m + 2, o que garante a existéncia do integral

+ P (2)
. Q)

Vamos expor um raciocinio cldssico que permite calcular este integral através do teorema
dos residuos.

dx.

Comecemos por transformar o integral de uma funcao real de varidvel real num integral de
caminho complexo:

+oo P R P
(z) dr = lim (v) dx
o Q(2) Rt | p Q(7)
P
= lim (2) dz
R—+4o00 In Q (Z)
onde Ir é o segmento recta sobre o eixo real que liga os pontos z = —R com z = R. Vamos

agora transformar este integral num integral sobre um caminho fechado para que se possa
aplicar o teorema dos residuos:

PG [ P() P(2)
z = —
1, @ (2) r, @ (2) cr @ (2)
onde C'g é a semicircunferéncia de raio R e centro na origem, situada no semiplano Im z > 0

(orientada do ponto z = R para o ponto z = —R); e 'r é a concatena¢ao das curvas
orientadas /g e Cg (sendo portanto uma curva fechada simples orientada no sentido positivo).

dz dz

P
5
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Note-se que, pelo teorema dos residuos, fFR ggg dz tem o mesmo valor para qualquer R

suficientemente grande, i. e.

P Ez) &

Q(2)

= P(z) , _
VR, R > Ry rRQ(Z)dZ_A

onde Ry é o maior dos médulos dos zeros de Q (z) (Rp = max {|z| : @ () = 0}).

A possibilidade de continuar o célculo utilizando o teorema dos residuos baseia-se na seguinte
proposigao (Proposi¢ao 15.1), obtendo-se

P [ P()
oo @ () Tr Q(2)

onde R é um real positivo qualquer tal que R > Ryp.

dz

Proposicao 15.1 Seja P (z) um polinémio de grau m, Q (z) um polinémio de grau n, n >
m+2eCr={2€C:|z| =R e Imz>0}. Entdo

P,
R /c Q="

Demonstragao. Facilmente se reconhece que o sequinte limite existe

P
lim ﬁz”_m =w € C.

2] =400 @ (2)

Pelo que existe M (por exemplo M =1+ |w|), para o qual se pode afirmar que existe }/%6 tal
que

2| > Ry = ‘%z"_m' < M.

Feita a escolha destes nimeros M e Ry, temos, para R > Ry,

P P
(2) . < / (2) dz]
Cr Q(2) Cr Q (2)
M
< [ el =
Cr |Z|
M
< |dz| =
Rn—m Cr
M
< .
Rn—m—l
Comon —m —12>1, obtemos
P M
lim / (2) dz| < lim T _ 0
R—+o00 Cr Q (Z) R—+too Rn—m—1
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Exemplo 15.1 Com as notagoes acima descritas, temos

+oo 1 R 1
/ ——dx = lim —dx
oo Lt Rtoo |_p 1+ 2t
1
= lim dz

R—+oo In 14 24

1 1
= lim (7{ 4dz—/ 4dz>,
R—+4oc0 FRl—l—z CR1+Z

entdo, notando que estamos nas condi¢oes da Proposicao 15.1 (m =0<n—2=4-2),
obtemos

/+°° ! d ! dz =2mi | R ! + R !
——dr = z = 2mi 08 ——— es
o L+t r, 1+ 2% ek L2t s 1424

e . ;3%

} . z— e . z—eva

= 2m | lim ~+ lim 1
et 1+ 2 3 1+ 2

Exemplo 15.2 Com as notagoes acima descritas, temos

+oo 4 1 +oo 4
/ = _dr = —/ A
o 1+4ab 2 ) o 1425

R 4

1

= — lim z dx
1 4

= — lim dz

2 R—+o0 In 14 26

1 4 4
= = ]{ Z—dz—/ S )
2 \Jr, 1+ 2° cp 1+ 28

entao, notando que estamos nas condi¢oes da Proposi¢ao 15.1 (m =2<n—2=6—2),

obtemos
+oo 4 1 4
/ < Gda: = —]{ z 6dz
o L+=xz 2 Jr, 1+ 2

24 24 22
= m| Res + Res + Res —— .
B L+ 20 i 1428 e 1426
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: T Gm o g Bm Tm 8w Ldlw A
Uma vez que 1428 tem as raizes €'s, €'z, ¢''s , €¥'6 , €2 ee''s , mas apenas as trés primeiras
se encontram na regiao delimitada pela curva I's. Por outro lado
iy
2 . 2t (2 — ')

Res = lim

4
= (e’ﬁ) lim —
z—e'6 62
= 5
Gete
et
5

Procedendo de forma andloga, vem

too x4 . s 4 1 s 4 1 i5_7r 4 1
/0 md% = T (66) W—i_(eQ) 6(61%)5—’_(6 6) 6(61'5—")5

@l =2 =2

15.2 Aplicacoes do Teorema dos Residuos
Lema de Jordan

De forma semelhante a Proposi¢ao 15.1, o seguinte lema permite o cdlculo de certos integrais
de varidvel real.

Lema 15.2 (Lema de Jordan) Se f(z) é analitica no semiplano Imz > 0, excepto pos-
sivelmente num nimero finito de singularidades isoladas, é tal que

li =
A, |7 () =0

e se a > 0, entao

lim / f(z)e™ dz =0,
Cr

R—o0

onde Cr={2€C:|z|=R e Imz>0}.

Observacao 15.1 Como o > 0 e Imz > 0, temos |€¥| = |e®e~%| = e < 1, ( com
z =1z +1y) é este pequeno factor que permite a conclusao do lema.
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Demonstracao. Temos

f(z) €% dz
Cr

< [ 1 @] 1ds] < max|f ()] [ e .
Cr 2€Cgr Cr

Como por hipdtese max |f (2)| converge para zero, basta agora verificar que o ultimo integral
zeCpr

é limitado:

/ e—aImz |dZ| _ R/ e—aRsenG do — 2R/2 e—ogRsenG do < 2R/2 e_a%f%e d@j
Cr 0 0 0

porque Q—f <senf sef € [0, ﬂ Portanto

[ME

_ o2R0

—Tme
a2R
0

(1-e™) <

/ e~ |02 < 2R
Cr

T T
a a

Exemplo 15.3 Seja Cr a semicircunferéncia {z € C: |z| =R e Imz >0} (orientada
do ponto z = R para o ponto z = —R); [ = {2€C:|z]| <R e Imz=0} o segmento
de recta orientado de z= —R e z = R; e 'r a concatenacgao das curvas orientadas Ig e Cr
(sendo portanto uma curva fechada simples orientada no sentido positivo). Temos

dr = lim dr = Re lim dx

T cosx R cosx R e
1+ 22 R—too |_p 1+ 2?2 R—too |_p 1+ 22

—00

eiz eiz eiz
= lim 5 dz = lim ]{ de—/ 5 dz ),
R—+oo Jr. 1+ 2 R—+oo \ Jp, 1 + 2 cp 1+ 2

entdo, notando que estamos nas condi¢oes do Lema de Jordan (Lema 15.2), uma vez que

1
lim ——
2| >+o00 1 + 22

+o0 1z
> e
/ cosz 7{ d>
— 00 1+$2 1"21+22

2 oz

=0 e =€ coma=1>0,

obtemos

Enquanto em exemplos anteriores aplicamos o Teorema dos residuos para calcular integrais
que poderiam ser calculados por primitivacao elementar, neste ultimo exemplo consequimos
calcular um integral de uma func¢ao que nao tem primitiva elementar. No préximo exemplo
esta situacao repete-se.
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Exemplo 15.4

dx

dr = lim
X R—+00 R e

. . Rgsenz 0 senx
= lim lim dz + dz
R—4006—0+ 5 X R xXr

eiz eiz eiz
= lim lim Im ]{ —dz—/ —dz+/ —dz
R—+00§—0+ g z Cr z Cs V4

onde Cs é a curva {z € C:|z| = e Imz >0} percorrida do ponto & para o ponto —6 e
I'r é a concatenagao das curvas Cr e —Cs com 0s segmentos de recta definidos por Im z = 0
ed < |Rez| < R.

/+°° sen x R senz

—00

Pelo Lema de Jordan (Lema 15.2) temos

) eiz
lim —dz=0
R—>+OO CR zZ

e pelo Teorema de Cauchy (z =0 estd no exterior da regido delimitada pela curva ')

eiz
f —dz = 0.
Tr <

Por outro lado (usando o Teorema da convergéncia dominada de Lebesque)

iz T ,idel? ™ ) ™
lim [ —dz = lim __i5e®d) =i lim [ €%’ dp = / do
520+ Jo, 2z 550t Jo  0et? §—0t Jo 0
= qm.

Pelo que

—+o0
Vp/ Se;lx dr = Tm (ir) = 7.

—00



