13 2 Aula 2006.03.24 AMIV ..c Apontamentos

(Ricardo.Coutinho@math.ist.utl.pt)

13.1 Singularidades isoladas

Para na pratica podermos aplicar o teorema dos residuos com eficiéncia, precisamos de co-
nhecer técnicas de cdlculo de residuos. Com esse objectivo vamos enunciar algumas defini¢oes
e proposicoes elementares que nos permitirao posteriormente introduzir as referidas técnicas
de célculo de residuos.

Definicao 13.1 Seja f uma funcao complexa de varidvel complexa e zg € C. Dizemos que
f tem uma singularidade isolada em zy se nao é analitica (ou nao estd definida) em zg,
mas existe € > 0 tal que f é analitica em {z € C:0 < |z — 2| < e}.

Definicao 13.2 Seja f uma fun¢ao complexa de varidvel complexa e zg € C. Se existe e > 0
em € Z tal que para qualquer z satisfazendo 0 < |z — z| < &, se tem

400

F) =3 an(z— 20",

n=—m

com am # 0. Ou dito de outra forma, f admite um desenvolvimento em série de Laurent
em torno do ponto zy e a sua parte singular é finita, sendo m a ordem da primeira poténcia
do desenvolvimento. Entao:

1. se m > 0 entao zy é um zero de ordem m da funcao f.

2. sem > 0 e zg é uma singularidade isolada, entao zy é uma singularidade removivel
da funcao f.

3. se m < 0 entao zy é um polo de ordem —m da fungao f.

Definigao 13.3 Se f tem uma singularidade isolada em zg que nao é nem uma singularidade
removivel, nem um pdlo de certa ordem, entdo zy é uma singularidade essencial de f. Ou
dito de outra forma f tem uma singularidade essencial em zy sse o seu desenvolvimento
em série de Laurent em torno do ponto zy tem uma parte singular infinital.

Portanto as singularidades isoladas classificam-se (exclusivamente) em singularidades re-
moviveis, pélos ou singularidades essenciais.

4 o0
!Dizemos que uma série de Laurent f(2) = Y. a,(2z— 2)" tem uma parte singular infinita se o
n=—00

conjunto de inteiros {n € N: a_,, # 0} é infinito.
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Exemplo 13.1
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senz:z—a—l—a—...

z =0 éum zero de primeira ordem (ou um zero simples) de sen z.
A28
3 _ 4
Zsenz =20 — — + — —
3! 5!

z=0 é um zero de 4* ordem de z3sen z.

sen z 22 24

142
z 3!+5!

sen z
z

z =0 é uma singularidade removivel de

sen 23 , 22 24

P T T

sen 2'3

z =0 é uma singularidade removivel e um zero de 2* ordem de **.

sen z 1 z 283

2 2 3!+5!

2z =0 é um pdlo de 1* ordem (ou um pdlo simples) de
= emz=0¢l. (R_eossz%zl)
senz 1 1 1 1 1 4

T B TR TR

senz
22

o residuo de

z=0 é um pdlo de 5% ordem de *&=,

o residuo de 5% em z =0 é &. (Res*%BZ = )
z=0

senz 1 1 1 1 15,

27 _;_3!z4+5!22_ﬁ+§2

z=0 é um pdlo de 6* ordem de *3%,

senz _ 5 senz __
Femz=0¢0. (Res®* 3 =0)
z=0

o residuo de

1 1 1 1
Bsen— =22 — =+
z !

3

5122 TIAT

1
27

z =0 é uma singularidade essencial de 23 sen
o residuo de z3senl em z =0 ¢é 0. (Reos (z%senl) =0)
z=l

sq L5 L, 1 1
2Psen — =2° — — 4 —— — —— — ..
22 31z Bl 719

z =0 & uma singularidade essencial de 2° sen z%,

g 5 l o ’l 5 l _l
o restduo de z° sen s emz=0¢ 3 (l;{:eos (Z Senz2> = 3!)
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Quando nao é facil (ou possivel) determinar o desenvolvimento de Laurent em torno de um
ponto, a seguinte proposi¢ao é de grande utilidade na classificacao de singularidades isoladas.

Proposigao 13.1 Se f é analitica em {z € C: 0 < |z — 29| < €} para certo e > 0, entio

1. f tem um zero de ordem m em zp sse lim % e C\{0}.
z—z0 (2 — 2

2. [ tem uma singularidade removivel em zy sse lim f (z) € C.

zZ—20

3. f tem um pdlo de ordem m em zy sse lim (z — 29)™ f (z) € C\ {0} .

zZ—20

Demonstragao. 1. Se f tem um zero de ordem m em zy, entdo

400 400 400

f(z)= Z an (2 — 20)" = (2 — 29)™ Z an (2 —20)" " = (2 — 29)™ Z Angm (2 — 20)",
n=m n=m n=0
pelo que lim L)m = am # 0. Reciprocamente se lim L)m e C\ {0}, entao por
z—20 |2 — ZO) z2—2p (Z — Zo)

hipdtese a func¢ao definida por

f(z)
(2 — 2)™

f(z) ’

o Se 2 =2

se 0<|z—z|<e

9(2) =

lim

z—2p (Z — ZO)

analitica em 0 < |z — zp| < € e continua em zy. Pelo Corolario 12.2 concluimos que g (z)
analitica em todo o circulo |z — 2| < e. Entao pelo Teorema de Taylor

+o00
9(z) = in(z—2)" e g(2)=ado= 1imLz)7é0-

z—2p (z — Z())m

[Q NN

n=0
Portanto, f(z) =312 an (2 — 20)"™™ tem um zero de ordem m em z.
2. Se f tem uma singularidade removivel em zy, entio f(z) = > 20 an (2 — 2)", pelo

que lim f (2) = ag. Reciprocamente selim,_,,, f (z) € C, entao por hipdtese a fung¢ao definida
z2—20

por

lim f(2) se z=z ’

Z—20

f(2) se 0<|z—2|<e
9(2) =
é analitica em 0 < |z — 2| < € e continua em zy. Pelo Coroldrio 12.2 concluimos que g (z)
é analitica em todo o circulo |z — 29| < €. Entao pelo Teorema de Taylor f(z) = g(z) =
400 n
n=0 dn (Z - ZO) :

3. Se f tem um polo de ordem m em zy, entao

+00 1 +oo 1 +00
f(z)= Z an (2 — 29)" = ——m Z an (2 — 2)"T™ = ——m Zan_m (z — )"
n=—m <Z ZO) n=—m (Z ZO) n=0
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pelo que lim (z — 20)™ f (2) = a_m # 0. Reciprocamente selim,_,,, (z — z9)™ f (z) € C\ {0},
Z—20

entao por hipdtese a func¢do definida por

(z—20)" [ (2) se 0<|z—2|<e
g(z) = zh_gl (z—20)" f(2) se 2=z ’

analitica em 0 < |z — zp| < £ e continua em zy. Pelo Coroldrio 12.2 concluimos que g (z)
analitica em todo o circulo |z — zo| < €. Entao pelo Teorema de Taylor

[SUNEQEN

+o0
9(2) =) dn(z—2)" € g(z)=do=lim (z—20)" f () #0.
n=0

Portanto, f (2) = Y428 an (2 — 20)" ™™ tem um pdlo de ordem m em z5. ®m

13.2 Classificagao de singularidades isoladas

Por vezes, para obter enunciados mais sucintos para as propriedades de pdlos e zeros de
funcgoes, sao convenientes, de acordo com a proposicao anterior, as seguintes convengoes:

Definicao 13.4 Dado m €Z, positivo, negativo ou nulo e uma funcao analitica na regiao
definida por 0 < |z — zo| < & (i. e. numa vizinhanga perfurada de zp),

1. f tem um zero de ordem m sse lim % e C\ {0}.
z—z20 (2 — 29

2. f tem um pélo de ordem m em zy sse lim (z — 29)™ f(z) € C\ {0}.

zZ—20

Portanto, de acordo com esta defini¢ao, f (z) tem um zero de ordem m sse tem um pélo de
ordem —m. Em particular uma fun¢do tem um zero de ordem zero em 2, (ou o que é o
mesmo, um polo de ordem zero em zp) sse f(z) é analitica numa vizinhanca de 2z e nao
se anula neste ponto (e portanto também nao se anula numa vizinhanga do ponto).

Como resultado imediato, mas importante do ponto de vista pratico, temos a seguinte:

Proposigao 13.2 Se f (z) tem um zero de ordem m em zy e g (z) um zero de ordem n no
mesmo ponto, entao

1. A funcao f(2)g(z) tem um zero de ordem m +n em z = z.

f(2)

2. A funcao tem?:
9(2)
2Se g (z) (é analitica e) tem um zero de ordem finita n (i. e. nfo é identicamente nula) em zp entéo
. . . . . z ~
existe uma vizinhanga de zy onde zp é o tinico zero de g. Pois neste caso g1 (2) = % é uma funcéo
Z— 20

analitica que nao se anula em zy; por continuidade o mesmo acontece numa vizinhanca deste ponto; entao
g(z) = (z — 29)" g1 (2) também nao se anula numa vizinhanca de zp (excluindo o ponto zg).
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(a) um zero de ordem m —n, se m > n.
(b) uma singularidade removivel, se m > n.

(c) um pdlo de ordem n — m, se m < n.

Sen2 z

Exemplo 13.2 Considere-se a fungao ————. Como z = m é um zero simples de sen z
Z2—T

sz — 1), concluimos, de acordo com a proposicdo anterior, que sen®z tem

Z—T

2

sen‘ z )
um zero de sequnda ordem e (—9 um polo de ordem 7 no mesmo ponto.
Z2—T

(porque lim

Proposigao 13.3 Se f (z) tem um zero de ordem m em 21 e g (z) um zero de ordemn > 0
no ponto zp, entdo f (21 + g (2)) tem um zero de ordem mn em z = z.

Demonstragdo. Uma vez que lim (21 + g (2)) = z1, temos
z2—20

S ate(@) (9 \T f(atg(2))
: i (20

2>z (2 — 29)" z— 2 214+9((2)—2)"

_ (hm %)m im —L &) _ <o\ {0}

zZ—20 (Z — 20 z—21 (Z — Zl)m

Z—Z20

Sen 23

sen ((sen 22)3)

sen z, concluimos, de acordo com a proposicio anterior, que sen z3 tem um zero de terceira or-

sen 23

Exemplo 13.3 Considere-se a fun¢ao . Como z = 0 é um zero simples de

dem e sen ((sen 22)3) tem um zero de sexta ordem no mesmo ponto. Portanto 3
sen ((sen 22)°)

tem um pdlo de terceira ordem em z = 0.

13.3 Calculo de limites

Quer na classificacao das singularidades isoladas quer na determinacao do residuos de pélos
(como veremos mais a frente) é essencial calcular limites de fungoes analiticas, obtendo-se
frequentemente indeterminacoes %. E pois importante saber lidar com estas situacoes. A
proxima proposi¢ao dé-nos o resultado pratico frequentemente usado na resolucao de tais
dificuldades. Pode ser visto como uma generalizacao da regra de Cauhy da andlise real,
contudo, embora agora se considerem funcoes de varidvel complexa, as condi¢oes impostas
as funcoes sao mais restrictivas: as fungoes tém de ser analiticas. As conclusoes também sao

ligeiramente mais fortes: nao é necesséario, a priori, admitir a existéncia de um limite.

Proposicao 13.4 Sejam [ e g nao identicamente nulas e analiticas em |z — z| < € e tais
que

f(20) = g (20) = 0.



13* AULA 2006.03.24 | AMIV rec| APONTAMENTOS (RICARDO.COUTINHO@MATH.IST.UTL.PT) 6

Entdo (onde a ndo existéncia de um dos limites implica a ndo existéncia do outro®)

limwzlim& e hm@hm(gg—z)x
oz g(2) 2o g (2) b RS bt ( ﬁ )

Demonstragao. Como f e g nao sao identicamente nulas e sao analiticas numa vizinhanga
de zg, estao bem definidas como mimeros naturais as ordens dos zeros de f e g . Sejam entao
m a ordem do zero de f e n a ordem do zero de g; por hipdtese m e n sao inteiros positivos.
Entao existem fungoes f; e g1 analiticas em |z — zp| < € tais

f2)=(2—20)"fi(z) e fi(z)#0,
g(z)=(2—2)"q1(z) e g1(20) #0.
Portanto
Frz)=m(z—2)"" f1(2) + (z = 20)™ fi (2) .

Daqui concluimos

i £10) (= 0) m (e = 20" () + (= 2™ £ ()

ST Ak m— )" ()
(L e AR
- (” i () ) :

Entao, utilizando este resultado para a funcao f e para a funcao g,

f(2) mf(z) ¢g@EE-2)nf(z) n.  [f(2)

Jm g(z) Jm () (z—2) ng(z) mg(z) mewg ()

(;)’ g (2) (z = =) 1
lim 92/ (2) = lim ng (2) ﬁf (2) _ lim M _ lim 9(2) )
o ( 1 )/ ez f1(2) (2 —20) mg(2) mamzg(z) me—mm 1
f(2) mf(2) f(2)

Basta agora verificar que no caso m > n, sem perca de generalidade?, se tem

lim 12)

=0.
5 g (2)

De facto, para m > n,

im fz) _ ‘m (z—2)"f1(2) _ 0 (s
zl_’zo 9(2) zl—’zo (z—20)" 91 (2) Zl—>zo ( 0) g1 (2
= 0.

3De facto, nestas condigbes, os limites em causa existem sempre em CU{oco} (esfera de Riemann)
verificando-se também a igualdade dos limites neste contexto generalizado, em que lim f (2) = oo significa
z—2Zo

1
por definicdo lim —— =0.
z—2g f (Z)

40 caso n > m reduz-se ao caso m > n trocando os papeis de f e g. Isto é se n > m, entdo vem
lim £&) = 00, 0 que significa por definicdo lim %(% = lim ﬁ =0.

z—7Z0 g(2) zZ— 20 220 gz



