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8.1 Integracao de funcoes derivadas

O préximo resultado dé-nos, sob certas condi¢oes, um processo expedito para o cédlculo
de alguns destes integrais de varigvel complexa. E a extensdao da férmula de Barrow para
funcoes de varidvel complexa, no entanto o problema da existéncia de primitivas é ainda mais
intricado do que no caso real; este facto limita bastante a aplicabilidade deste resultado.

Proposigao 8.1 Seja D C C um aberto, f analitica em D e C' C D uma curva seccional-
mente regular com o ponto inicial zy e final z1. Entao

/ £ (2) dz= f(21) — f (=0)
C

Demonstragao. Seja z (t) com t € [a,b] uma parametrizag¢ao (seccionalmente regular) da
curva orientada C'. De acordo com a defini¢iao 4.1 f' é uma fungdo continua, pelo que (pela
formula de Barrow para fungoes seccionalmente continuas)

[rera = [remma
b q

- [ Gl
£z )~ 7 (=(@)
= f(21) = [ (20)

!
Exemplo 8.1 Considere-se o integral considerado no Fxemplo 7.6. Como (?) = 2% temos

Exemplo 8.2 Seja I' C C uma curva seccionalmente reqular com o ponto inicial wg e final
wi.Entao

/coszdz = senwjp — Sen wy.
r

Exemplo 8.3 Seja I' C C uma curva seccionalmente reqular com o ponto inicial wg e final
wy.Entao paran € Z, n # —1,

n+1 n+1
/z"dz: Wit — wo
r n+1 n+1’

se a curva I' nao passar pelo ponto z =0, no caso den < —1.
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Exemplo 8.4 Seja I' C C uma curva seccionalmente reqular com o ponto inicial wg e final
wy.Entao paran € Z, n # —1,

(wl . Z)n—i—l (WO . Z)n—i—l

Jle-ara=ta—t_ fa—t_

se a curva I' nao passar pelo ponto & = z, no caso den < —1.

Exemplo 8.5 Seja I' C C uma curva seccionalmente reqular com o ponto inicial wg e final
wy.Entao, para um ramo do logaritmo tal que a sua linha de descontinuidade nao passe pelo
caminho que liga wg a wy (se tal for possivel),

/ngzdleog(wl—z)—log(wo—z).

Exemplo 8.6 Seja C' uma curva simples fechada e seccionalmente reqular que nao passa
sobre o ponto z.

1

74— d = 0 se C' nao envolve z,
—z

c

1

74— d¢ = 27 se C' envolve z no sentido directo.
—z

c

Este resultado obtém-se do exemplo anterior fazendo o limite wy — wq (escolhendo um ramo
do logaritmo adequado).
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5{) ;.ff df - logw, -legwa; % ;;Ja_g - § 4 Ij=ani

8.2 O Teorema de Cauchy

Notagao 8.1 Se C' é uma curva fechada seccionalmente regular escreve-se ]{ f(2) dz com
C

0 mesmo significado de / f (2) dz apenas para reforcar a afirmagao de que C' é uma curva
C

fechada.
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Teorema 8.2 (de Cauchy)Seja D C C um aberto simplesmente conexo, f analitica em D
e C C D uma curva seccionalmente reqular fechada. Entdo

]{Cf(z) dz — 0

Demonstragdo. De acordo com a relagio [ f (z) dz = [, (v, —v)-dg+i [, (v, u)-dg,obtida
na dltima aula, basta mostrar que os campos (u, —v) e (v,u) sao fechados (onde u(x,y) =
Ref(z+1iy) ev(z,y) =Imf(x+1iy)). Ou sejau,veC!e

0 0 0 0

e —v=—u,

8_yu " Oz (=v) dy ox

que sdo exactamente as equagoes de Cauchy - Riemann. (note-se que u e v sdo de classe C*
.~ ~ 21z ! __ Ou Qv __ Ovu -0u 4 ~
uma vez que pela nossa defini¢io de fungao analitica f' = 2 + 157 = oy gy € uma funcao

continua). ®

Corolario 8.3 Seja D C C um aberto simplesmente conexo, f analitica em D, I'y e I's duas
curvas seccionalmente requlares contidas em D com o mesmos pontos inicial zg e final 2.
Entao

f(z)dz= | [(z)dz
T1 T2

i J»{’ﬁﬂd'f': a
e nn

(dtr- c'qj f@de=0 |

T
|* &

Coroldrio 8.4 Seja f : D C C — C, analitica em D, e C1 e Cy duas curvas fechadas
homotdpicas em D 1 (percorridas no mesmo sentido). Entao

f(z)dz=¢ [(z)dz
C1 Ca

IQue podem, por deformacio continua, transformar-se uma na outra sem sair do conjunto D.
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Corolario 8.5 (Integrais de fungoes analiticas em regioes multiplamente conexas) Considere-
se curvas seccionalmente requlares, fechadas e simples, C', Cy, Cy, ...e Cy, percorridas no
sentido positivo, tais que Cy, Cs, ...e Cy estao contidas no interior da regiao delimitada pela
curva C' e as regioes limitadas por cada uma das curvas Cy, Cs, ...e Cy nao se intersectam.
Seja R o conjunto que se obtém da regiao delimitada por C' retirando o interior de cada uma
das regioes limitadas pelas curvas Cy, Cs, ...e Cn. Se f é uma funcao analitica em R, entdo

ff(z)dzz fRYdz+ ¢ f(2)dz+ ..+ f(2)dz
¢ & Ca Cn

ST § I )P

T 1 ar.l)
"ﬂ'{%f;r g +.}-( ,-it

..i}@d@ ...= §+(ﬁ d¢ .. § o de = 0
[T ] G G

{

8.3 Foérmula integral de Cauchy

Exemplo 8.7 Seja C' uma curva fechada e simples, percorrida no sentido positivo e que
envolve o ponto z. Entao, de acordo com o Coroldrio 8.4 temos

%Cfizdg:jfg_d:lfizdg

e pela definicao (usando o caminho & (t) = z + €%, t € [0,27])

§ i - Tl e
g—zl=1 & — 2 o E(t)—z

27
1 ,
= / —.Z'GZt dt
0 ezt
27
= 1 / 1dt
0

= 27
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Da mesma forma, para n # 1

1 1
Y{C@—z)" % = Z{“ P
2 1 .
- / AOED R

27 1 ] 27 ]
= / mie’t dt =1 / 61(1_n)t dt
0o ¢ 0

[ ei-mt 2 il—m)2m _ g
= 7 |— I T —
i(l—n)], i(l—mn)
=0

Temos portanto o seguinte resultado:

1 .
%Cg_zdﬁzﬂﬂ

se C' ¢ uma curva fechada simples, percorrida no sentido positivo e que envolve o ponto z.
Nestas mesmas condi¢oes, com f uma funcao analitica na regiao delimitada por C e para
0 > 0 pequeno, temos:

& _ & ~ f(z 1 =12nf (2
jig_zdg—jli_zl:ég_zdé‘—f()ji_zlzég_zdé‘ o (2).

Para tornar rigoroso este raciocinio devemos considerar a proxima proposi¢ao que envolve a
seguinte defini¢ao:

Definicao 8.2 Seja z : [a,b] — C (com a < b) um caminho seccionalmente reqular, C' =
2 ([a,b]) e ¢ uma fungio real de varidvel complexa definida e em C. Entao sempre que o
lado direito da sequinte expressao existir como um nimero real dizemos que p é integravel
sobre C' e escrevemos

/C o (2) |dz| = / o (=(1) |2 (1)] dt

Observacao 8.1 FEsta definicdo coincide com a definicao de integral de linha de um campo
escalar definido em R?, identificando naturalmente © com um tal campo: z = x +iy, ¢ (2) =

o (z,9),

[ecorizwla= [ o o w? ek
Portanto [, 1 |dz| = comprimento do arco C.

Proposicao 8.6 Seja C' C C, uma curva seccionalmente reqular e f uma funcdao complexa
de varidvel complexa definida e integrdvel em C'. Entao

/Cf(z) i

< /C 1 (2)] |dz]
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Demonstragao. Usando uma pammetm’zag&o (seccionalmente regular) z (t) de C' temos

)|dt’
</|f DI 12 ()] dt = /|f )| |dz|

Teorema 8.7 (Férmula integral de Cauchy) Seja C' uma curva seccionalmente regular,
simples e fechada, percorrida no sentido positivo. Considere-se f uma func¢do analitica na
regiao delimitada pela curva C' e z € C um ponto interior a esta regiao. Entdo

ja{f(g)dg_Qf()
c§— =z

Demonstracao. Seja § > 0, suficientemente pequeno tal que a circunferéncia |£ — z| =
esteja contida na regiao delimitada pela curva C'.

$19 0 inep = OO
05_2 C f—Z

Y D
eel=s &7 ’

onde se usou o Coroldrio 8.4 e portanto a hipétese de f ser analitica. Estimando o lado
direito da igualdade acima temos:

Seja e > 0 e tome-se 6 > 0 tal que (este § existe porque f é continua)

E—z<i=[fE)-f(2)l<e
f(&) = f(2)

f ) :
]if— z de—i2nf(2)) < ]{g_z|=5 §—z
€
< Sjli_zlzé |d¢| =

< %27r5 =27

Fazendo € tender para zero concluimos resultado pretendido. m

entao

Exemplo 8.8 Sendo C' a circunferéncia de raio unitdrio centrada na origem, temos pela

formula integral de Cauhy?
2 1 2 .
ja{ c dz =27 ( ) = Z—W,
cR— 5 2 2

uma vez que a fungio f (z) = 22 é analitica e o ponto z = § é interior ao circulo |z| < 1

52 2
?Note-se que fo T dz = fo ¢ = dé.
~3 2



