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7.1 Funcoes complexas de varidavel real

Antes de introduzirmos o integral de fungoes complexas de varidvel complexa, vamos comecar
por estudar as func¢oes complexas de varidvel real e a integracao destas funcoes. Estas
funcoes identificam-se exactamente e naturalmente com as fungoes com varidvel real e valores
em R2. De facto dada uma funcao F : I C R — C, esta corresponde a funcao vectorial
g : I C R — R?, definida por

g(t)=(z(t),y(t)) onde z(t)=ReF (t) e y(t)=ImF ().

Portanto o estudo da diferenciabilidade destas fungoes nao difere do estudo feito em cadeiras
de anilise real. De facto temos

pu):£%F6+2—F@
_ hmx(t—i—s)—i—iy(t—i—s)—(x(t)—i—iy(t))

s—0 S
z(t+s)—xz(t) yt+s)—y(®)

= lim

s—0

= 2/ (t) + iy (t)
tal como

o () = ?i%g(HSi_g(t)

hm(I@+Q_x@)y@+Q_y@O

s—0 S ’ S

= (@(1),y ).

Convém, contudo, estudar a diferenciabilidade da composicao de funcoes de varidvel real
com fungoes de varidvel complexa.

Com uma demonstracgao formalmente idéntica & do teorema da derivagao da funcao composta
para fungoes reais de varidvel real, obtemos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 7.1 Sejam G : I C R — C, diferencidvel; f : D C C — C, analitica em D;
tais que G (I) C D. Entdo f o G é diferencidvel em I e

(foG)(t)=f(G(1) G ().

Exemplo 7.1 Temos 4e = iet

(f(z)=e*eG(t)=1it).

Exemplo 7.2 Temos % sen ([t| t +it?) =2 (|t| +it) cos (|t] t +it?)
(f(z)=senz eG(t) = |t| t +it?).
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7.2 Integracao de funcoes complexas de variavel real
7.2.1 Definicao

Vamos agora definir o conceito de integral de funcoes complexas de varidvel real para mais
a frente definir o integral de funcoes complexas de varidvel complexa.

Seja! F : [a,b] — C, tal que a sua parte real e a sua parte imagindria sejam fungoes reais de
varigvel real integraveis 2 no intervalo [a,b]. Entao F diz-se integrével em [a, b] e define-se o
integral de F' em |[a, b] através da seguinte férmula:

/:F(t) dt:/abReF(t) dt-|—@'/ab1mF(t) gt

Exemplo 7.3

2 2 2 2
/ etdt = / (cost +isent) dt :/ Costdt—i—i/ sent dt
0 0 0 0

= [sent]?)—i—i[—cost]?J =sen2+i(—cos2+1).

7.2.2 Linearidade

Sejam «, 8 dois mimeros complexos e as fungoes F, G : [a, b] — C integraveis, entao

/b(aF(t)+6G(t)) dt:a/bF(t) dt+6/bG(t) dt.

De facto

b

/b(F(t)—i—G(t)) dt = Re (F (t) + G (1)) dt—l—z'/blm(F(t)—l—G(t)) dt

s

b(ReF(t) + ReG (1)) dt+i/b (ImF (t) +Im G (t)) dt

|
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Re F (1) dt+/ ReG (1) dt+i/ Im F (¢) dt+z’/ Im G (t) dt

b b b b
Re F (1) dt+z‘/ Im F (£) dt+/ ReG (1) dt+i/ Im G (f) dt

b

|
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F(t) dt+/bG(t) dt.

|
T

a

1Coma,beRea<b.
2Neste curso, podemos considerar, indiferentemente, sempre o integral de Lebesgue ou sempre o de
Riemann.
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a/abF(t) dt = (Rea+ilma) (/abReF(t) dt+i/abImF(t) dt)

b b
= Rea/ Re F (t) dt—Ima/ Im F (t) dt +

i (Rea/abImF(t) dt+Ima/abReF(t) dt)
- /ab(ReaReF(t)—ImaImF(t))dt+

b
+¢/ (ReaTm F (1) + Ima Re F (1)) dt

_ /bRe(aF () dt+i/b1m(aF () dt

- /abaF (t) dt.

7.2.3 Regra de Barrow

Sendo F'(t) a derivada continua em [a,b] da funcao F' : [a,0] — C, i. e F'(t) =
(2ReF () +i(LImF(t)), sendo (£ ReF (t)) e (£ImF (t)) funcdes reais de varidvel
real continuas. Entao

/bF’(t) dt = F (b) — F(a).

De facto

/bF’(t) dt = /b%ReF(t) dt—i—i/b%ImF(t) dt
ReF (b) —Re F (a) +i(Im F (b) — Im F (a))
= ReF (b) +ilmF (b) —ReF(a) —ilm F (a)
= F(b)— F(a).

Exemplo 7.4
2

2 it i2
; -1
/ et dt = [6—} - =sen2+1i(1—cos2)
0

7 0 7

7.2.4 Comparacao de integrais

Proposigao 7.2 Seja F : [a,b] — C integravel ( a < b, nimeros reais), entdo

/:F(t) dt'g/abw(t)mt.




72 AULA 2006.03.10 | AMIV rec| APONTAMENTOS (RICARDO.COUTINHO@MATH.IST.UTL.PT) 4

Note-se que f: |F (t)| dt é o integral de uma fungao real de varidvel real.

Demonstracgao. Sejam p > 0 e 6 € R, tais que f: F(t) dt =pe®.

b
/F(t)dt’ = p=Rep

= Re (w’" / bF(t) dt) = Re / ’ e F (t) dt
= /ab Re (e7F (1)) dt,

notando que Re z < |z|, vem

/abF(t) dt’ < /ab ™ F (t)] dt.

Mas |e @ F (t)| = |e=®| |F (t)| e |e=*| = 1, portanto

/abF(t) dt'g/ab|F(t)|dt.

2 2 2
’/ e’tdt’ </ || dt:/ dt = 2.
0 0 0

2
/eitdt’ = \sen2+i(1—0082)\:\/sen22—|—(1—0082)2
0

Exemplo 7.5

De facto

= Vsen22 +cos22+1—2cos2 =2 — 2cos2

< Vi=2.

7.3 Definicao do Integral de funcoes complexas de varidvel com-
plexa

Dado um caminho g : [a,b] — R2, temos duas fungoes coordenadas x e y, i. e. g(t) =
(x(t),y(t)). Podemos identificar este caminho com um caminho z : [a,b] — C definido
por z(t) = x(t) + iy (t). E vice-versa. Em particular para caminhos diferencidveis temos
2 (t) = o' (t) + iy (¢t) tal como g’ (t) = (2'(t),y (t)). Isto é existe uma identificacao total
entre caminhos em R? e em C.

Recordemos alguns conceitos e definicoes conhecidos da cadeira de AMIII: curvas e cami-
nhos no plano ( R? e C) regulares; seccionalmente regulares; simples; simples e fechadas;
orientacao de curvas; concatenagao de curvas orientadas. Regiao delimitada por uma curva
fechada (como um conjunto compacto).

Diz-se que uma curva fechada C' envolve um ponto z, se este estiver no interior da regiao
delimitada por C'.

Estamos agora em condicoes de introduzir a seguinte definicao:
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Definicao 7.1 Dado um caminho seccionalmente regqular e simples z : [a,b] — C (a < b),
este define a curva C = z ([a,b]) percorrida uma vez num certo sentido. Considere-se uma
fungao complexa de varidvel complexa f : C — C (para a qual exista em C o integral do lado
direito da igualdade abaixo; por exemplo se f é continua em C). Entdo o integral de f ao
longo do caminho z ( ou da curva C' no sentido considerado) é definido por

b dz
Lrera=[remGoa

Nesta definicao, e de acordo com a notacao habitual, a letra z assume dois significados
distintos: no integral do lado esquerdo é uma varidvel muda tal como a letra ¢ o é no integral
do lado direito; no integral do lado direito z ¢ um caminho regular que representa uma curva
C percorrida num certo sentido.

Este integral generaliza o integral de fungoes reais de varigvel real: se z (t) = t, com t € [a, b],
i. e. I = z([a,b]) é um segmento de recta sobre o eixo real, entdo 2’ (t) =1le [, f(z) dz =

[Pr(t) dt.

Note-se também, que a derivada do caminho pode nao estar definida num ntimero finito de

dz dz
pontos. Contudo os limites laterais da derivada, pr (t—)e pr (t+), existem (com valores em

C) em toda a curva C e coincidem com as derivadas laterais (porque z (t) é seccionalmente
regular em [a, b] ).

Exemplo 7.6 Considere-se o caminho

(1) = e’%t, se0<t<1
v o e’ft, sel <t<?2

e C'=~([0,2]). Vamos:calcu:lar_‘ fC f(z) dz, com f(z) = 22
| | i
AT | { C‘g,ﬂ fﬁ{%ﬂ-

RLE S e

|
|
i
|
| *
*

Temos .
e's, sel0<t<l1
iTetit sel<t<?2

Entao de acordo com a defini¢ao de integral vem,
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2 1 9
/ngz = /vg(t) 7 () dt:/ (e’ft)ge"%dH/ (¢34 i Zetit gt

1 s T s T T 2 s T s T - 37 1 v 2 : 37
= / etz t%e's dt + i~ / ettt dt = 'x / t2dt +i— / ezt dt
0 4 1 0 4 1

i VJ‘T 'W{Ll iﬂtr ¢f 1 i3 43m
= e 4 |— 41— | —e" 4 = +§(€2—64)

Mas a um caminho z (t) = x (t) + iy (¢) no plano complexo corresponde um caminho g :
[a,b] — R2, no plano real, definido por g (t) = (x (t),y (t)). Temos entao (onde - designa o
produto interno em R?), de forma abreviada?:

/Cf(z) dz = /C(u—l—z"u) (d:c—iridy):/C(udac—vdy)—l—i/(udy—vdx)

_ /C(u,—v)-dg+z'/c(v,u)-dg. )

onde fc (u,—v) - dg e fc (v,u) - dg sao respectivamente, os integrais de linha dos campos®
(u, —v) e (v,u) ao longo do caminho g (em R?).

Esta igualdade permite-nos deduzir propriedades dos integrais de fun¢oes complexas de varid-
vel complexa | cf (z) dz das propriedades correspondentes dos integrais de linha de campos
vectoriais. Em particular temos [, f (2) dz = — [_, f (2) dz (onde —C representa a curva
C percorrida no sentido contrdrio) e | [, f (z) dz| ¢ independente do caminho simples (e
seccionalmente regular) que percorre C'.

Se C' é a concatenacao de duas curvas regulares C; e Cy, i.e. C'= C; + Cy, tem—-se
/ f(z)dz= [ f(2)dz+ | f(2)dz.
C Cy Co

De forma andloga para o integral ao longo de curvas que sao a concatenacao de n curvas
regulares.

30u de forma menos abreviada

b dZ b
/ f@de= [ ree) Lwa-= / (u (2(6) ,y(8)) + v (2(8),y(®))) (&) + i/ (2)) dt
C a a
b b
- / (u (2(t) ,5(0) 2'(2) — v (2(t) ,y(®) ¥/ (1)) dt +1 / (u((t), y(®) ¥ (1) + v (2(t) , y(t) ' (1)) dt

b

b
- / (u(g(t), v (g(t)) - &'(t) dt +i / (0 (&), u(g(t))) -g'(¢) dt

— /C(u,—v)-dg—f—i/c(v,u)-dg a

‘Funcoes de R? em R2.



