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6.1 Equacoes de Cauchy Riemann em coordenadas polares. Ana-
liticidade e derivada do logaritmo

Com objectivo de deduzir a analiticidade do logaritmo complexo, vamos exprimir as equacoes
de Cauchy Riemann em coordenadas polares.

Dada uma funcao complexa de varidvel complexa, podemos descreve-la em termos de coor-
denadas polares da mesma forma que o fazemos em coordenadas cartesianas:

fz+iy) =u(z,y) +iv(z,y),
f (pew) =U(p,0)+1V (p,0).

Ou seja
U(p,0) =u(pcosf,psenf) e V(p,0)=wv(pcosh, psent)

Pela regra de derivacao, da fung¢ao composta temos

du QU dp U ¥

or ~ opor  d60r
u _ OUdp  OU
dy  Opdy 00 dy

o _ oV, ovos
ox dp 0r 00 Ox
ov _ OVop  oVop
dy  Opdy 00y
Temos também as seguintes relagoes para a fungao mudanca de coordenadas (p, #) !

dp Jdp
9 cos 6 9y

=sen®

00 sen 6 00 _ cos 0

or — p  dy  p
Note-se que estas equagoes sao vilidas apenas fora da linha de descontinuidade (por exemplo
p>0efe€|—mn[, para o ramo principal).

z = pcosd 5 1=22cosh— psenfhl resolvendo em 90 — cosf
— = — gz Qz — g
— psend FP 0= 2 0 639 56 dp _5_ sen 6
y=p = 5t senf + pcos %, ordem a §> e 3° z—  p

x = pcosf 5 0= %3 cos 6 — psen 642 resolvendo em gﬁ =senf
— — 1 3¢ ¥y o — — 3

LI} 59 . Op
5y senf + pcos 63 ordem a £% e 52
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As equagoes de Cauchy-Riemann escrevem-se entao

ou_ o0
" ox Oy
8_UCOS€_8_Usen0_8_VS 0 6_Vcos@
dp o0 p  Op a0 p
ou _ _Ov
"oy Ox
a—Usene—i—a—Ucose——a—v(‘ose—i—a—vsen(9
op 9 p  9Ip o0

Multiplicando a primeira por cosf e somando a segunda multiplicada por sen, i. e.
(1) cos @ + (2) sen 6, obtemos (usando sen?§ + cos?§ = 1)
ou 19V
dp p 0l
Da mesma forma, multiplicando a primeira por cosf e somando a segunda multiplicada por
send, i. e.

(1)senf — (2) cos §, obtemos
1oU oV

pd0  dp
Facilmente verificamos que estas duas equagoes sao equivalentes as equacgoes de Cauchy
Riemann em coordenadas cartesianas (fora da linha de descontinuidade). Obtivemos assim
as equagoes de Cauchy Riemann em coordenadas polares:

o _ 1ov
dp  poo
ov._ _Lov
odp  pob

Por outro lado, se f (z) é diferencidvel, temos

h—0 h ’

pelo que, fazendo o limite direccional segundo a direc¢ao do préprio ponto z (i. e. se z = pe®,
faz-se h = te®, com ¢ real a tender para zero), obtemos

f (pei® + tei®) — f (pe®)

f'(z)=f (pe”’) = lim

t—0 tei
t)e?y — f(pe?) _,
_ yr%f(<p+) t) 1 (pe”) a0

— e_w a_U+Za_V
- op  op )’
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Utilizando as equacoes de Cauchy Riemann obtemos ainda as seguintes férmulas para a

derivada:
f/ (pe"") _ e_w <6U i 8\/) : f/ (peiG) _ 6—1’0 <6_U _ Zla_U> —

ap " op dp  p ol

—10
r(oey €0 (OV0U /(e — =io (LOV OV
I (pe”) = P (ae g ) et =e P90 I

Exemplo 6.1 Apliquemos as equacgoes de Cauchy Riemann em coordenadas polares & funcao
logaritmo.

Temos U =logp e V =0. Entao

U _1_10V
dp  p pI0
v _,__ LU
dp  pdb

Concluimos (equagoes de Cauchy - Riemann e continuidade das derivadas parciais) que fora
da linha de descontinuidade a (qualquer ramo da) funcao logaritmo é analitica (por exemplo

o ramo principal do logaritmo é uma func¢ao analitica no dominio definido por p > 0 e
0 e)|—m, )

A derivada pode ser obtida por

, o [OU OV
(IOgZ) = € <8—p+la—p>
|
Y
B 1
B peio
1
Tz

6.2 Exponenciacao complexa.

Definicao 6.1 Dados w € C e z € C\ {0} define-se

LW — oW logz

Se interpretarmos log z como um conjunto de valores, entao também 2% serd um conjunto
de valores que diferem entre si pela multiplicacao de um factor da forma

gik2mw com k € Z.
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Exemplo 6.2 O simbolo (1 + Z)Z designa os valores:

(1 +Z)Z _ 6i10g(1+i)
ot (log V2-+i( § +h2r) )
eilog V2, —(F+k2m)

e (F+k2) <COS log v/2 + i senlog \/5)

. . N 1 1 1
Facilmente se verifica? que, com esta notacao, 27! = e7198? = Z e zn = en 1987 = .
z

Se interpretarmos log z como um determinado ramo do logaritmo, entao z* serd também
uma funcao que em geral é descontinua sobre determinada linha de descontinuidade.

Note-se, que se fixarmos o ramo do logaritmo, temos?

w1 we oW1 logzewz logz __ 6(wl +we2)logz w1 +ws

VA A =z

Fixando um ramo da func¢ao, podemos calcular a sua derivada fora da linha de descontinui-
dade:

izw — iew logz
dz dz
d
= evlezy_logz
dz
1
= 2"w-
z
= wz*!

6.3 Funcoes trigonométricas inversas

Usando a logaritmo complexo é possivel estender as fungoes trigonométricas inversas aos nu-
meros complexos, obtendo-se formulas surpreendentes que permitem a deducgao das férmulas
de derivacao conhecidas da andlise real.

2De facto
1 1

elog z - P

-1 _ e—logz —

z

. 1 . .
e (mesmo interpretando {/z e z» como um conjunto de valores, uma vez que os elementos de ambos conjuntos
. ik 2T
diferem por factores da forma e*% | com k € Z)

1\" 1 "
(zn) — (enlogz) :elogz —

3No entanto se interpretarmos z*! e z¥2 como conjunto de valores, entfio em geral 2! z%2 #£ 2Wi1Tw2: de
facto (adoptando defini¢des evidentes para a multiplicacio de conjuntos) se z = —1 e wy = wy = %, temos

(-2 (-1)> = {8} {~4,i} = {11}
# {1} =(-1)' = (-1,
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Exemplo 6.3 Consideremos o caso arcsen z. Tomando
w = arcsen z
o ponto de partida serd
senw = z.

Utilizando a defini¢cao da funcao de varidvel complexa senw, temos

Donde ' '
eV —2iz—e™=0

e multiplicando por €™, obtemos
e _ 2ize — 1 =0,

que é uma equagao do sequndo grau em e*. Concluimos (interpretando /- e log como um
conjunto de valores ou como um ramo predeterminado destas fungoes)

e = iz44/(i2)* +1

= iz+V1—22

iw = log (z’z—l—\/l—z?).

Portanto, devemos tomar

1
arcsen z = — log (zz +v1-— z2) .
i

Podemos ver arcsen z como um conjunto de valores ou como uma fung¢ao fixando o ramo das
fungoes |/ e log.

Fizando um ramo da fun¢ao, podemos calcular a sua derivada fora das linhas de desconti-
nuidade:

1
di arcsen z = i—, log (zz +V1-— z2)
i

z dz

1 1 d
T LE— iz+\/1—z2)
’Liz—l—\/l—szZ(

1 1 1 =2z
- v (=)
1 1 iv1—2%2—2
GiztyV/1—2 I- 22

1 V1—22+1z
iz4+V1—22 1—22

1
Wi
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Exemplo 6.4 Consideremos o caso arctg z. Tomando
w = arctg z,

o ponto de partida serd
tgw = 2.

FEntao
sen w

=z
CcOos w

e utilizando a defini¢cao destas fungoes de varidvel complexa,

(e —e ™) /2
(et e—m) /2~

zZ.

Resolvendo em ordem a €™, temos sucessivamente
e —e™ =iz (e +e ™),
e (1 —iz) = (1+iz)e ™,
 14iz (1+1z2)”

2w
Cl—iz 14227
donde ,
12w = log ! +Z,Z.
11—z
Portanto, devemos tomar* ‘
arctg z = llog L+ iy
21 1—1z
Podemos ver arctg z como um conjunto de valores ou como uma funcao fizando o ramo da
func¢ao log.
Fizando um ramo da funcao, podemos calcular a sua derivada fora das linhas de desconti-
nuidade:
d 1 1412
%arctgz = 122 og 1— iz
11 —dzd1l+uz
T 2l +izdz1l—iz
1l —dzi(l—iz)+i(l+iz)
© 2il+iz (1—iz)?
11 2
T 2il4izl—iz
B 1
1422
*Ou : . .
1+iz  —i 1—2 1 1+ 2

—i
arctgz—Tlogl_iz TIOgi—f—z —ilog

i—2z



