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5.1 Funcoes elementares
Para além dos polinémios, fungoes racionais e funcao exponencial, é 1til conhecer outras

fungoes analiticas definidas no plano complexo a custa da fungao exponencial e que genera-
lizam funcoes conhecidas da anélise real.

Definicao 5.1 Para z € C, define-se

eiz + e—iz eiz _ e—iz
cosz = ——, senz = ———,
2 217
ef + e *? e —e*
chz=——— € shz=
2 2

Imediatamente reconhecemos as férmulas de Euler e as seguintes relagoes:
cos z = ch (iz) (5.1)

1
senz = —sh (iz) .
i

Percebe-se agora, no contexto da andlise complexa, porque a cada relagao entre funcoes
trigonométricas estd associada uma relacao entre fungoes hiperbdlicas correspondentes, que
¢é idéntica a menos de alguns sinais. Por exemplo:

cos?z+sen?z =1 corresponde a ch?z —sh?z=1.

Da definicao de exponencial podemos obter a representacao em séries de poténcias destas
funcgoes trigonométricas; por exemplo:

e“te® 1= 1 , ~=(-D",
chz = T:§<sz —I—Z ) z)

cos z = Z (=1 22", sen z = Z ¥22n+1,

| |
= (2n)! = (2n+ 1)!
chz = i Lo gha= i L
1T 2 2 Gnr
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A derivada destas fungoes pode ser obtida da derivada da exponencial, por exemplo:

!

(cosz) = (Eﬁiﬁiﬁ)lzﬁfﬁLtﬁifl

2 2
,L'ezz + (—Z) e—zz .ezz _ e—zz
= =1
2 2
1 eiz - e—iz
= ———— = —senz.
1 2
Obtemos assim as seguintes regras ja conhecidas dos cursos de anélise real:
! !
(cosz) = —senz  (senz) =cosz
! !
(chz) =shz (shz) = chz.
Outras fungoes (trigonométricas) titeis devido ao seu significado geométrico sao
sen z cos 2
tgz = cotg z =
coS 2 sen z
1 1
secz = cosec z = )
cos 2 sen z
e as suas correspondentes hiperbdlicas
sh z chz
thz = — cothz = —
chz sh z
1 1
sechz = ——  cosechz = —.
ch z sh z

Outro aspecto que convém notar é de que os zeros das fungoes sen z e cos z se situam sobre
o eixo real e, portanto, sao os zeros destas fungoes que conhecemos da anédlise real. De facto:
eiz _ p—tz ) ) )
senz = 06— =0e =¥ =1
7
122 = i2km com k € 7

=
& z=kn com k € Z,

cosz = 0o e =-1
& 2z = am +12kT comk€Z

& zz%%—lm com k € Z.

Somando, multiplicando, dividindo e compondo fungoes elementares obtemos novas fungoes
elementares que sao analiticas no seu dominio e podem ser derivadas segundo as regras
habituais:

(f+9)'=r+d, (f9'=fg+[4d,

N _fa-f¢g SN
(g) Z (fog)=fogyg.
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5.2 A funcao exponencial como transformacao conforme

A funcao exponencial €? pode ser visualizada como uma transformacao do plano no plano
estudando a imagem por esta funcao das rectas verticais e das rectas horizontais.

Cada recta horizontal com coordenada y é transformada numa semi-recta com extremidade
na origem e dngulo y com o eixo real:

t+ iy — €' (cosy +iseny),

em que
t € |—00, +oo[ — €* €]0, 4+o0|.

Em particular, a recta real é transformada na semi-recta dos reais positivos (a exponencial
real é sempre positiva). As rectas horizontais correspondentes as coordenadas y e y+ 27 tém
a mesma imagem (periodo 27: y — y + 2m).

Cada recta vertical com abcissa x é transformada numa circunferéncia centrada na origem
e com raio e”:
x +it — €® (cost +isent).

Em particular, o eixo imagindrio ( z = 0) é transformado na circunferéncia de raio 1;
rectas verticais a esquerda deste eixo ( z < 0) sao transformadas em circunferéncias de raio
menor que 1; rectas verticais a direita do eixo imagindrio ( z > 0) sao transformadas em
circunferéncias de raio maior que 1.

Note-se que para qualquer nimero complexo z, tem-se €% # 0; de facto, |€*| = |e®t%| =
lete®| = |e®| |e¥| = €* # 0. Por outro lado 7" = €2, pelo que a fungao exponencial
complexa nao é injectiva (ao contrdario do que acontecia com a exponencial real).
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5.3 Logaritmo de um niimero complexo

Como a funcao €® nao é injectiva, nao existe fungao inversa de €*. Podemos, no entanto,
considerar

w = log z,
como as solucoes de
e =z
Temos entao, com
w = a+if
5 e

i.e.a=Rez, f=Imz p=|z] e =argz,

ea—i—iﬂ

= pe
eaeiﬂ — peiG.
Donde , ,
e = p e ezﬂ — 610
a=logp e B =0+ k2, com k € Z.

Definicao 5.2 Seja z € C\ {0}, p = |2| e 0 definido por z = pe® e § € |—n,w|. Entdo
logaritmo de z é o sequinte conjunto de valores:

log z =log p+i (0 + k2m) , comk € Z

onde log p é a funcao logaritmo usual (fung¢ao com valores reais definida nos reais positivos).

Portanto,
log z = log |z| + i arg (2).

Definicao 5.3 Seja z € C\ {0}, p = |2] e 0 definido por z = pe® e 0 € |—x,x|. Entdo a
funcao complexa de varidvel complera ramo principal do logaritmo é definida por

log z = log p + 16

onde log p é a funcao logaritmo usual (fungao definida nos reais positivos com valores reais).

Note-se que esta funcao sendo facilmente descrita em coordenadas polares:

logz = log (pew)
= logp+ 10,

tem uma expressao mais elaborada em coordenadas cartesianas:

logz = log(z + iy)

= logv/22+ 42 +1i0(x,y),
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onde
s x
E—arctg— ,se y>0
T+ arctg = 0
O (z,y) = —2+arcgy »8€ Y <
0 ,se y=0 ex >0
T ,se y=0 ex <0

O conjunto dos pontos de descontinuidade desta fun¢ao é {z € C : Imz =0 e Rez < 0}; que
é portanto a linha de descontinuidade do ramo principal do logaritmo.

R

Bakol PRECHAL 09 | o S =
LeGARITME

| g gy f4ills)

&S JEE R

malias sie 55 SemERREE
SIS

E possivel e muitas vezes conveniente definir outros ramos do logaritmo. A defini¢ao é sempre

log z = log (pew) = log p + 16

variando apenas os valores possiveis de §. Por exemplo podemos impor 6 € [0, 2] obtendo
uma fun¢ao descontinua no semieixo real positivo, {z € C:Imz =0e Rez > 0}.

Portanto, ao considerar outros ramos do logaritmo, apenas muda o modo como se calcula 6
e em particular a linha de descontinuidade considerada. Do ponto de vista pratico, bastarad
indicar uma linha de descontinuidade (que v4 da origem para o infinito) para se obter a
fungao logaritmo correspondente (dum ponto de vista mais rigoroso serd também necessério
indicar o valor de logaritmo num ponto exterior a linha descontinuidade e impor certas
condigoes a esta linha). Por exemplo:

1° Exemplo: A linha de descontinuidade f=lE , $T ==
do ramo principal do logaritmo é ' i

{zeC:Imz=0e Rez <0}, ' = =

ou seja {z=—t:te]0,+o0[} | f= 3

temos entdo, log (14 i) = log v/2 + z%

. o e
e log(l—i):log\/ﬁ—iz , e i




5% AULA 2006.03.06 | AMIV rsc| APONTAMENTOS (RICARDO.COUTINHOGMATH.IST.UTL.PT)

2° Exemplo: Para o ramo do logaritmo
com linha de descontinuidade

{z€C:Imz=0e Rez >0},
ou seja {z=t:te|0,+o0}
temos entdo, log (1 + i) = log v/2 +i%

e log(l—1i)=1logv2+iZ

3° Exemplo: Para o ramo do logaritmo
com linha de descontinuidade

{z=t(cosE +isenf):te0,+oo},
temos entdo, log (1 + i) = log V2 — i 2

e log(l—1i)=1logv2—iZ

4° Exemplo: Podemos também considerar ramos com linhas de descontinuidade mais

gerais:
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{z =t (cosvy(t) +isen~y(t)):te€[0,400[},

onde 7 é qualquer funcao continua de [0, +00] em R.
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Também neste caso
log z = log (pew) =log p + 10,
mas agora com
0€[v(p),v(p) +2n[.
No exemplo do desenho
log (1 + 1) zlog\/i—i-i%

7
e log (2 + 2i) :log2—i£.



