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3.1 Nocgao de convergéncia no plano complexo.

Dada uma sucessao de nimeros complexos z, dizemos que z, converge para 0 nimero com-
plexo w se
lim |z, —w| =0

—00

e neste caso escrevemos w = lim z, ou z, — w.

n—00
Uma vez que |z, —w| é a distancia entre os pontos z, e w, a convergéncia de nimeros
complexos é equivalente & convergéncia de pontos no plano. Ou seja a topologia de C é
equivalente & topologia em R2. Em particular uma sucessao z, é convergente sse a sua parte
real e sua parte imagindria formarem sucessoes (reais) convergentes.

Exemplo 3.1 z, = (1 + %)n + i2n11 —w=-e++ ’L% .

Podemos também considerar séries de ntimeros complexos:

Dada a sucessao u, € C, defina-se a sucessao (de somas parciais)

N
IN — E U, -
n=0

—+o0
Dizemos que a série > u, converge se a sucessao de somas parciais zy for convergente e
n=0
400
neste caso > up, = lim zy.
n=0 N—+o00

Ainda no mesmo contexto, defina-se a,, = Re (uy,) e b, = Im (u,). Entao temos

N N N
zNzg unzg an—l—ig by,
n=0 n=0 n=0
400 —+o0 400
Pelo que > uy, converge sse as séries reais »_ a, € Y b, convergirem simultaneamente e
n=0 n=0 n=0
neste caso
—+o0 —+o0 400
g Uy, = g ) g by,
n=0 n=0 n=0

Proposicao 3.1 Dada uma sucessao u, € C tal que a série (real de termos nao negativos)

400 —+o0
> |ug| é convergente, entao a série (complexa) Y u, é convergente.
n=0 n=0

Ou seja, para que uma série seja convergente é suficiente a convergéncia da série dos md-
dulos.
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Demonstragao. Seja a, = Re (uy,) € b, = Im (u,). Temos
|an| < lun| e |bn| < fual,

donde, pelo critério da comparacao, as séries

—+o0 400
dolanl e > bl
n=0 n=0

e
+o0 +o0
sio convergentes. Concluimos que > a, e > b, sdo (absolutamente) convergentes e
n=0 n=0
400
portanto > uy é convergente. W
n=0
3.2 Funcgao exponencial
Definigao 3.1
=1 22 8 A
e’ = —2"=14+z+—++—+..
nz;on! Rty tm o

Com a fungao exponencial assim definida estendemos naturalmente a todo o plano complexo
a funcao exponencial real de varidvel real ja nossa conhecida dos cursos de cédlculo elementar.

o0 o0
Note-se que Y |42"| = > 4 |2|" = €/l pelo que a série que define e* é sempre convergente.
n=0 n=0

Proposicao 3.2 De acordo com defini¢cao 3.1 temos

e = cosf + isend

para todo 6 € R.

Demonstragao. De acordo com defini¢io 3.1 temos

' 0o 1 0o in
0 _ Z_(e)n: i
e 1
| |
0 mn: "0 mn:
i ZQn 92 i ,L'2n+1 ont1
— T + s
| |
o (2n) owrd (2n+1)
( 0o
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Consequentemente temos agora uma justificacdo mais profunda para a relacao e = cosf +
1sen @ e uma significagao mais transcendente das férmulas de Euler.

Com uma demonstragao formalmente igual a que é conhecida para a fun¢ao exponencial real
de varidvel real, pode-se mostrar que !:

Z1 ,22

ele®? = 1172

Temos entao
ez _ ez—i—zy — ezezy

= e"cosy+ie”seny.

3.3 Parte real e parte imaginaria.

Tendo identificado os mimeros complexos com os pontos do plano, facilmente se reconhece
que através da mesma identificacao, as funcoes complexas de varidvel complexa correspondem
a funcoes de R? em R2.

Seja

f:C-=C

(ou f: D C C—C;i e podemos considerar fungdes que estdo apenas definidas em
subconjuntos do plano complexo). Define-se parte real de f por

u(z,y) = Re f (v +iy)

e parte imagindria de f por

v(z,y)=Imf (z +iy),
obtendo-se
[ @ +iy) =u(z,y) +iv(z,y)
(onde € R e y € R). Estas fungoes, u (z,y) e v (z,y), sdo fungoes de R? em R. O campo
(u,v):
(@,y) = (u(z,y),v(z,y))
¢ uma funcao de R? em R?; pode ser identificado com a funcao f.

1

o0 1 "
et — Z — (21 + 2)
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Exemplo 3.2 A parte real e parte imagindria de ¢ = % = e®cosy + ie®seny sao,
respectivamente,
u(xz,y) =€e"cosy e v(x,y)=e"seny.

Exemplo 3.3 Parte real e parte imagindria de 23:

2 = (z+iy)® =23+ 3%y + 3z (iy)* + (iy)®
= % - 3xy2 +1 (3x2y — y3) )

portanto a parte real e parte imagindria de 2> sdo, respectivamente, as funcoes

u(z,y) =a>=3xy’ e v(zy) =32y -y’

3.4 Continuidade

De acordo com a identificacao entre o plano complexo e R?, a nocao de limite e continuidade
para funcgoes complexas de varidvel complexa é a mesma da para fungoes reais do plano no
plano. Em particular, a titulo de listagem, temos:

Dizemos que w é o limite de f (z) quando z tende para zp, lim f (z) = w, se para todo z no
z—20

dominio de f se tem

Vo>0 Fe>0: |z—2|<e=|f(2)—w| <o.

Se lim f(z) = w e o é uma constante complexa, entdao lim af (2) = aw.

zZ—20 zZ—20

Se lim fi (2) =w;y e lim f3(2) = wsy , entdo lim (f1 + f2) (2) = w1 + wa.
zZ—20 zZ—20

zZ—20

Se lim f; (2) =wy e lim f3(2) = we , entao lim (f1f2) (2) = wyws.
z—2p z—20

z2—20
: B : B N J1 _wy
Se lim fi (2) =w; e lim fy(2) =wy # 0, entao lim | & ) (2) = —.
zZ—2p zZ—2p zZ—2p f2 ’u}2

Se lim g (z) =2 e lim f(2) =w , entdo lim (fog) (z) = w.

z—2Q z2—21

Uma funcao f (z) é continua em 2z se lim f (z) = f (z0)-
zZ—20

Uma fungao f (z) é continua em z = z + iy sse a sua parte real u (z,y) = Re f () e a sua
parte imagindria v (z,y) = Im f (2) forem continuas em (z,y).

A demonstracgao das propriedades dos limites e da continuidade de funcoes, pode-se fa-

zer tanto de forma andloga aos resultados correspondentes para funcoes reais de varidvel

real, como fazendo a separacao das partes reais e imagindrias e utilizando os resultados

de continuidade das fungoes definidas em R2. Por exemplo, vamos mostrar (de forma

muito abreviada) que ”Se zhnzl fi(z) = w1 = f1(z0) e zhr? fa(z) = we = fa(zp), entao
—20 —Z0

lim (f1f2) (2) = wiwy = (f1f2) (20)” (i.e. o produto de fungoes continuas é uma funcao
z2—20

continua).
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Demonstragao 1:
|fife —wiws| = [fife — fiws + frws — wiws|
< JAllfa = wo| + | f1 — wi] |w]
se |fa —wq| — 0e|fi —wi| — 0 entao |fifo — wiws| — 0.
Demonstragao 2:
flfg = (u1 + z'vl) (UQ + ivg)
= UjU9 — V1Vg + 1 (Ulvg + U1U2)

se fi e fa sao continuas entao uy, vy, ug € Vs sa0 continuas, entao u Uy — V1vVs € UV + V1Usg
sao continuas, entao f; fa é continua.

A identificacao das funcoes complexas de varidvel complexa com funcoes de R? em R?
permite-nos reduzir o estudo da continuidade das primeiras aos resultados conhecidos para
as segundas. Observacao semelhante nao se aplica, contudo, no estudo da diferenciabilidade.

3.5 Definicao de diferenciabilidade.

De forma andloga ao que se faz em andlise real vamos adoptar a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 3.2 Uma fun¢io f: D C C— C é diferencidvel (no sentido complexo) no ponto
z interior ao dominio D sse existir (em C) o sequinte limite

LTt ()
h—0 h

Se f é diferencidvel (no sentido complexo) no ponto z, entio designa-se o nimero complexo

! BERT f(Z+h)—f(Z)
f (z) = lim Y

h—0

por derivada de f no ponto z.

Exemplo 3.4 2z — 2z é uma funcao diferenciduvel.

T z+h—z
() = Jm—F
= lim1
h—0

= 1.
Exemplo 3.5 z — 22 é uma funcdo diferencidvel. Esta conclusdo é imediata do exemplo
anterior e do facto de o produto de duas funcoes diferencidveis ser diferencidvel. Mas, como
exercicio, vamos fazer uma verificagdo directa
2
2\/ . (Z + h) — 22
(z ) = lim ———
h—0 h
. 224 2zh 4+ h? - 22
= lim
h—0 h

= lim (22 + h)
h—0

= 2z.
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Exemplo 3.6 Uma funcdo constante é uma funcao diferencidvel;

f(z) = const. = f'(2) = 0.

No préximo exemplo vamos mostrar que esta definicao de diferenciabilidade em C nao é
equivalente & definicio que conhecemos em R2?. Em particular funcoes muito simples de
descrever no plano complexo podem nao ser diferencidveis apesar da suas partes reais e
imagindrias serem regulares.

Exemplo 3.7 z — Z nao é uma func¢ao diferencidvel. Ou dito de outra forma, a conjugacao
complexa nao é uma operacao diferencigvel.

Seja f (z) =Z e considere-se a razdo incremental

flz+h)—f(2)  z+h-%Z
h B h
_ Z+h-Z
B h
_h
= -

Escrevendo h na forma polar h = pe®, observamos que fazer h tender para zero (aproximar-
se da origem; trata-se de um limite no plano) é fazer p tender para zero (independentemente
da coordenada ), mas

h peid e~
h el = ol
— 6_120.

. o o h . h

FEsta expressao mostra tmediatamente que o limite }ILH%— nao existe, porque a fun¢do —

tem limites direccionais sao distintos. De facto se fizermos h tender para zero ao longo da

direc¢ao horizontal (6 = 0) obtemos o resultado 1 e se fizermos h tender para zero ao longo
ki

da direc¢do vertical (0 = 3) obtemos o resultado —1.

Note-se que a fungio (correspondente) (x,y) — (x,—y) é linear e portanto diferencidvel
enquanto funcio de R? em R2. Mostra este exemplo que a nocao de diferenciabilidade no
sentido complexo é mais restritiva do que a nogao de diferenciabilidade real das fungoes de

R? em RZ2.

Comparando esta nova definigdo (em C) com a defini¢ao de diferenciabilidade em R e em
R? observamos que em qualquer dos trés casos a definicao de diferenciabilidade corresponde
a "boa 7 aproximacao por funcoes lineares:

fz+h)=f(2)+ [ (2) h+o(h)

onde o (h) é um termo que dividido pelo médulo (ou norma) de h tende para zero quando
h tende para zero. A diferenca estd na interpretagao do termo linear f’(z)h (produto de
complexos, produto de reais ou produto de uma matriz por um vector 2).

2Correspondendo respectivamente a uma aplicacio linear no espaco vectorial unidimensional de corpo
complexo C; no espago vectorial unidimensional de corpo real R; e no espago vectorial bidimensional de
corpo real R2.



